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PRÉFACE. 


Merrre un lecteur attentif et intelligent en état de 
lire tous les ouvrages qui traitent des sciences exactes, 
sans lui supposer d'abord aucune instruction prélimi- 
naire en Mathématiques, tel est le but que je me 
suis proposé dans la composition de ce Traité. Pour 
y parvenir, j'ai dà exposer toutes les doctrines qui 
constituent les Mathématiques pures, depuisles parties 
les plus élémentaires, l'Arithmétique et la Géométrie, 
jusqu'au Calcul intégral le plus composé , sans omettre 
aucune des théories générales qui entrent dans l'en- 
semble de ce plan. 


Une aussi grande multitude d'objets se trouve ren- 
fermée dans deux volumes, et l'on se tromperait , si 
l'on jugeait que j'aie omis des doctrines utiles, ou 
méme des détails intéressans. La lecture de l'Ouvrage 
pourra convaincre qu'il est aussi complet qu'on peut 
l'espérer, et qu'on y trouve méme plus d'applications 
que n'en promet le cadre étroit oà je me suis resserré. 
Mais le systéme de concision que j'ai adopté, m'a 


a 
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permis de diminuer l'espace sans rien oublier qui soit 
véritablement utile, et, je l'espère, sans nuire à la 
clarté. 

Dés long-temps je me suis convaincu que rien n'est 
plus contraire au but que doit atteindre celui qui écrit 
sur les sciences, que d'entrer, sur chaque objet, dans 
des développemens longs et fastidieux. L'auteur, en 
disant tout ce qu'il pense, empéche le lecteur de 
penser lui-même ; l'élève devient incapable de se 
passer des secours de son maitre; il prend l'habitude 
d'une pesanteur et d'une prolixité trés nuisibles aux 
succés; enfin, l'embarras des détails l'empéche de 
suivre le fil des idées essentielles, et il saisit mal l'en- 
semble des propositions; les accessoires tiennent dans 
son esprit la place des choses importantes. C'est au 
professeur à proportionuer l'étendue des développe- 
mens à la nature d'esprit de chaque étudiant. « Pour 


bien instruire, il ne faut pas dire tout ce qu'on sait, ^ 


mais seulement ce qui convient à ceux qu'on ins- 
truit. » (La Harre, Cours de littérature, 2° part., 


liv. TE, chap. Ш, 2.) 


Le public paraít avoir adopté ce systéme d'instruc- 
iion; et le succès qu'ont obtenu les trois premières 
éditions, me confirme dans l'opinion que j'avais des 
avantages de la concision. Il m'eüt été sans doute bien 
plus facile de multiplier les volumes, et les personnes 
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exercées à écrire sur les mêmes matières pourront 
apprécier les soins qu'il m'a fallu prendre pour réduire 
ainsi chaque chose aux dimensions nécessaires. 

Je conviens qu'il y a peu d'éléves capables de com- 
prendre cet ouvrage sans le secours d'un maître; mais 
dans le long exercice que j'ai fait de l'enseignement, 
j'ai reconnu que tous les livres de mathématiques sont 
dans le méme cas; les avantages de la concision du 
style pour former l'esprit des étudians sont incontes- 
tables, et si des difficultés en sont inséparables, c'est 
au professeur à les lever. 

En prenant la peine de comparer cette édition aux 
précédentes, on reconnaitra que je n'ai épargné 
aucun soin, négligé aucun conseil pour rendre ce 
Traité digne de l'approbation des savans et des pro- 
fesseurs. 

Les travaux récemment publiés par Fourier, 
MM. Cauchy, Sturm, et les ouvrages de MM. Le- 
fébure de Fourcy, Mayer et Choquet, m'ont conduit 
à étendre beaucoup la partie algébrique; et pour la 
meltre au niveau des connaissances actuelles, j'ai été 
obligé de refaire presque en entier le second volume. 
Јове espérer que l'on trouvera que je ne suis pas resté 
au-dessous de la tâche qui m'était imposée. 
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ERRATA du premier Volume. 


Pages 16, ligne 19... =9х16 = 7x16 


20, 
31, 
48, 
54, 
6o, 
66, 
67, 
68, 
77» 
81, 
193, 
107, 
134, 


170, 


189, 


avant-dernière, (6 2 2X 3) x 4, lisez 6: (2 x 3)х 4 
10, en remontant, 1, 1,2, 2, 2, lisez 3, 1, 2, 2, 2 
i8, ¿<$ lie > 7 " 
11, en remontant $ lisez з 
derniére , 61,37729 lisez 61,377269 
derniére, page 43, lisez page 4o 

4,133 lisez 103 

15, & lisez 2 

24, 12. 10. 105 lisez 12. 18. 107 

20, 518—52:33 lisez 518—532-3.3 

dernière, 3,78? lisez 3 x 78* 

5, en remontant, 210 jours, lisez 216 jours. 
9, en remontant (104-4- 42) lisez [103 4-4?) 


a 5 s b 
2, en remontant PÄ < 5 lisez Uy « ES 


n—p п+р 


6, ат lisez a т 


11, aprés inconnu , ajoutez 1, a et 4 étant donnés 
6, nombres, lisez membres 
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а [. DES NOMBRES ENTIERS. 


Notions préliminaires. Systéme de Numération. 


1. Concevons une réunion de choses semblables : pour en 
distinguer la grandeur, et la faire apprécier par le discours aux 
hommes qui n'en ont aucune connaissance, on en prend une 
portion définie et bien connue, mais arbitraire; cette portion 
se nomme омітЕ; il faut ensuite indiquer combien de fois cette 
uuité est contenue dans l'assemblage dont il s'agit, c'est-à- 
dire combieu il faudrait réunir de ces unités pour produire un 
tout égal à cet assemblage. Cette quotité est ce qu'on nomme 
Un NOMBRE, OU une QUANTITÉ, Ainsi, pour avoir la connaissance 
précise de la grandeur d'une chose, autrement que par la per- 
ception des sens , il faut d'abord acquérir, par les sens, celle 
d'une portion ou unité, puis celle du nombre de fois que la 
chose contient cette unité. 

Tai. 1 
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Pour dénommer les différens nombres, on a inventé les mots 
suivans : un désigne l'unité; deux représente la réunion d'une 
unité avec une autre unité; trois, la réunion de deux unités 
avec une autre, ou celle d'une unité, plus une, plus encore 
une; trois plus une donne quatre, et ainsi de suite; l'aug- 
mentation successive d'une unité chaque fois engendre les 
nombres 


zéro, un, deux, trois, quatre, cing, six, sept, huit, neuf. 


qu'on représente par les chiffres ou caractères 
B^ OS D 8,, OST DS ACER og 


L'idée qu'on doit se faire, par exemple, du nombre sept, est six 
plus un, qui, d’après ce qu'on a dit, revient à cing plus deux, 
ou à quatre plus trois, etc. 

2. Cette opération par laquelle on réunit plusieurs assem- 
blages en un seul, se nomme apprrioN ; on l'indique par le mot 
plus, ou par le signe +, qu'on nomme positif, et qui se place 
entre les nombres qu'on veut ajouter. Le résultat est appelé 
la somme des nombres. 

Ajouter plusieurs nombres , ce n'est donc que les réunir en 
un seul dont on demande la Lor cd ou exprimer combien 
l'assemblage de plusieurs groupes d'objets identiques contient 
de fois une portion prise pour unité, et qui a servi de mesure 
à chaque groupe particulier. Ajouter 2 avec 3 et avec 4 , ou 
trouver la somme 2 plus 3 plus 4, c'est réunir, en un seul, 
trois systèmes composés l’un de 2, l'autre de 3 , et le dernier 
de 4 choses. í ' 

Le signe = mis entre deux grandeurs indique qu'elles sont 
égales; 2-4-3-- 4229, se lit : 2 plus 3 plus 4 égalent 9; cette 
égalité, ou équation, exprime l'addition précédente; 24 3+4 
est le premier membre, g est le second. L'inégalité entre deux 
quantités se désigne par le signe < ou >; on place la plus 
grande du eôté de l'ouverture : 4 < 7,92» 3 s'énoncent 4 plus 
petit que 7, 9 plus grand que 3. 

Il suit des notions précédentes, que si l'on augmente ou di- 
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wnnue l'un des nombres à ajouter, le résultat sera précisément 
plus grand ou plus petit de la méme quantité : la somme ne 
serait nullement changée, si Pon augmentait l'un de ces nombres 
ajoutés, pourvu qu'on diminuát un autre d'autant d'unités. Par 
exemple : 44-7 surpasse 44-5 de 2, parce que 7 surpasse 5 de 2; 
mais 44-2 — 64-522» 4-9 23 + 8. 

3. Il arrive souvent que les nombres qu'on veut ajouter sont 
égaux entre eux, tels que 2-2 4- 2 4- 3 =8 : cette espèce 
d'addition prend le nom de muvrIPLIcATION, et s'énonce ainsi : 
2 répété 4 fois, ou 4 fois 2 , ou enfin 2 multiplié par 4 ; on l'écrit 
2.4, ou 2 X 4 : les nombres 2 et 4 se nomment les facteurs ; 
2 est le multiplicande , 4 le multiplicateur, et le résultat 8 le 
produit. 

4. L'addition et la multiplication ont leurs opérations in- 
verses. Dans l'addition, 5-- 4— 9, on demande la somme g des 
deux nombres donnés 5 et 4. Dans la soustraction, ce ré— 
sultato est donné ainsi que l'un des nombres, tel que 5, et l'on 
demande l'autre 4; c'est-à-dire qu'il faut trouver quel est le 
nombre 4, qui, ajouté à 5, donne la somme 9. Cette opération, 
qui consiste à recomposer les deux systèmes 5 et 4, qui avaient 
été réunis en un seul 9, revient visiblement à retrancher 5 de 
9, ce qu'on marque par le signe —, qu'on énonce moins, et 
qu'on place entre les nombres, devant celui qu'on veut sous- 
traire : 9— 5 — 4. Le signe— s'appelle aussi négatif. 

Concluons de ce qu'on a vu pour l'addition, que, 1°. si l'on 
augmente seulement le nombre à soustraire d'une ou plusieurs 
unités , le résultat sera diminué d'autant ; 2°, si l'on augmente 
ou diminue les deux nombres donnés de la méme quantité, le 
résultat demeurera le méme; 3°. enfin, Ze résultat de la sous- 
traction de deux nombres marque la quantité dont l'un surpasse 
l'autre, et c'est ce qui a fait donner à ce résultat le nom de 
différence, excés ou reste. 

5. Dans la multiplication, les deux facteurs sont donnés, et 
l'on cherche leur produit; mais si, connaissant ce produit et l'un 
des facteurs, on se propose de trouver l'autre facteur, cette opé- 
ration est une pivisioN, On a 2 X 4 =$; 8 est le résultat 
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cherché de la multiplication de 2 par 4. Dans la division, au 
contraire, on donne 8 et 4, et l'on cherche 2, c'est-à-dive 
qu'on demande quel est le nombre qui , répété 4 fois , produit8. 


On écrit ainsi cette division, 7 ou 8: 4 =2, qu'on énonce 8 


divisé par 4; 8 est le dividende, 4 le diviseur; le résultat 
cherché 2 est le quotient : en sorte que produit et dividende 
sont des mots qui désignent le même nombre, ainsi que di- 
viseur et multiplicateur, et que quotient et multiplicande; seu- 
lement l'emploi de ces mots dépend du calcul que l'on a 
en vue. 

6. Avant d'enseigner les moyens d'exécuter ces quatre opé- 
rations sur des grandeurs données, il faut former un langage 
propre à énoncer tous les nombres, et imaginer des caractères 
pour les désigner : c'est ce qu'on nomme le système de la nu- 
mération. 

Au premier abord il semble nécessaire de créer une multi- 
tude infinie de mots pour dénommer tous les nombres, et 
autant de caractères ou signes pour les représenter par l'écri- 
ture. Mais les inventeurs eurent une idée ingénieuse qui les 
dispensa de recourir à une aussi grande quantité de mots et de 
chiffres : cette idée consiste à grouper les nombres par dix, et 
à dénommer et écrire ces groupes à part. Ainsi ils sont con- 
venus qu'un assemblage de dix unités serait appelé dix, ou une 
dixaine, et de nombrer les dixaines comme ils avaient fait les 
unités; en sorte qu'une dixaine, deux dixaines, trois dixai- 
nes..... neuf dixaines, ou ce qui équivaut dix, vingt, trente, 
quarante , cinquante › soixante, septante , octante et nonante, 
joints successivement aux neuf unités simples, permirent de 
compter jusqu'à nonante-neuf unités. 

De méme, ils ont fait un groupe de dix dixaines qu'ils ont 
appelé cent, ou une centaine, et ils ont compté une, deux, 
trois... .. centaines, comme ils comptaient les unités et les 
dixaines, savoir : une centaine ou cent, deux centaines ou deux 
cents, trois centaines ou trois cents... ... neuf cents. Ces dé- 
nominations permirent donc de compter jusqu'à neuf cent no- 
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naute-neuf unités, en joignant ensemble les nombres formes de 
centaines, de dixaines et d'unités. 

Dix centaines furent ensuite appelées un mille, et Von forma 
les énonciations deux mille, trois mille...... neuf mille, 
selon la méme méthode d’analogie. 

Pour transporter cette heureuse invention dans l'écriture, 
on coneint qu'un chiffre placé à la gauche d'un autre , vau- 
drait dix fois plus que s’il occupait la place de ce dernier. Delà 
on conclut qu'on mettrait au premier rang à droite les unités 
simples ; au rang suivant à gauche, les dixaines ; à la troisièine 
place, les centaines ; à la quatrième, les mille, etc. Ainsi Vex- 
pression 23 représente deux dixaines ct trois unités, ou vingt- 
trois; de même 423 équivaut à l'énoncé quatre cent vingt-trois. 
Et comme le nombre peut n'avoir pas d'unites, ou de dixai- 

, etc. , on emploie le chiffre o, qui n'a par lui-même aucune 
valeur, mais qu'on écrit à la place des chiffres qui manquent, 
pour conserver aux autres leur rang. Par exemple, 20, 400, 
505, valent vingt, quatre cents, cinq cent sept. 

Il convient d'ajouter que l'usage a prévalu, pour énoncerles 
nombres représentés par 11, 12, 13, 14, 15, 16, de dire onze, 
douze, treize, quatorze, quinze ct seize, au lieu de dire dix-un, 
dix-deux,... dix-six, comme on devrait le faire d’après la 
convention générale, ainsi qu'on dit dix-huit, vingt-un, trente- 
deux, etc...... Au lieu de septante, octante et nonante , 
on dit plus ordinairement soixante-dix, quatre-vingtet quatre- 
vingt-dix, énoncés moins conformes aux règles que nous avons 
indiquées, et cependant plus usités. 

Cela posé , lorsqu'on aura écrit un nombre quelconque, tel 
que 535, pour l’augmenter de 1, il suffit visiblement d'ajouter 
1 au chiffre à droite; on a 535 + 1 = 538 : de méme 538 + 1 
— 539. Si ce chiffre à droite est un 9, on le remplacera par 
uu zéro, en faisant frapper l'augmentation de 1 sur le chiffre 
du sine raug : 539 + 1 = 540; car 530 + 9 + 1 = 530 + то 
=540; et si le chiffre du second ordre est lui-même un 9, alors 
on remplaecra ces deux chiffres 9 par des 26105, en augmentant 
de 1 le chiffre du troisième rang : 2590 + 1 = 2600; car 
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2500 + 99 + 1 = 2500 + 100, et ainsi de suite : 12999 + 1 
= 13000: 509 + 1 = 510; 10999 + 1 = 11000. Tout nombre 
étant engendré par l'addition réitérée de l'unité , ¿Z résulte de 
là qu'on peut écrire tous les nombres à l’aide de dix carac- 
teres. (*). 


(*) Le méme principe peut servir à écrire tous les r.ombres avec plus ou 
moins de dix caractéres; par exemple, si l’on n'a que les quatre chiffres о, 
1, 2 et 3, il faudra qu'un chiffre placé à la gauche d'un autre vaille quatre 
fois plus que s'il occupait la place de ce dernier : alors 10 exprimera quatre, 
11 cinq, 12 six, 13 sept, 20 huit, 21 neuf, 200 trente-deux, etc. 

Lorsqu'un nombre est écrit dans cette hypothése, on éprouve, pour l'é- 
noncer, plus de difficulté que dans le système décimal, parce qu'il n'y a plus 
de concordance avec le langage ; par exemple, pour lire (3120), оп observera 
quele 2 vaut 4 x 20u 8; ler vautı x 4 x 4 ou 16; le3vaut3x 4x 4 x 4 ou 
192; ainsi (3120) base 4, vaut 8 4-16 4- 192, ou 216. De méme si la base est 
5, c'est-à-dire si l'on ne se sert que des cinq chiffres, 0, 1, 2, 3et 4, chaque 
chiffre vaudra cinq fois plus que s'il occupait la place à sa droite; par exem- 
ple (4123) , exprimé dans ce système à cinq chiffres, vaut 3+ a x 5 4-1 x 25 
+4 x 125, ou 3+ 10 + 25 + 500, ou enfin 538. 

Donc il faut, en général, former les puissances successives de la base, et 
multiplier le chiffre du second rang par la base, celui du troisième par le 
carré de la base, celui du quatrième par le cube, etc.; en ajoutant ces pro- 
duits, on a la valeur de la quantité proposée. Ainsi (20313) base 4 = 567, 
(4010) base 5505, (35151) base 6 — 5035 = (6814) base 9. 

Si Pon fait attention au calcul ci-dessus, on verra qu'on peut aussi le faire 
comme il euit : prenons pour exemple (4123) base 5; multiplions le chiffre 4 
par5, et ajoutons le 1 qui est à droite, nous aurons 21; multiplions 21 par 5, 
€t ajoutons le 2 du second rang, nous aurons.107 ; enfin multiplions par 5, 
et ajoutons 3 , il viendra 538 pour la valeur cherchée. Il est en effet évident 
que par là le chiffre 4 a été multiplié trois fois consécutives par 5, que le 1 
l'a été deux fois, et le 2 une fois : Pordre des opérations est ici différent; 
mais elles sont au fond les mèmes que ci-dessus, et elles conduisent plus fa- 
cilement au résultat. 

Réciproquement cherchons Jes chiffres qui expriment le nombre 538 dans 
le système qui a cinq caractères : pour cela, supposons ce résultat connu et tel 
que (4123); il suit de ce qu'on a dit ci-dessus, qu'en formant 


4 x 54-1 =21, puis at x 5-- 3— 107, enfin, 107 x 5-1-3— 538, 


ce calcul doit reproduire le nombre proposé. Donc, si l'on divise 538 par 5, 
le reste 3 sera le chiffre du premier rang, et le quotient 107 sera la valeur 
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7. Que la numération parlée ait précédé la numération 
écrite, c'est ce qui n'est point douteux, du moins pour les petits 
nombres. Mais dans celle-ci, il était si facile de s’élever à des 
uombres immenses par la seule juxta-position des chiffres les 
uns près des autres, et les opérations de l'Arithmétique ont dû 
produire ces résultats considérables, qu'on n'a pas tardé à re- 


. 
des autres chiffres. De méme, divisant 107 par 5, le reste à sera le chiffre du 
second rang, et le quotient 21 la valeur des autres chiffres, et ainsi de 
suite. Il est clair qu'ici on ne fait que décomposer les opérations qu'on avait 
faites. 

Donc, en général, pour traduire un nombre donné d'un systéme de numé- 
ration dans un autre , il faut diviser ce nombre par la nouvelle base, puis 
diviser le quotient par cette base, puis ce second quotient encore par la 
base, etc., jusqu'à be qu'on tombe sur un quotient moindre que cette base. 
La série des restes écrits successivement à partir de la droite , dans l'ordre 
où on les a obtenus, formera l'expression cherchée; le dernier quotient sera 
le chiffre de l'ordre le plus élevé. Ainsi pour écrire 567 avec 4 caractères, je 
divise 567 par 4, et j'obtiens le quotient 141 et le reste 3 :je divise encore 


141 par 4; il vient 35 au quotient, et le reste 1; E donne 8 et le reste 3; 


8 E 
enfin, au le reste est o. Rassemblons les restes successifs 3,1, 3, o, et 


le dernier quotient, écrits en ordre renversé , et nous aurons (20313) base 4 
== 567 base 10. 

On verra de méme que, dans les systèmes à 6, 9 et 12 caractères, le nombre 
5035 est exprimé par (35151), (6814) et (2 аЬ 7); on désigne ісі para et b les 
nombres dix et onze dans le systéme duodécimal. Ce dernier systéme pré- 
sente des avantages marqués sur le décimal, à cause du grand nombre de 
diviseurs de 12; mais il serait trop difficile de l'établir mainterant, parce 
qu'il faudrait changer entièrement nos usages, et méme les dénominations 
auxquelles nous sommes familiers dés l'enfance. V. l'Arith. polit. de Buffon, 
chap. XXVII. 

Tout ce qu'on vient de dire peut être exprimé plus simplement en caractères 
algébriques. Soient i, ћ, g,... c, b, a, les chiffres consécutifs, en nombre n, 
qui expriment un nombre N, dans un systéme de numération dont la base 
cst z, c'est-à-dire que chaque chiffre vaut x fois plus que s'il occupait la 
place qui est à sa droite; on a 


Nr hr... cz? 4 Бх фа; 


équation d'où Гоп tire tous les théorèmes énoncés dans cette note. 
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connaitre que l'écriture des nombres n'avait besoin d'aucune 
modification pour s'appliquer à tous les besoins, tandis ique le 
langage adopté p. 4 ne suffisait pas pour énoncer les quantités 
quand leur grandeur était exprimée par plus de quatre chiffres. 
Et observez que si l'on eüt continué de donner à chaque place 
occupée par un chiffre une dénomination particuliere, ainsi 
qu'on l'a fait jusqu'à quatre chiffres, unités, dixaines,, cen- 
taines et mille, on serait retombé dans l'inconvénient :d'em- 
ployér une multitude infinie de mots, puisqu'il pouvait y avoir 
une multitude infinie de chiffres contigus. Voici le parti auquel 
on s'arréta pour éviter cet inconvénient. 

On convint de séparer les chiffres par groupes de trois en 
trois (*), en commençant par la droite ; puis d'énoncer clhaque 
tranche à part, comme si elle était seule, en ajoutant seulement 
à chacune un mot propre à la dénommer. Ces tranches suicces- 
sives sont appelées unités, mille, millions , billions ou. mil- 
liards , trillions, etc. Ainsi pour énoncer le nombre suivant , 


trillions, bill. milli. mille, unités. 


12, 458, 227, 539, 804, 


où appellera chaque tranche respective des noms trillions, 
billions, etc. , après avoir énoncé la valeur numérique de cha- 
cune ; ainsi on lira 12 trillions, 453 billions, 227 millions, 539 
mille, 804 unités. 

Comme il pourrait y avoir une infinité de tranches, il est 
clair qu'on aurait encore besoin, pour l'énonciation , d'ume in- 
finité de mots, ct que la difficulté n'est que reculée. Mais ce 
langage permettant d'appeler des quantités d'une grandeur im- 
mense, et qui dépassent tous ceux qu'on peut employer, la 
convention satisfait à tous les besoins. D'ailleurs quand un 


(*) On aurait également pu composer les tranches de a ou de 4 chiffres ; 
mais , dans un nombre donné , il y aurait eu plus de tranches dans un cas et 
moins dans l'autre, qu'en les tormant de 3 chiffres. En examinant les li- 
mites des nombres qui sont d'un usage plus fréquent , il est aise de voir qu'on 
a pris un milieu convenable entre ces partis. 
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nombre excède une certaine limite, l'énoncer ne sert à rien , et 
n'en peut faire concevoir la grandeur. 

Cette idée adinirable d'attribuer aux chiffres des valeurs de 
position, indépendamment de leur valeur propre, est si simple, 
qu'il ne faut pas s'étonner qu'elle soit venue à l'esprit des In- 
diens, qui nous l'ont transmise par le secours des Arabes ; mais 
bien plutót qu'il y ait eu des nations puissantes et éclairées 
qui ne les aient pas eues, ou du moins adoptées des peuples 
voisins. Les Romains, dont le système de numération parlée 
était conforme au nôtre , avaient un mode d'écriture très diffé- 
rent. Les Grecs avaient aussi leur système de chiffres tout-à-fait 
distinct (*). 


De l'4ddition. 


8. Pour ajouter deux nombres, tels que 5 et 4, nous avons 
vu (2) qu'il faut ôter à Pun de ces nombres successivement 
chacune des unités dont il est composé pour les joindre à l'autre, 
opération qui revient à ceci: 


(*) Les Romains représentaient ainsi les nombres : 


l un. L cinquante. C cent. 
IL deux. X dix. D ou 19 cinq cents. 
HI trois, etc. V cinq. M ou CI9 mille. 


Ces caractères suflisaient pour exprimer les nombres ; on ajoutait les valeurs 
propres à chaque chiffre, quand ces valeurs allaient en décroissant de 
grandeur numérique de gauche à droite : mais si un chiffre était précédé d'un 
autre qui fût moindre, la valeur de celui-ci devait au contraire être soustraite. 
En voici quelques exemples : 


УІ six. XVI seize. LX soixante. CX cent-dix. DC six cents. 
IV quatre. XIV quatorze. XL quarante. XC nonante. CD quatre cents. 


On changeait aussi les unités en mille en mettant un trait au-dessus des 
chiffres; on écrivait ainsi 10000 , X ou CCIOO ; 100000, C ou CCCIO2D ; 
2000000 MM. 

Le système de la numération écrite des Grecs était aussi mal imaginé que 
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5-4-4264-3—5- 228-4 1 = о. 
Mais on sent que, pour des nombres un peu grands, ce procédé 
serait impraticable; nous ne les prescrirons donc qus pour des 
nombres d'un seul chiffre, et nous supposerons méme que l'ha- 
bitude a appris à connaitre de suite le résultat, 5 + 4 = 9, 
3 4- 8 — 11, et tous les autres de méme sorte. 

Pour trouver la somme des deux nombres 24 et 37, décoin- 
posons-les d'abord en 20 -+ 4 et 30 + 7 ; la somme cherchée est 
20 + 3o + 4 + 7. Or, les deux premières parties reviennent 
visiblement à 2 dixaines plus З dixaines, ou 5 dixaines ; ainsi la 
somme est 5o +- 11, ou 5o -+ то + 1, ou enfin бо + 1 = 6r. 

On voit qu'il faut réunir séparément les dixaines et les unités 
des nombres proposés ; ce raisonnement est général. 

Par exemple, prenons 3731 + 349 + 12487 + 54; en fai- 
sant séparément la somme des unités, puis des dixaines, des 
centaines, etc., onaura 15 mille + 14 centaines + 20 dixaines 
+ 21 unités, ou 15000 + 1400 + 200 -- 21 ; mais, opérant de 
même sur ces derniers nombres, on a 16 mille + 6 3 
centaines -+ 2 dixaines + 1, ou 16621. Ce calcul se ip 
fait plus commodément en écrivant, comme on le voit '* 
ci-contre, les nombres les uns au-dessous des autres, 16 6 
et faisant correspondre , dans une méme colonne ver- 


celui des Romains; les unités, dixaines, centaines étaient désignées par les 
lettres consécutives de l'alphabet; savoir : 


a vaut 1 ‚ таш 10 ж p vaut 100 
200 
300 
доо 
боо 
боо 
T4 700 
" Зоо 
5,5 9 900 
Les mille se dénotent par un accent' sous les lettres. Pour donner ил 
exemple de ces chiffres : «уара signifiait 1 + а + тоо + 1 + 40, ou 
144. De même, «у? = 1607, gz = 2529. V. Delambre, Astronomie an- 
cienne , T. а. À 


oe? Qu к ш 
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ticale, les chiffres du méme ordre. La somme des nombres de 
chaque colonne doit étre écrite au bas, si elle ne passe pas 9; 
autrement on n'en pose que les unités, et on réserve les dixaines 
pour les ajouter, comme simples unités, avec les nombres de 
la colonne qui suit à gauche, ce qui détermine à commencer le 
calcul par la colonne à droite. 

Voici plusieurs exemples d'addition. 

Pour le premier, on fera ainsi le calcul : 3 4-8 font 11, 114- 7 
valent 18, 18 + 7 égalent 25, somme des unités 3 4-8 +7 4- 7 : 
on posera 5 sous le trait, au premier rang à droite, et on joindra 
les 2 dixaines à la colonne suivante : puis on dira 2. plus 8 font 
10, plus 1 font r1, plus 8 valent 19, plus 2 font 21; on pose 1, 
et on retient 2 pour joindre aux centaines. 2 4-7 —9, 9 + 3 
== 12...; on a 26 centaines, on pose 6 et on retient 2; enfin on 
trouve 24 à la 4° colonne : or pose le 4 et on avance le 2, c’est- 
à-dire qu'on écrit 24 mille. La somme est 24 615. 


5 32 256 10 86 5 784 201 
ic ^R QE 


8 бэ) 9o 257 зо gra 5 
aj бї» 181 164 п 167 обо АЛУ" 


De la Soustraction. 


9. L’habitude d’additionner suffit pour trouver la différence 
entre les nombres simples; par exemple, le nombre qui, ajouté 
à 3, donne g pour somme, est 4 : ainsi 7 — 3 — 4. On peut 
aussi parvenir au résultat, en ótant de 7 autant d'unités que 3 
еп contient; 7 — 3 = 6 — 2 = 5 — 1 = 4. Accordons par con- 
séquent qu'on sache faire la soustraction des petits nombres. 

Prenons cet exemple plus composé, 695 — 243. Il 
est visible que, si l’on connaissait le nombre qui 1h 
ajouté à 243 donne 695 pour somme, 3 + les unités 
de ce nombre, 4 +- ses dizaines; 2 + ses centaines devraient 
reproduire 695 ; on écrira donc les nombres proposés comme 


paré 
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pour l'addition, le plus petit en-dessous; puis on retranchera 
chaque chiffre inférieur de celui qui est au-dessus : on dira 
5—3—2,9—4-—5, 6—2- 4, et 452 sera la différence 
cherchée. 

Mais il peut arriver que le chiffre inférieur surpasse 36 ү, 
le supérieur. Dans l'exemple ci-contre, on ne peut 19 328 
ôter 8 de 7. П est clair qu'alors 36 147 devantétrela "© 8'9 
somme de 19 328 + le nombre cherché, en faisant la somme 
de la 1'* colonne, 8 + les unités inconnues, ont donné, non pas 
7 mais 17 pour somme; et qu'on a retenu la dixaine pour la 
joindre à la colonne suivante. On doit donc dire, non pas 
7 — 8, mais 17 —8— 9, et écrire ce chiffre 9 au rang des uni- 
tés. Mais, en continuant l'addition, la colonne suivante est 
formée de la dixaine retenue, des chiffres 4, 2, et des dixaines 
cherchées; et ajoutant celles-ci à 2 et à la retenue 1, on doit 
produire 4 : il ne faut donc pas dire 4 — 2, mais4— 3— >, 
qu'on posera aux dixaines. De méme pour les centaines, au lieu 
de 1 — 3, on dira тг — 3 reste 8, qu'on posera; mais on re- 
tiendra 1 pour ajouter au 9 suivant ; ainsi 6 — 10, ou plutót 
16 — 10 — 6, et on retiendra 1; 3—2 — 1. 

En général, lorsque le chiffre supérieur sera le plus faible, 
on l'augmentera de dix , puis on retiendra un pour le joindre au 
chiffre inférieur qui est à la gauche. On vemarquera qu'en effet 
lc nombre supérieur est augmenté par là дето, mais qu’on aug- 
mente pareillement l'inférieur de то, ce qui n’altère nullement 
la différence (n° 4). 

Pareillement, dans l'exemple ci-contre, on dira: 3 bgo jy 
9—3—6; 2 — 7 ne se peut; 12 — 7 = 5, et je 2 578 573 
retiens 1; 4 — 6 (au lieu de 4 — 5) ne se peut, {э 856 
14 — 6 = 8, et je retiens 1; o — 9 (au lieu de o — 8) ne se 
peut, ro — 9221; o — 8 ne se peut; то — 8— 2, etc. 


Voici quelques autres exemples de soustraction. 


3 ooo 6 ooo 6 000 150 оо! 3 355 83i 
af $ ооо ^ 999 76 385 186 943 
з 704 2 000 ' 73 646 3 188 888 
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то. Lorsqu'on veut retrancher un nombre de l'unité suivie 
d'autant de zéros que ce nombre a de chiffres , c'est-à-dire de 
1000... , il faut retrancher le chiffre des unités de 10, et les 
autres chiffres de 9. Ainsi, 1000 — 259, se trouve en disant 
10 —9— 1; puis 9 —5 = 4; 9—2 = 7, et ona 1000 — 259 
— 441. De méme 1 ооо ооо — 279 953 == 720047. Ce calcul 
est si facile, qu'il mérite à peine d'étre compté pour une opé- 
ration ; on s'en sert pour réduire toute soustraction à une addi- 
tion; voici comment. 

Soit demandée la différence 3487 — 259. Il est clair qu'en 
décomposant 3487 en 2487 + 1000, la différence avec 259 
n'est pas changée, et on aura 2487 + 1000 — 259, ou 
2487-4 74123228. Ainsi, au lieu de soustraire 259 , on a réelle- 
mentajouté 741. On voit donc qu'on peutretrancher un nombre 
d'un autre, ensoustrayant le 1*' de 1 suivi d'autant de zéros qu'il 
a de chiffres, et ajoutant le résultat au 2° nombre donné, pourvu 
qu'on retrauche ensuite une unité de l'ordre immédiatement 
supérieur à celui du nombre à soustraire. On indique cette 
dernière soustraction par 1 placé à l’ordre de chiffres dont 
on vient de parler ; ainsi l'opération ci-dessus revient 
à 3487 — 259 == 3/87 + 1741 , calcul qu'on effectue Nd 
comme on le voit ci-contre. Observez que 1741, ajouté i 
au nombre 259, donne zéro, ou 1741 + 259 = o. La 
quantité 1741 est ce qu'on nomme le complément arithmétique 
de 259. En général, pour former le complément arithmétique 
d'un nombre, il faut retrancher tous ses chiffres de 9, et celui 
des unités de 10, puis placer r à gauche. Le complément d'un 
nombre ajouté à ce nombre donne zéro pour somme. Au lieu 
de retrancher un nombre, on peut ajouter son complément arith- 
métiquc. 

Lorsqu'il y aplusieursadditions et sous- 
tractions successives, l’nsage des complé- я - 

Far ‚ 570] 579 
mens peut présenter des avantages; par 4 Gao | — Si 
exemple, 32731 + 5929 — 371 — 4834, 15 106 | — 4 33i 
prend la forme ci-contre, attendu que les зу 355 | neste 33 255 
complémens de 371 et (834 sont 1629 et 


Уу 75i Ja 5и 
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15160. Nous recommandons toutefois d'éviter l'emploi du com- 
plément , et de s'exercer à faire les additions et soustractions 
colonne par colonne. C'est ainsi que, dans notre exemple, aprés 
avoir dit 9 4 1 = 10, 4 + 1— 5, on retranchera 5 de то et 
on posera 5 au rang des unités du reste; puis 3 4- » — 5, 7+3 
= 10; 5 — 10 ne se peut; donc 15 — 10 — 5, qu'on pose aux 
dixaines, en retenant r pour joindre aux centaines soustrac- 
tives, etc. 


De la Multiplication. 


11. Nous écrirons le multiplicande le premier ; ainsi 
4 X 5 >< 2 signifie qu'on répétera 4 cinq fois, et que le pro- 
duit 20 devra être pris 2 fois. 

Puisque 4 >< 5 n'est autre que т + 1 + 1 + т répété 5 fois, 
il suffit de prendre chaque unité 5 fois, ou 5 + сак 4-5; ex- 
pression qui revient à 5 répété 4 fois : ainsi , v 
4 fois 5 est égal à 5 fois Д, ou 4 X 5 = 5x 4. 
Ce raisonnement peut être présenté sous la f 


forme d'un tableau 4, composé de 5 lignes, tope 
dont chacune contient 4 unités. Il est clair "TCU To 
que le nombre des unités est 4 répété 5 fois... 
Mais, en renversant le tableau, comme on РАК: 
le voit еп B, on trouve 5 répété 4 fois; le # . . . . . 
nombre des unités étant nécessairement le сав 
méme dans les deux cas, le produit de 4 X 5 +- ee 


est le même que celui de 5 >< 4. 

Soit aussi 5 X 4 X 2; comme 5 répété 
НИК ТЕУ. Л Scie c R 5+5+5+5, 
il reste à prendre 2 fois ce résultat, ou.. то + 10 + 10 + то, 
ou то répété 4 fois. Donc 5 >< 4 X 2 
—5>X 2 < 4. On peut donc changer de place les deux derm- 
niers facteurs, comme on a vu qu'on pouvait échanger les deux 
premiers entre eux. Ainsi, 


5x4áx2—áx5x2—5xa2xí(-—ax5x4—aXáx5-—áxax 5. 
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Ou voit donc qu'on peut intervertir de toutes les manières pos- 
sibles l'ordre des facteurs sans altérer le produit. 

Démontrons ce théorème pour plus de trois facteurs : par 
exemple, pour 4X 5X3X 2 X 9. 

Le facteur 9 ayant la dernière place dans le premier pro- 
duit , prouvons qu'on peut le placer où l'on veut, et d'abord à 
l'avant-dernier rang , savoir 45«5»«35«25»«9— 4x 55€ 3»« 9x2. 
En effet, les trois premiers facteurs 4 X 5 >< 3 donnent бо, et il 
faut prouver que 6o X 2 X9=60 97 2, et c’est ce qui vient 
d’être démontré. De méme dans le produit 4 >< 5 X< 3 >< 9, on 
peut faire passer le 9 avant le 3, savoir 45« 5 < 95€ 3, etainsi 
de suite. D'où l'on voit que, sans changer le produit , on peut 
faire occuper successivement toutes les places au dernier facteur 
9, les autres facteurs restant dans le méme ordre. 

Mais à son tour le nouveau facteur terminal 2 peut être 
mis à tel rang qu'on veut dans chacun de ces résultats, savoir, 
45x 9x3x acd X 5x gx2x3—x5x 2x 9x3- ete.. 
Donc en définitive la place de chaque facteur est arbitraire. 

12. Lorsqu'il arrive qu'un nombre se multiplie lui-même plu- 
sieurs fois consécutives, comme 3 X 3 X 3 x 3, on dit qu'il est 
élevé à une Puissance, dont le degré est marqué par le nombre 
defacteurs, qu'on appelle Exposant. Ici 3 est élevé à la quatrième 
puissance , ce qu'on indique par 34 = 81; 4 est l'exposant ou le 
degré. De même 25772 5«27»«22z8. On donne aussi à la deuxième 
puissance le nom de Carré, et à la troisieme le nom de Cube. 
p ou 7 X 7 = 4gest le carré de 7; = 7 X 7X 2 — 348 est le 
cube de 7. 

Le nombre qui se multiplie ainsi lui-même , ou qui est affecté 
d'un exposant, se nomme Racine : ainsi 7 est la racine carrée, ou 
seconde de 49, la racine cubique ou troisième де 343, la qua- 
trième de 2401, etc. Ces racines s'indiquent par le SIGNE RA- 
DICAL V, et on place, dans les branches, le nombre qui en 
marque le degré. 


3 4 
125343, d'ou 4 = V343; 5! =625, d’où 5 = y 625. 


Lorsqu'il s’agit de la racine 2°, on se dispense ordinairement 
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d'en indiquer le degré, et d'écrire le chiffre 2 sur le radical; en 


2 
sorte que y et V/ sont la méme chose: 8'— 64, donc 8— y 64, 
8 est dit la racine, ou la racine carrée de 64. 

13. Puisque pour multiplier un nombre (n° 3), il suffit de 
. ajouter autant de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicateur, 
on voit que, 1°. si l’on multiplie l’un des facteurs par 2, 3, 4..., 
le produit est lui-méme multiplié par 2, 3, 4. . En effet, si, au 
lieu de 3» 5, je prends 12 >< 5, chaque fois que j'ajouterai 12 
au lieu de 3, je prendrai le quadruple de 3, c'est-à-dire que j'au- 
rai pris de trop le triple de 3; le résultat sera donc composé du 
produit 3 5 quadruplé : ainsi, 12 >< 5est quadruple de 3» 5, 
parce que 12 est quadruple de 3. Et aussi pour multiplier 12 par 
5, on peut, si l'on veut, multiplier 3 par 5, et ensuite le pro- 
duit 15 par 4, parce que 12 — 3 x 4. 

De méme si l'on divise l'un des facteurs par 2, 3, 4..., le pro- 
dem sera divisé aussi par 2, 3, 4. 

- Si l'on multiplie l'un d. facteurs, et qu'on divise l'autre 

par un méme nombre, le produit n'est pas changé : 14 X 8 
==д X 16, 14 est double de 7, et 16 l'est de 8. 

3°. Lorsque les facteurs sont terminés à droite par des zéros , 
on peut les supprimer, pourvu qu'à la suite du produit on en 
mette un pareil nombre. Ainsi Зоо X 20 devient 37« 2, en ôtant 
les trois zéros, qu’on restituera à la suite du produit б; on aura 
Зоо><20==бооо. En effet, 3005« 2023000 X2, car Зоо est décu- 
plé (n? 6), et 20 est divisé par 10. Or, dans l'addition de 3000 à 
lui-même, on voit que les trois zéros demeurent dans lasomue, 
comme provenant des trois premieres colonnes; la suivante 
donne 3 X 2 —6; donc бооо est le produit demandé. 

14. Il s'agit maintenant de pratiquer 1а multiplication de 
deux nombres donnés; il se présente trois cas. 

1° cas. Les deux facteurs n'ayant qu'un seul chiffre chacun. 
La table suivante, qui est due à Pythagore, se forme en écrivamt 
sur une ligne horizontale les 9 premiers nombres, puis ajoutamt 
chacun d'eux 9 fois successives, on écrit ces produits dans ume 
méme colonne verticale. Par exemple, 4 + 4— 8, 8+ 4:12, 


12-]- 4 — 16, 164 4220, 20 + 4 = 24, ete. 


MULTIPLICATION. 17 


Table de Pythagore. 


Veut-on trouver le produit 7 X 5, il suit de la génération 
des divers nombres de ce tableau qu'on cherchera 7 dans la 
première ligne, et qu'on descendra dans la colonne verticale 
correspondante , jusqu'à la case qui est dans la ligne horizon- 
tale dont 5 est le chiffre initial; cette case porte 35, et ona 
27€ 5 = 35. Il importe de se rendre familiers les produits des 
nombres simples, afin de ne pas être forcé, chaque fois qu'on 
veut les obtenir, de recourir à cette table, qui n'est elle-même 
formée que par des additions successives. 

S'il fallait, ainsi que l’exige la définition (3), ajouter le mul- 
tiplicande autant de fois qu'il y a d'unités duns le multipli- 
cateur , l'opération deviendrait presque impraticable pour les 
grands nombres. Voyons comment on peut la réduire à la inul- 
tiplication des nombres simples. 

2° cas. Le multiplicateur n'ayant qu'un seul chiffre. Pour 
multiplier 2967 par 4, j'imagine, pour un moment, qu'on 
veuille en effet exécuter l'addition de 2967 pris 4 fois, ainsi 
qu'elle est faite ci-aprés. La colonne des unités ne contiendra 


que le chiffre 7 écrit verticalement 4 fois; ainsi cette somme 
TET. —2 
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sera 7 X 4 ou 28; on posera 8, et on retiendra 2 pour 
joindre à la colonne des,dix aines , formée du chiffre 6 ? 9/7 
écrit 4 fois. П faut donc dire 6 X ( = 24, et ajoutant 2 95 
la retenue 2, on a 26 : ainsi on posera 6 et on re- - 868 
tiendra 2, etc. Cette opération revient donc à mul- 
tiplier chacun des chiffres du multiplicande par le 
multiplicateur, en commengant par la droite : on écrit | А 
les unités de chaque produit au-dessous du chiffre qui 11 868 
l'a donné, et on retient les dizaines pour les joindre 
au produit suivant. Ce procédé n'est, à proprement parler, 
que l'addition méme , excepté qu'on se dispense d'écrire plu- 
sieurs fois le nombre à ajouter. 

3° cas. Les deux facteurs étant composés de plusieurs chiffres. 
Multiplier 2329 par 532, c'est répéter 2327, 


2 fois, 3o fois, 5oo fois, et ajouter le tout. В E 

1°. On multipliera d'abord 2327 par2, comme О, par à 
: A s 7 g SAI бу 81... par 3 

on vient de le dire; 2°. pour former le pro 6" t 


duit par Зо, on mulüpliera 2327 par 3, et г ур" 

on ajoutera un zéro à droite du produit, d'a- 

près ce qu'on a vu (13, 3°.); enfin, pour répéter 5oo fois 2327, 
on multipliera par 5, et on ajoutera deux zéros. L'opération 
prend done la disposition ci-dessus, dans laquelle on observe 
que, comme les zéros n’influent en rien sur l'addition, on s'est 
dispensé de les écrire : alors le produit par 3a été simplement 
reculé d'un rang vers la gauche, et le produit par 5 de deux 
rangs. On voit donc qu'Z faut multiplier Pun des facteurs 
tour à tour par chacun des chiffres de l'autre. Chaque produit 
partiel doit étre écrit de manière que ses unités soient placées 
au méme ordre que le chiffre du multiplicateur qui les a don- 
nées : on ajoute ensuite le tout. 

La multiplication des nombres composés dépend ainsi du eas 
où le multiplicateur n'a qu'un chiffre, et celle-ci dépenil à son 
tour du cas où chaque facteur n’a qu’un seul chiffre, c’est-à-dire 
de la table de Pythagore. Comme il convient d’être très exercé 
à la pratique de cette opération, nous en mettrons ici quelques 
exemples. 
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886 633 53 687 5 554 434 
77 .. 006 
6 206 aor j 27 
HET pwr ssi 206 oj m 
бао 641 i 48 247 295 110 P 
688 013 Bj: TEA \ 


Quant au nombre de chiffres qui composent le produit, 
supposons qu'on ait à multiplier 3687 par 968; la facteur 968 
est > гоо et < 1000; ainsi le produit est entre 368700 et 
3687000 , c'est-à-dire qu'il а 6 ou 7 chiffres. En général le 
produit de deux nombres est formé d'autant de chiffres qu'il 
J en a Hans les deux facteurs, ou un chiffre de moins. Quand 
оп а 3, 4,... facteurs, le même raisonnement donne des li- 
mites de la grandeur du produit et du nombre de chiffres 
qui le composent (*). 


De la Division. 


19. De méme que la multiplication n'est que l'addition réité- 
rée du méme nombre, on peut considérer la division comme 
une soustraction répétée, le quotient marquant combien de 
fois on peut óter le diviseur du dividende. Si on veut diviser 
8 par 2, et qu'on retranche d'abord 2 de 8, puis 2 du veste б, 
2 du reste 4, et enfin 2 de 2, on arrive au reste zéro ; 2 ayant 
pu étre étre soustrait 4 fois de 8, on peut regarder 8 comme 
composé de f fois 2; et par conséquent 4 est le quotient. Il 
suit de là que Ze quotient qui marque combien de fois un nom- 


(*) Soient a, 8, y... la quotité des chiffres de divers facteurs, a, b, c..., 


dont le nombre est п; il est clair que a 10“, b< i с<10...; le produit 


est < i zo > ‚ ои abc.... < тот, еп posant m — a + 8 + y... D'ail- 


16 ai^, b> u^, cm ою d’où be SOS ТРО" 


où abc... У 10*—^ ; donc le produit abc... est compris entre 10"—^ et 10"; 
il ne peut avoir au-delà de m chiffres, mais il en a plus de m—n. Ainsi le 
produit ne peut avoir plus de chiffres que les facteurs proposés écrits successi - 
vement comme s'ils ne formaient qu'un seul nombre ; mais il en a plus que cette 
quotité moins le nombre des facteurs. 


\ \/\A/ 
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bre est répété pour former un produit, indique aussi le nombre 
de fois que le diviseur est contenu dans le dividende ; ou, ce 
qui équivaut, Je dividende contient le diviseur autant de foi 
qu'il y a d'unités dans le quotient. Donc si l’on veut former 2 
parts égales dans 8 unités, il faut diviser 8 par 2; le quotient 
4 exprime la grandeur de chaque part. 

Le dividende n'étant autre chose que le produit d'une mul- 
tiplication dont le diviseur et le quotient sont les deux fac- 
teurs, il suit de la définition et des propriétés connues (n? 13 
que, 1°. on ne change pas le quotient lorsqu'on multiplie ox 
qu'on divise par un méme nombre le dividende et le diviseurs 
36 : 9 donne le méme quotient que 72 ; 18 et que 12 : 3. 

2°. Si le dividende et le diviseur sont terminés à droite par 
des zéros, on peut en supprimer à chacun un égal nombze sans 
altérer le quotient : 6000 $ 200, et бо : 2 donnent le méme quo- 
tient Зо. (oy. p. 16.) 

3°, Si l'on multiplie seulement le dividende, le quotient sera 
multiplié par le même nombre; si l’on multiplie le diviseur, 
le quotient sera divisé. Qu'il s’agisse, par exemple, de diviser 24 
par 3, le quotient sera 8, ou 24 : 3—8; mais si l'on double 24, 
ce quotient sera doublé, 48 : 3 — 16; et si l'on double 3, le 
quotient sera réduit à moitié, 24 26 — 4. Enfin 48 : 6 — 8, 
c'est-à-dire que le quotient reste le méme quand on double le 
dividende et le diviseur. 

4°. Lorsqu'on veut exécuter plusieurs divisions successives, 
l'ordre dans lequel on les doit effectuer ess arbitraire ; on peut 
méme n'en faire qu'une seule , en prenant pour diviseur le pro- 
duit de tous les diviseurs. Si l’on veut, par exemple, diviser 24 
par 2, et ensuite le quotient 12 par 3; on obtient 4 pour résultat ; 
mais si l'on eüt divisé par 3 d'abord, et ensuite par 2, ou bien 
si l'on eût divisé 24 par 2 >< З ou б, on aurait obtenu de méme 4. 
Cela résulte de ce que la division par 2 et par 3 revient à sup- 
primer tour à tour les facteurs 2 et 3 dans 24 , qui est le pro- 
duit de 2 x 3 < 4, ou de 3 X 2 x 4. Par la méme raison, 
(699p * (3:5« 2) (bà 3 »«4 1 5. )(6.* a жа. 

16. Le quotient de 35 : 9 est 5, puisque 35 — 7 X5; mais 
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si l'on veut diviser 38 par 7, on déco mposera 38 en 35 + 3, ou 
38 = 7 X 5 4-3; la division ne se fait plus exactement : 35 est 
seulement le plus grand produit de 7 contenu dans 38, et 3 est 
le reste de cette division. 

Si l'on forme tous les produits consécutifs d'un nombre par 
1, 2, 3, ... les résultats sont tous divisibles par ce nombre, 
ou en sont les multiples. C'est ainsi que 35 est multiple de 7, 
ou divisible par 7, tandis que 38 ne l'est point. 

En prenant pour dividende et diviseur deux nombres quel- 
conques, on doit donc dire que le quotient , multiplié par le 
diviseur , donne un produit qui , ajouté au reste , forme le divi- 
dende. Le reste est d'ailleurs moindre que le diviseur, puisque, 
si celui-ci y était encore contenu , le produit du diviseur par le 
quotient ne donnerait pas le plus grand multiple du diviseur 
contenu dans le dividende. 

En multipliant toute l'équation 38 = 7 X 5+3, par un 
nombre tel que 4, on a 152 = 28 X 5 + 12 : le quotient de la 
division de 152 par 28, et celui de 38 par 7, est également 5; 
mais le reste 3 est devenu quadruple. En multipliant le divi- 
seur et le dividende par un méme facteur , le quotient n'est pas 
changé , et le reste est multiplié par ce facteur. 

Soient 34 et 24, deux nombres qui, divisés par 5, donnent 
le méme reste 4, leur différence 10 doit étre multiple de 5, 
саг 34 2-6 Xx 544, 24 =4 X 5 +4, et retranchant ces deux 
équations, on a 10 — 2 >< 5. 

17. La table de Pythagore sert à trouver le quotient, lorsqu'il 
n'est exprimé que par un seul chiffre , aussi bien que le divi- 
seur. Veut-on diviser 35 par 7, par exemple, on descendra, dans 
la colonne verticale du nombre 7 , jusqu'à la case qui contient 35; 
elle répoud à la ligne horizontalequi commence par 5 , en sorte 
que 3522 7 X 5; donc 5 est le facteur ou le quotient cherché. 

Pour diviser 65 par 9, comme on nc trouve pas 65 dans la 
9° colonne , mais63 et 72, on a65= 7 < 9 + 2 : on voit que 7 
est le quotient, et 2 le reste. Il faut se rendre ces divisions très 
familieres , afin de ue pas être obligé de consulter la table de 
Pythagore pour les exécuter. 
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18. Veuons-en aux divisions composées. 

1* cas. Le diviseur n'ayant qu'un seul chiffre. Soit proposé 
de diviser 4o 761 par 7, c'est-à-dire de trouver un nombre 
qui, multiplié par 7, reproduise 4o 761. Si ce nombre était 
connu, on le vérifierait en le multipliant par 7; les unités de- 
vraient donner le produit t ; en retenant les dixaines pour les 
joindre au produit suivant, on trouverait de 
méme 6 aux dixaines; le produit des centaines “in З ШМ 
donnerait 7; enfin celui des mille, 4o. Le quo- 5: 7 
tient n'a point de dixaines de mille, puisque 
10 ооо X 7 donne 70 ооо, qui surpasse До 761. . i4 
Concluons de là que 4o contient le produit de a 
7 par le chiffre des mille du quotient, eten — — 
outre la retenue faite sur les centaines. Le s; 
plus grand multiple de 7 contenu dans 4o est 35 ou 7 fois 5, 
et 4o est compris entre les produits de 7 par 5 et par 6 ; si l'on 
multiplie 7 par 5ooo et par 600o, l'un des produits sera donc 
moindre , et l'autre plus grand que 4o 761 ; ainsi le quotient 
est entre 5000 et 6000, c'est-à-dire que le chiffre des mille est 
5 , donné par le plus grand multiple den contenu dans Цо. En 
retranchant de 4o ce multiple 35, le reste5 est la retenue faite, 
dans la multiplication par 7 , sur les centaines du quotient. Si 
donc on joint à ce reste 5 les autres chiffres 761 du dividende, 
576 sera le produit par 7 des parties inconnues du quotient ; 
et pour trouver celles-ci , il ne s'agira que de diviser 5761 par 
7, question semblable à la proposée, et qui permet le méme 
raisonnement. 

On divisera donc par 7 les centaines 57, ou plutót le plus 
grand multiple de 7 renfermé dans 57 : le quotient 8 sera le 
chiffre des centaines du quotient, qu'on posera à droite du 5 qui 
en est les mille. Observez qu'il est inutile de descendre, près 
du reste 5, toute la partie 761 du dividende, et que, pour fox- 
mer le divideude partiel 57, if suffisait de descendre près du 5 
le chiffre 7 des centaines. En multipliant 8 par 7, et ôtant le 
produit 56 de 57, le reste т est la retenue qui provient des 
dixaines, en sorte que, si l’on joint 61 à ce reste, 161 est le pro- 
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duit par 7 des dixaines et des unités du quotient : pour les ob- 
tenir, il faut donc diviser 161 par 7, et ainsi de suite. Le quo- 
tient demandé est 5823. 

On voit qu'on trouve tour à tour chaque chiffre du quotient, 
en commençant par l'ordre le plus élevé, et qu'il faut sans cesse 
descendre près du reste le chiffre qui suit dans le dividende, 
puis prendre le plus grand multiple du diviseur qui est con- 
tenu dans le nombre ainsi formé. 

Lorsqu'on s'est exercé à ce calcul, on ne tarde pas à recou- 
naître que, dans une opération aussi simple, il est inutile d'é- 
crire chaque produit à soustraire, parce que la soustraction se 
fait de suite. Ainsi, après avoir trouvé que До : 7 donne le chiffre 
5 des mille du quotient, on prend 5 fois 7, et on retranche le 
produit 35 de 4o; le reste 5 s'écrit sous le o du dividende; on 
y joint le 7 des centaines, et on divise 57 par 7 , etc. L’opé- 
ration se réduit alors à la forme que nous lui avons donnée 
ci-contre. Il est méme remarquable qu'on peut e 
encore l'abréger, en n'écrivant pas chaque reste ; m 
pour le joindre au. chiffre qui suit dans le di- 
vidende : par exemple, 4o : 7 donne 5, qu'on a 
écrit sous 4o; le produit 7 fois 5 ou 35, se 
retranche de 4o, et l'on couserve dans la mé- 4, £ 3. 
moire le reste 5, pour le joindre au 7 des cen- 3 1 
taines; 55 : 7 donne 8, qu'on écrit sous les 7 
centaines : 7 X 8 — 56, qui, ôté de 57, donne le reste т; cer, 
joiut au 6 cem "o 16; 16 15 — 2, ete. Ce edi a ks 
forme tres simple que nous avons indiquée ici. 

Voici d'autres exemples de ces divisions. 

э 538 j 2 0942 aw {7 
6369 17 1353 07 

2° cas. Le diviseur ayant plusieurs chiffres. Proposons-nous 
de diviser 1916 par 329. Puisque 329 X 10 == 3290, qui surpasse 
le dividende 1916, le quotient est moindre que 10 : ainsi le 
quotient n'a qu'un seul chiffre ; supposons-le connu, et on le 
trouvera facilement en faisant les produits successifs de 329 par 
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1, 2, 3,... jusqu'à ce que ce produitsoit 1916, ou que la diffé- 
rence avec 1916 soit moindre que 329. Soit 5 ce quotient. 

1916 étant — 329 X 5 + le reste, si l'on. 
multiplie par 5 les unités 9, les dixaines 2 et 
les centaines 3, et qu'on ajoute le reste , on Produit... 1645- 

: MUS эе. Roste... 271 
devra reproduire 1916. Le calcul indiqué ci- тоб 
contre prouve que les centaines 19 du divi- 
dende sont formées, 1?. du produit 15 des centaines 3 du di- 
viseur par le quotient supposé 5; 2°. de la retenue т faite sur les 
dixaines; 3*. dela partie 3 qui provient de l'addition du reste271. 

Il suit de là que, si l'on pouvait óter de 19 ces deux retenues, 
le reste 15 serait le produit exact des centaines 3 du diviseur 
par le chiffre du quotient; et la division de 15 par 3 ferait 
connaître ce chiffre. Mais comme on ne peut ôter de 19 la 
double retenue qu'on ne connait pas d'abord, on divise 19 
par 3, prenant ainsi pour dividende un nombre trop grand: le 
quotient qu'on trouve peut étre fautif; mais il ne peut pécher 
que par excès. Dans notre exemple, 19 : 3donne6; mais comme 
on trouve que 6 X 329 = 1974 > 1916, on reconnait que le 
quotient supposé est trop fort : on essaie 5; et ie produit 5X 329 
est 1645 < 1916; ce qui prouve que 5 n'est pas trop fort, et 
que par conséquent 5 est le quotient cherché. Otant 1645 dc 
1916, on trouve le reste 271. 

Concluons de là que si le quotient est 10, c'est-à-dire n'a 
qu'un seul chiffre, il faut supprimer, à droite du dividende et 
du diviseur, un égal nombre de chiffres, et diviser les parties qui 
restent; le quotient sera celui qu'on cherche, ou le surpassera ; 
la multiplication servira ensuite à le vérifier (*). Voici quel- 


M 


(*) C'est surtout lorsque le deuxième chiffre vers Ja gauche du diviseur 
surpasse 5, que la tentative conduit à poser un quotient trop fort; car, dans 
la multiplication du diviseur par le quotient pour reproduire le dividende, 
le produit du premier chiffre à gauche du diviseur doit étre ajouté aux, 
dixaines qui ont été retenues. Pour 1435 : 287, par exemple, si l'on dit 14: 2 
donne 7; cc 7 sera trop grand , attendu qu'en multipliant 287 par 7 , le pro- 
duit 2 x 7 des centaines devrait être accru de la retenue 6, provenant de 
87 x 7. Maie si l'on suppose 5 pour quotient, comme 87 x 5 donne 4 à re 
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ques exemples de ce calcul. Dans le 1°, on divise 72 par 8, 
maïs ontrouve, par la multiplication, que le quo tient9 est a 
fort, et on le réduit à 8. 


386 78 76 
Produit. qe: A 29) бб (Es 742 sa CEA (27 26% 


Reste... 5 368 | Quotient 85 121 Emm 


Proposons nous maintenant de diviser 191 687 par 329. Je 
sépare vers la gauche du dividende la partie 1916, qui soit assez 
grande pour contenir le diviseur 329; je fais la division de 1916 
par 329, en suivant la règle pos le quotient est 5, don- 
nant le produit 1645 et le reste 271; j'é- 


cris ces nombres ainsi qu'on le voit ci- Pad { 329 
contre : ce nombre 5 est le premier chiffre дег Reste.. 218 359 
du quotient, et désigne les centaines, ou 2632 


боо, attendu que 1916 exprime aussi des омад: е1 
centaines. En effet, puisque 1916 est com- 3°Reste. Tog 

pris entre 5 et 6 fois le diviseur 320, cette 

partie 1916 étant des centaines , le dividende proposé est lui- 
méme compris entre 5oo et 600 fois 329 (n°13, 3°.); donc le 
quotient cherché est composé de боо + des dixaines et des 
unités, qu'il s'agit maintenant de trouver. 


tenir, et que 14 — 4 divisé par 2 donne en effet 5, il est clair que 5 est le 
quotient cherché. 
1435 


Observez que, si l'on remplace 287 par 300, le quotient оо sera trop faible, 


puisque, ayant augmenté le diviseur, il est contenu moins de fois dans le 
dividende 1435. Si l'on veut éviter de longues tentatives , quand le deuxième 
chiffre vers la gauche du diviseur surpassera 5, on ajoutera 1 au premier chif- 
Jre, pour obtenir le quotient supposé; mais lorsque ensuite on voudra véri- 
fier ce quotient par la multiplication , il faudra rétablir le diviseur tel qu'il 
était. L'erreur, s'il y en a, consiste alors à donner un chiffre trop faible 
pour quotient; et cette erreur est manifestée par un reste qui surpasse le di- 
viseur. Dans le cas que nous considérons dans cette note, il y a quelquefois 
de l'avantage à doubler, ou tripler,... le dividende et le diviseur , afin d'ame- 
ner le deuxième chiffre de celui-ci à être < 5. Le quotient n'est point altéré 
par ce caleul (n? 15, 19.) 
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Enretranchant du dividende le produit de 329 par 500, partie 
connue du quotient, c'est-à-dire en ôtant 1645 de 1916, et joi- 
gnant au reste 271 la partie 87 qu'on avait séparée, il cst clair 
que le reste 27187 est le produit de 239 par les dixaines et les 
unités inconnues du quotient, plus le reste : d’où il suit que, si 
l'on divise 27187 par 329, on devra obtenir au quotient ces 
dixaines et ces unités. 

A cette question, semblable à la proposée , le méme raison- 
nement s'applique, et l'on est conduit à la méme conséquence. 
Séparons donc le premier chiffre à droite 7, c’est-à-dire descen- 
dons seulement le 8 à la droite du premier reste 271, ce qui 
donnera 2718 à diviser par 329 : le quotient 8 est, par la méme 
raison que ci-dessus, le chiffre des dixaines ; du dividende partiel 
2718, ôtant le produit 329 X 8 == 2632, le reste 86 provient du 
produit de 329 par les unités, plus l'excés du dividende total 
sur un multiple exact. Enfin, si l'on divise 867 par 329, on 
obtient les unités 2, et le reste 209. C'est le méme calcul qui 
se reproduit sans cesse, et qui donne tour à tour les divers 
chiffres du quotient, en vertu d'un raisonnement qui diffère 
peu de celui qu'on a fait dans le cas où le quotient n'a qu'un 
seul chiffre. 

Donc, pour faire une division, il faut séparer, vers la gauche 
du dividende, les chiffres nécessaires pour contenir le diviseur, 
diviser cette partie par le diviseur; le quotient n'aura qu'un 
seul chiffre, qui sera le premier des chiffres à gauche du quo— 
tient cherché, et son ordre sera le méme que celui des unités du 
dividende partiel. On multipliera ce quotient par le diviseur ; 
on retranchera le produit du dividende partiel; à la droite du 
reste , on descendra le chiffre suivant dans le dividende pro- 
posé, et on recommencera la méme opération, qui donnera de 
second chiffre du quotient, de méme ordre que le chiffre des- 
cendu. On continuera ce calcul jusqu'à ce que tous les chiffres 
du dividende soient épuisés. 

Si l'uu des dividendes partiels ue contient pas le diviscur, il 
nc faudra pas oublier de mettre un zéro au quotient; puis on 
descendra un second chiffre du dividende. 
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Au lieu d'écrire chaque produit et de soustraire, il est plus 
court d'effectuer à la fois la multiplication et la soustraction. 
Par exemple, lorsqu'il a fallu multiplier 329 par 5 et ôter de 
1916, voici comment on a pu opérer : 5 X 9 — 45 unités, qu'on 
ne peut ôter des 6 unités du dividende 1916; mais ajoutez 4 
dixaines à себ, et dites (6 —45-1, que vous poserez sous 6. 
Comme 1916 aura par là été augmenté de 4o , pour ne pas al- 
térer la différence cherchée , il faudra de méme ajouter 4o au 
nombre à soustraire, c'est-à-dire retenir 4 dixaines, qu'on join- 
dra au produit suivant 2 >< 5— 10; on a donc 14 à ôter de 
1 dixaine; on dit de 21 êtez 14 , il reste 7 , qu'on écrit sous 1, 
eton retient les deux dixaines ajoutées ; enfin 5 >< 3 4-2==17, 
19 — 17-2; et on a le premier reste 271. 

De méme, pour ôter de 2718 le produit 329 X 8, on dira 
8 >< 9272 ; ajoutant уо aux unités 8, on a 78 — 72—6, qu'on 
pose aux unités, et on retient 7. Ensuite 2 X 8 4-7 = 23 , ótés 
de 1, ou plutót de 31, il reste 8, qu'on écrit 
sous 1, en retenant 3; enfin, 3 X 84- 3— 27, 1916.85 39 
ótés dé 27, il reste o, qu'il est inutile d’é- 7 65 ЕД 
erire, etc. L'opération prend alors la forme ? "9 Reste. 
abrégée que nous lui avons donnéc ici (5). 


Voici quelques exemples de division. 


mar m 8369 336; uad { 
1 864 121 
338 7 ? 7) 
3 986 Roste. ... ^ 
Reste. s.. . 3 986 
82394568708. 8247685671 us de 
збо À 99 I 
Reste, , 7% [7 ; E ? 
э 524 
Reste. . af 
00200.03: ( 6856 n.85 f 2568 
prc o3 (Te Ч pn By f m 
S 2847 qu noa 
еме... 112 735 d - 
Reste.. 443 


(*) Ce gerire de calcul sert aussi à vérifier chaque chiffre du quotient : on 
fait alors l'opération ci-dessus, en procédant en sens contraire, c'est-à-dire 
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19. Nous ferons observer que, 1°. la division est la seule des 
quatre règles qui commence par la gauche. 

?*. Lorsqu'on a trouvé combien de foisun dividende partiei 
contient le diviseur, ce chiffre est toujours précisément celui 
qu'on doit mettre au quotient. Cependant comme pour trouver 
ce nombre de fois, le procédé indiqué, p. 24, consiste à réduire 
le diviseur à son premier chiffre à gauche, il se peut que cette 
opération donne en effet un chiffre trop fort : inais l'erreur est 
dans ce procédé et non dans le principe; cav une fois qu'on a 
obtenu le quotient de cette division partielle, on est assuré que 
ce chiffre est juste celui du quotient cherché. 

3°. Chaque chiffre qu'on descend en donne un au quotient; 
l'un et l'autre sont de méme ordre, en sorte qu'on peut toujours 


de gauche à droite; et si quelque soustraction est impossible, à plus forte 
raison le sera-t-elle en commençant par la droite, puisque les produits à re- 


E ded 19:6. Д Е 4 
trancher sont augmentés des retenues. Ainsi, pour 25" ona 2 , et il s'agit 
р; 


d'éprouver le 6 qu'on obtient, c'est-à-dire de s'assurer si le produit 328 x 6 
est < 1916, cas où le chiffre 6 n'est pas trop fort. Commençons la multipli- 
cation par les centaines, on dira 3 x 6= 18; de 19, il reste 1, qui, joint au 
chiffre suivant 1, donne 11 dixaines; d’où l'on ne peut ôter le produit des 
dixaines 6 x 2 ou 12; ainsi le6 est trop fort, et on doit essayer 5. 

Observons que, dans toute multiplication , chacune des retenues ne peut 
excéder le multiplicateur qu'on éprouve : s’il est 5, il faudrait que l'autre 
facteur fût au moins 10, pour que le produit surpassât 5o. Donc , si en fai- 
sant l'épreuve, comme on vient de le dire, on trouve quelqu'un des restes 
au moins égal au quotient éprouvé, on est assuré que, lorsqu'on fera l'opération 
de droite à gauche, et qu'on arrivera à ce méme reste, la soustraction sera 
25 
3 
donne 8, qu'on reconnaítra être trop fort : il faudra donc éprouver 7; ce 
qu'on fera ainsi qu'il suit : 3 X 7 —21; de 25, il reste 4, qu'on joint au 6 
des centaines de 25643; on a 46; puis 7 x 5— 35; 46 — 35 donne un reste > 7; 
ninsi7 est le quotient Me ov général, l'épreuve doit étre poussée jusqu'à 
une soustraction impossible, ou jusqu'à un reste au moins égal au chiffre 
éprouvé. Si le 1€" cas arrive, ce chiffre est trop fort; dans le 2° au contraire 
il ne l'est pas. Il est rare qu'on soit forcé, pour vérifier un chiffre, de pousser 
le calcul jusqu'aux unités , et le plus souvent, on reconnait s'il est bon dés la 
seconde soustraction 


: T : 25643 4 
possible, ainsi que toutes les suivantes. Par exemple , pour NC on dira 
2 
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désigner à priori la quantité de chiffres du quotient, et indi- 
quer l'ordre de chacun. 

4°. Tout quotient partiel ne peut excéder 9, qui est le plus 


' 
ы QU э, 170 Mur 
grand nombre d'un seul chiffre. Ainsi , pour ag" on dira, il est 


vrai, en 17, combien de fois 1? inais, loin de mettre 17 au pro- 
duit, il ne faut éprouver que 9, encore ce chiffre est-il trop 
fort ici ; le quotieut n'est que 8, qu'on aurait obtenu de suite en 


7 17 н 1 T 
disant —, au lieu de 7 ; c’est ce que prescrit la note, page 25. 
2 


5°. Pour éviter les erreurs, il conviendra de marquer d'un 
point chaque chiffre du dividende, à mesure qu'on l'aura des- 
cendu. 


Décomposition en facteurs premiers. Propriétés des 
diviseurs communs à plusieurs nombres. 


20. On dit qu'un nombre est premier, lorsqu'il n'est exacte- 
ment divisible que par lui-même et l'unité : tels sont 7, 11, 2, 1. 
Deux nombres qui, tels que 21 et 40, n'ont d'autre diviseur 
commun que l'unité, sont dits premiers entre eux 

21. Lorsqu'un nombre est divisible par un autre, tous les 
multiples du premier sont aussi divisibles par le second. Si 18 
est multiple de 2, 3 >< 18, qui revient à 18 + 18 + 18, est di- 
visible par 2, puisque chaque partie est multiple de 2. 

22 Supposons qu'aprés avoir obtenu le produit de 32 par 
157, on divise ces trois nombres par un autre quelconque, tel 
que 9, examinons ce qui arrivera (*) : 32 étant décomposé en 


(*) Si l'on divise deux facteurs entiers F et F par un 
nombre quelconque n, ils recevront la forme ci-contre, 
$ et q étant les quotiens entiers, r et г! les restes. En F=qn +r 


E Fagner 
examinant les termes du produit FF’, on reconnaît qu'ils FF mE S 
contiennent tous le facteur n, r:” excepté. Donc, en divi- ү, ali py 
FEE nr б. ——— 
sant le produit раг n, on voit que — — — doivent 


donner le méme reste. 
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9X 34-5, si l'on multiplie par 157, la premiere partie sera 
un multiplie de 9 ; et le produit proposé étant divisé par 9, doit 
donner le méme reste que 5 >< 157. Mais de méme t5; se dé- 
compose en 9 X 17 + 4; multipliant par 5 et divisant par 9, 
le reste dont il s'agit est le méme que celui de 4 x 5 ; ainsi le 
reste de la division d'un produit est leméme que celui que donne 
le produit des restes des deux facteurs. 

28. Avant de nous occuper de la recherche des diviseurs des 
nombres , problème d'une grande importance, proposons-nous 
de trouver le plus grand nombre qui puisse diviser exactement 
deux nombres donnés, tels que 312 et 132 ; c'est ce qu’on ap- 
pelle leur plus grand commun diviseur. 

Observons que si 132 divisait exactement 312, 132 serait le 
plus grand commun diviseur de ces nombres , puisque 132 ne 
peut être divisible par un nombre plus grand que lui-même. 
On essaiera donc cette division, 312 : 132; mais on trouve le 
quotient 2 , et le reste 48, savoir, 


312 = 2 X 132 + 48. 


Divisons toute cette équation par un nombre quelconque 3 qui 
divise exactement 312 et 132; ce nombre 3 divisera aussi 
2% 132 (n? 21); 48 doit donc être aussi divisible par 3, puis- 
que le quotient 48:3, ajouté à celui de 2 X 132, doit 
donner pour somme le quotient de 312 : 3, et que ces deux 
derniers quotiens sont entiers. Concluons de là que tout divi 
seur commun à deux nombres, divise aussi le reste de la divi- 
sion de l'un par l'autre. 

Maintenant, supposons que 12 soitleplus grand diviseur com- 
mun ci-dessus cherché, et divisons toute l'équation par 12;nous 
aurons 26 2» X 11-} 4. Or les quotiens 26 et 11, doivent être 
premiers entre eux, puisque, sans cela , 12 пе serait pas le plus 
grand diviseur de 312 et 132. De méme tı et 4 ne peuvent 
avoir de diviseur commun, puisque се nombre devrait aussi 
diviser 26, savoir, 26 et r1, contre cé qu'on vient de dire. 
Ainsi 12 est à la fois le plus grand diviseur commun de 312 
et 132, et aussi de 132 et 48. D'où l'on voit que la questiou 
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se réduit à chercher le plus grand diviseur commun de 132 et 
48, problème plus simple, puisque 48 < 312. 

En raisonnant de même sur 48 et 132, on prouvera qu'il 
faut diviser 132 par 48; que si la division se faisait exacte- 
ment, 48 serait le plus grand diviseur commun cherché; et 
que, comine on trouve 36 pour reste, ce diviseur est le méme 
que celuiyde 48 et 36. 

Divisant 48 par 36, on verra que le 

plus grand commun diviseur demandé з, a | 48 | 36 | 1a 
est celui de 36 et 12 (reste de la divi- TL 2 | = | 
sion de 48 par 36) ; enfin i2 divisant 

36, c'est 12 qui est le plus grand diviseur commun de 312 et 
132. On donne au calcul la disposition ci-contre; oà chaque 
reste est écrit à la droite du diviseur, pour qu'il occupe {а 
place convenable à la division subséquente. 

Donc pour trouver le plus grand diviseur commun de deux 
nombres , divisez l'un par l'autre; divisez ensuite le diviscur 
par le reste, et continuez de méme à prendre chaque reste pour 
diviseur du reste précédent, jusqu'à ce que vous trouviez un 
quotient exact; ce quotient sera le plus grand diviseur com- 
mun cherché. 


E 4 


Voici encore deux opérations de ce genre, l'une pour 2961 
et 799; l'autre pour 115 et 69; les plus grands diviseurs com- 
muns sont 47 et 23. 


эб бнз ie "|| | 23 

24. Remarquez que, 1? les restes étant sans cesse décrois- 
sans, On doit arriver à un diviseur exact, ne füt-ce que 
l'unité : quand le plus grand commun diviseur est un, les 
deux nombres proposes sont premiers entre eux. C'est ce qui 
arrive pour 5o et 21. Il est fácheux de ue pouvoir reconnaître 
ce cas à priori, puisqu'on a fait tous les frais d'un calcul 
inutile. 

2° Le plus grand commun diviseur de deux nombres devant 
diviser tous les restes successifs qu'on trouve dans l'opération , 
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si l'un de ces restes est un nombre premier qui ne divise pas 
le reste précédent , on est assuré que le calcul doit se terminer 
par l'unité , seul diviseur des nombres proposés. Par exemple, 
pour 824 et 319, on arrive au nombre premier 53 qui ne di- 
vise pas 133 : il est inutile de pousser plus loin le calcul pour 
conclure que l'unité est le seul diviseur commun. 


824 | 319 | | 186. 26 08 133 5 nombre premier. " 
2 
3°. Le raisonnement précédent prouve aussi que tout di- 
viseur de 312 et 132 , tel que 3, divise aussi 48, puis 36 et 
12, c'est-à-dire tous les restes successifs de l'opération : en 
sorte que tous les diviseurs de 12 doivent aussi diviser 312 et 
132, et sont les seuls qui jouissent de cette propriété, savoir, 
1, 2, 3, 4, 6 et 12. Donc tout diviseur de deux nombres divise 
leur plus grand commun diviseur ; et pour obtenir tous les fac- 
teurs communs à deux nombres , il ne faut que chercher les 
facteurs de leur plus grand commun diviseur. 
4°. Si, dans le cours des calculs, on reconnait qu'un nom- 
bre divise deux restes successifs, on supprimera ce facteur 
dans le dividende et le diviseur, et on continuera l'opération; 
lorsqu'on aura trouvé le diviseur commun, il faudra le multi- 
plier par le facteur supprimé. C'est ainsi que 4530 et 3570 sont 
multiples de ro; prenant donc 483 et 357, on fait la division, 
et on a le reste 126, qui, ainsi que 357, est divisible par 3: 
ôtant ce facteur 3, on opère sur 119 et 47, dont le commun 
diviseur est 7 ; ainsi celui de 4830 et 3570 est 105<3><7==210. 
Mais si l'on reconnait que l'un des restes a un facteur pre- 
mier qui ne divise pas le reste précédent, on peut le suppri- 
mer, sans que le diviseur commun soit changé. En cherchant 
(р. 31) le plus grand commun diviseur de 2961 et 799, on 
voit que le reste 564 est multiple de 12 = 3 X 4 : d'ailleurs le 
diviseur 799 n'est divisible ni par 3, ni par 2; supprimant ce 
facteur 12, 564 est remplacé par 47; on trouve le quotient 
exact 17, ainsi 47 est le plus grand commun diviseur cherché. 
Cela résulte de ce qui a été dit (39). 
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25. Si le produit de deux facteurs est divisible par un nom- 
bre qui soit premier avec l'un d'eux , ce nombre doit diviser 
l'autre facteur. Par exemple, 56 X 45, ou 2520 , est divisible 
par 15 qui est premier avec 56; je dis que 15 doit diviser 45; 
car 15 divise visiblement 15 X 45, et aussi 56 X 45 (par hy- 
pothèse ); donc 15 doit diviser le plus grand commun diviseur 
(25, 3°) qui est 45, puisque 56 et 15 n'ont que 1 pour fac- 
teur commun. 

1°. Deux facteurs moindres qu'un nombre premier, ne peu- 
vent donner un produit divisible par ce nombre. 

2*. Le produit de deux nombres premiers ne peut admettre 
d'autres diviseurs que ces mémes nombres, outre l'unité et le 
produit méme. 

3°. Plusieurs facteurs 5 >< 8 X 9 >< 11 ne peuvent former 
un produit divisible par un nombre premier 3 , qu'autant que 
l'un des facteurs au moins est divisible par 3. 

4°. Si un produit est divisible par un nombre non premier, il 
faut qu'on retrouve tous les facteurs de ce dernier parmi ceux 
qui constituent les nombres multipliés. Ainsi 10 X 70 est divi- 
sible par 28, attendu que 28 —2 x 2 x 7; que le premier fac- 
teur 2 se trouve dans 10 —2 X 5; et le second 2, ainsi que 7, 
dans 70 —2 X 7 X 5 : le quotient est 5»« 5. Mais si quelqu'un 
des facteurs du diviseur manquait, la division du produit Serait 
impossible exactement. Donc, si plusieurs facteurs sont pre- 
miers avec un nombre quelconque , le produit l'est aussi ; et si 
ces facteurs sont premiers entre eux, et qu'un nombre soit 
divisible par chacun d'eux, il le sera aussi par leur produit , et 
par les produits qu'on forme en combinant ccs facteurs 2 à 2, 
ЗАЗ 

26. Il n'y a qu'un seul système de facteurs premiers , capable 
de produire un nombre donné. Par exemple , 360222?5«3* >< 5 
ne peut être produit par d'autres facteurs premiers, tels que 
72<112<2; car on aurait 2°X 32 X 5255€ 11><2, et il 
s'ensuivrait que le premier membre serait multiple de 75 
contre ce qu'on a vu (4?.). Onnepeut donc admettre pour 360, 


que les facteurs premiers 2, 3 , et 5, etil reste à faire voir qu'on 
LT 3 
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ne peut leur donner qu'un système d’exposans; qu'on n'a pas, 
par exemple, 360 = 2 >< 3° >< 5°. En effet, il en résulterait 
23, 3°, 5 = 2. 33, Ba ou, en supprimant les facteurs comniuns, 
23223» 5, ce qui est absurde (4?.). 

Si deux nombres, tels que 7 et 11, sont premiers entre 
сих, deux puissances quelconques de 7 et 11, telles que 7? et 11, 
sont aussi premières entre elles; puisque, si elles avaient un 
facteur commun, il le serait aussi de 7 et de 11, 

Soit un cube exact, tel que 8000 2-20? : si l'on décompo:e 
20 en 4 X 5, 8000 sera le cube de 4 X 5; mais, comme la 
multiplication permet d'intervertir l'ordre des facteurs, on a 
8000—4?»«5*. On voit donc que chaque facteur se trouve élevé 
au cuhe. On peut en dire autant de toute puissance, quels que 
soient les facteurs. Donc, si un nombre est une puissance exacte, 
en le décomposant en facteurs premiers, chacun doit étre affecté 
d'un exposant multiple de la puissance. 


27. Pour décomposer un nombre en ses facteurs premiers, 
on le divisera d'abord par 2 , autant de fois successives que cela 
sera possible, et le nombre proposé sera le produit d'une puis- 
sance de 2 par un quotient connu, non divisible par 2. On es- 
saiera de méme la division de ce quotient par 3, autant de fois 
qu'il se pourra, et il sera le produit d'une puissance de 3 par 
un nouveau quotient connu, non divisible par 3. On continuera 
de méme à éprouver si la division est possible par tous les 
nombres premiers consécutifs 5, 7, 11, 13..... Le nombre 
proposé sera le produit de ces divers nombres premiers, chacun 
élevé à une puissance marquée par le nombre des divisions qu'il 
a effectuées. 

Par exemple, pour 360, on divisera par 2, 


puis le quotient 180 par 2, enfin go par 2; xd Е |: 

comme le troisième quotient 45 n'est plus "А A 35 |5 

divisible par 2, on a 36o = 2? >< 45. On di- 15 |3 217 
515 


visera 45 par 3; оп aura 45 = 3! >< 5, d’où 
360— 2° >< 3° X 5. La décomposition est ici 
terminée, parce que 5 est un nombre premier. On donne or- 


FACTEURS DES NOMBRES. 55 
dinairement au calcul la disposition ci-contre, afin de mieux 
voir la série des facteurs. 

On trouve de même que 210—252 < 3 >< 5X T 

Ce procédé conduit au but par un nombre limité d'essais. On 
sait d'ailleurs que la résolution en facteurs ne peut produire 
qu'un seul résultat ( 26). 

La table qu'on trouve à la fin de l’arithmétique, peut faci - 
liter cette opération. 

Ce procédé donne aussi le plus grand couunun diviscur de 
deux nombres; car en décomposant ces nombres en leurs fac- 
teurs premiers, ce diviseur est le produit de tous ccux de ces 
facteurs qui sont communs, chacun avec le plus petit exposant 
dont il se trouve affecté dans l'un et l’autre. Ainsi 


J3ài2zz2'xX3xX1i3, 132==2' м 3 < 11; 


le plus grand commun diviseur esi 2? < 3—12, comme p. 31, 

28. Il arrive quelquefois que les essais qu'on tente ne réus- 
sissent point, et qu'on ne trouve aucun diviseur exact, soit du 
nombre proposé, soit de l'un des quotiens auxquels on est con- 
duit; alors cc nombre, ou ce quotient, est premier , ct on ne 
peut en opérer la décomposition en facteurs. Mais on doit re- 
marquer que ces tentatives inutiles de division ne doivent être 
poussées que jusqu'à la racine carrée du nombre qu'on veus 
diviser. En effet, puisque ce nombre est le produit de sa racine 
par elle-même, et qu'on ne peut faire croître l'un des facteurs 
sans que l'autre décroisse, pour que le produit reste le méme (13), 
on voit que si ce dividende a l'un de ses facteurs plus grand que 
la racine, l'autre facteur doit être moindre; en sorte qu'un 


(*) Soient х, 8, у. .., les nombres de fois qu'on a pu diviser un nombre № 


É 


à 
х tà 


par les nombres premiers a, b, с....; опа N= a^ xb 
divisible ( n° 35) que par les divers termes du produit 


X ... N n'est 


(14-24-23... he) X [1b bte +°) х (iyce +) x 
le nombre des termes du produit, ou la quotité des diviseurs de N, est 


14и) 175-06) (1 + 


» 
"I 
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nombre ne peut étre divisible par une quantité qui surpasse яа 
racine carrée, à moins qu'il ne le soit aussi par une quautité 
moindre que cette racine, Or, quoiqu'on n'ait essayé que des di- 
viseurs premiers, on est sür que d'autres nombres non premiers 
ne pourraient diviser (n? 25, 4°.) ; ainsi l'on a par là reconnu 
qu'il n'existe pas de diviseur moindre que la racine du divi- 
dende : il n'y en a douc pas non plus qui surpasse cette racine. 

Par exemple, 127 n'est divisible ni par 2, 3, 5, 2, ni 11, à 
plus forte raison par 4, 6, 8, 9 et 10; etcomme y 127 est entre 
11 et 12, on est assuré que 127 est un nombre premier. 

1524 est divisible par 3 et 4, et on a 1524 = 2*5« 3 X 127: 
on voit ensuite que 5, 7, 11, ne divisent pas 127. Sans pousser 
plus loin les tentatives, on reconnait que 127 est premier , et 
la décomposition de 1524 est terminée. 

29. Cherchons maintenant tous les diviseurs d'un nombre 
donné. On le décomposera en facteurs premiers, et l'on sait 
(n? 27) que si l'on affecte quelques- uns de ces facteurs 
d'un exposant quelconque, égal au plus à ceux dont ils sont 
affectés dans le nombre proposé, on aura un diviseur de ce 
nombre; et qu'il faut effectuer toutes les combinaisons possi- 
bles de cette espèce pour être assuré de n'avoir omis aucun di- 
viseur. Voici un moyen de n'oublier aucune de ces combinai- 
sons : reprenons l'équation 360 = 2* >< 3* >< 5; avec 2° on 
formera la suite т, 2, 2°, 2? ; avec 3° on formera 1, 3, 3° ; enfin, 
5 donnera 1, 5. D'abord chacun de ces termes est diviseur de 360: 
en outre si l'on multiplie tous les nombres de la première suite 
par tous ceux de la deuxième, et le résultat par tous ceux de la 
troisieme, on aura visiblement toutes les combinaisons; on 
sera donc assuré d'avoir tous les diviseurs cherchés, qui sont 


г, 2, 3. 6, 5, 0, 8, 9, 16, ца, 15, 18, 20, 203930, 36, 
фо, 45, Go, 72, go, 120, 1%, 360. 


Pour210 — 2 X 3 X 5 X 7, on forinera le produit de 1 et 2, 
par 1 et 3, par 1 et 5, et par.r et 7; et on aura 


с, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 10, 15, 35, 3o, 35, 42, se 105, їю 
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Pour 67537, 5°, formez (14-34-94-27) X (1454-25), d'où 


1, 3, 5, д, 15, 25, 27, 45, 75, 135, 225, 655. 


3o. Puisque le plus grand commun diviseur de deux nombres 
doit diviser tous les vestes donnés par l'opération indiquée, 
cherchons les quotiens successifs de ces divisions, Reprencus 
l'exemple de 2961 et 799; p- 31; 
et cherchons оен f NL bles а V 
est contenu de fois dans la { D Es De -{-®- 
série des diviseurs. П est g} ' 
d'abord visible qu'il est 1 
fois dans 47, et 2 fois dans 94; on posera 1 sous 47 et a sous 


^ = ^ 
91. Оп а 235 = 2 >< oí + 47, d'où 235 = 2 x 91 n 


#9. 47. ML uin 
=2X2—+ 1, ou 5, qu'on écrira sous 235. Ce chiffre 5 a été 
obtenu en multipliant entre eux les deux chiffres écrits sous 
94, et ajoutant au produit le 1 qui est à droite dans la der- 
nièré ligne. De méme, pour obtenir le quotient de 564 par 


17 12 5 2 3 


T» on a 56f =з X 2354 9f Фой а 54a 12, 


qu'on posera sous 564. On continuera à multiplier entre eux 
les deux chiffres écrits sous 564, et à ajouter le chiffre à droite. 
Voici la série des calculs à partir du chiffre 5. 


3X*241—5,235x5--23-1. 
1X 12H 5 = 17, 3 x 19 + 12 = 63. 


Ce calcul, auquel nous trouverons par la suite (n° 595) 
une grande utilité, peut ici nous servir à composer deux nom- 
bres pour lesquels on donne le commun diviseur, le nombre 
de divisions nécessaires pour le trouver, et les quotiens succes- 
sifs. Après avoir écrit ces quotiens formant la deuxième ligne, 
on en déduira la troisième ligne par le calcul ci-dessus; enfin 
prenant les deux plus grands résultats, on les multipliera pac 
le facteur commun proposé. 

Voici encore deux exemples, lun pour 115 et 69, dont le 
commun diviseur est 23 qu'ils contiennent 5 et З fois; l’autre 
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pour 3085 et до, qui contiennent 615 et 182 fois le divi- 
seur 5. 


CE Nu | AUAM Tor i 


3r. Pour obtenir le plus grand commun diviseur entre les 
quatre nombres 150, 9o, 4o ct 200, on trouvera d'abord celui 
de т5о et go, qui est Зо; le nombre cherché est donc déjà un 
des facteurs de 30; puis on trouvera le plus grand commun di- 
viseur de 3o et 4o, qui est 10 ; enfin celui de 10 et 200, qui 
est 10 : c'est le nombre cherché. Les quatre nombres proposés 
n'ont donc d'autres diviseurs communs que 1, 2, 5 et ro. Ce 
procédé s'applique à tant de nombres qu'on voudra. 

32. Étant donnés plusieurs nombres , tels que 2, 3, 4,6,8 
et 12, cherchons le plus petit nombre divisible par chacun. Il 
est d'abord clair que, puisque 2, 3, 4 et 6 sont contenus exac- 
tement dans 8 ou r2, tout nombre divisible par ces deux der- 
mers, le scra nécessairement par les autres, auxquels il est 
par conséquent inutile d'avoir égard. En composant un nombre 
qui renferme tous les facteurs de8 et 12, on est assuvé qu'il 
est divisible par tous les nombres donnés ; et si, en outre, il ne 
contient que les facieurs de 8 et 12, il est le plus petit divi- 
dende demandé. Ainsi, ou a 23 >< 3, ou 24, pour le nombre 
cherché. On voit donc que, pour obtenir le plus petit nombre 
divisible par des quantités données, après avoir supprimé celles 
quidivisentexactement les autres „оп ne s'occupera que de celles- 
ci, qu'on décomposera en leurs fucteurs premiers. Le nombre 
cherché sera formé du produit de tous ces facteurs, chacun élevé 
à la puissance la plus haute qui l'affecte dans ces divers ré~ 
sultats. 

De méme pour 2, 3, 5, 10, 15, 8, 24, 12 et 6, comme 
2,3, 6, 8et 12 divisent 24, et qug 5 divise год on n'aura 
égard ^et 10, 15 et 24, ou 2 5, 3x5 M 2* »« 3; le plus 
petit dividende cherché cst donc 2' Xx 372« 5 — 120. 
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Des Conditions pour qu'un nombre soit divisible 
par 2, Seb, 7h. 


33. On dit qu'un nombre est pair, quand il est divisible par 2. 
Soit un nombre quelconque, tel que 476; on le décompose cu 
dixaines et unités, savoir, 470 4- 6 ==47 X 10 + 6 : la première 
partie 47 X 10 est divisible par 2 ; il faut donc que la seconde 
lesoit, pour que le nombre proposé soit un inultiple de 2. Ainsi 
tout nombre terminé par un chiffre pair jouit seul de la pro- 
priété d'étre pair, ou divisible par 2. 

En décomposant le nombre en deux parties, dont l'une soit 
formée des 2 , 3,... derniers chiffres, on voit de même que, 
pour qu'il soit divisible par 4 , il faut que les deux derniers chif- 
fres fassent un multiple de 4 ; pour qu'il le soit par 8, que les 
trois derniers fassent un multiple de 8, etc. 

De méme, un nombre n'est multiple de 5 qu'autant qu'il est 
terminé par o ou 5. ll n’est divisible par то, que lorsqu'il l'est 
par 2 et par 5, c'est-à-dire lorsqu'il est terminé par un zéro. 
On trouverait aussi les conditions de la divisibilité par 25, 
бо, etc. 

34. Un nombre, tel que 27542, revient à..... ке р УХ 
2.1 4-4. 104-5. 10* 4- .... : pour trouver lc reste de la diis 
sion par un autre nombre, tel que 7, divisons 1, 10, 10*,10*... , 
par 7. Le reste de 1 est 1, celui de 16 cst 3; celui de 100, ou 
to?, est le carré de 3 (voy. n? 22), ou plutôt g— 7= 2. De 
méme celui de 10?, ou 10° >< 10, est 2 X 3, ou 6; celui de 10 
est 6 X 32218, ou 18 — 14 = 4, еіс. En multipliant chaque 
reste par 3, et ôtant 7, s'il est possible, on aura donc ainsi les 
restes successifs 1, 3, 2, 6, 4, 5, dela division par 7, des nom- 
bres t , то, 10°, 10?, rofet 10) ; mais arrivé à тоб, le reste est 
55«3— 15, ou plutôt 15 — 14 = 1. Une fois qu'on retrouve 
le reste т, c'est une conséquence du calcul même qui conduit 
à ces résultats consécutifs, qu'on les verra se reproduire pério- 
diquement, en sorte qu’en poussant indéfiniment les divisions 
par 7 des puissances successives de 10, on retrouvera toujours 
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ces restes dans le méme ordre. Les nombres (1, 3, 2 ,6,4, 5) 
qui se reproduisent continuellement, sont ce qu'on nomme la 
Période. Le reste de 10% est le même que celui de 10°, de 
10'5, тоё, 10°, en ôtant les multiples de 6 compris dans 26, 
attendu que la période a 6 termes; ce reste est 2, Celui de 105 
est le méme que pour 19', ou 3. d 

On pouvait d'avance étre assuré de l'existence de cette pé- 
riode ; car les restes de ces divisions par 7 étant < 7, il ne doit 
au plus y avoir que ces six restes 1,2, 3, 4, 5, 6, qui viennent 
seulement dans un ordre différent de celui-ci з on est certain de 
ne pas trouver zéro (n? 25), la division ne pouvant être exacte. 
Il s'ensuit donc qu'on doit, aprés six divisions au plus, retom- 
ber sur l'un des restes obtenus ; alors la période recommence, 
puisqu'il faut reproduire les mêmes multiplications. OF si 10'? 
et то! donnent le même reste, la différence ro'? — 10'* ou 
10'* (105— 1) est multiple de 7 (n? 16) ; et comme 10'? n'a aucun 
facteur commun avec 7 , il faut (n° 25, 4°.) que 165-1 soit 
divisible par 7, c'est-à-dire que тоб : 7 donne т pour reste, 
1* terme de la période. Et puisque tout autre diviseur que 7 
qui serait premier avec 10, conduit à la méme conséquence, 
on voit que quel que soit le diviseur premier avec 10 de la 
suite indéfinie 1, 10, 10°, 10)... . les restes successifs forme- 
ront toujours une période , dont les termes seront en nombre 
moindre que ce diviseur n'a d'unités; la période commence au 
premier reste un (*). 

19. Prenons 9 pour diviseur , le reste de 10 : 9 est 1; donc 
la période est lé scul chiffre 1 ; c'est-à-dire que toute puissance 


de 10, divisée par 9, donne le reste i. On peut en conclure 


(*) Quand la quotité des termes dela période d'un diviseur premier n'est 
pas précisément ce diviseur moins un, elle est partie aliquote de ce nombro. 
C'est ainsi que, pour 13, la période n'a pas 12 termes, mais seulement 6, et 
6 divise 12. De méme, pour le diviseur 11, la période n'a que 2 termes; et 2 
est facteur de r1—1 , ou 10 : enfin pour 37, la période est formée de З nom- 
bres seulement, et 36 admet le facteur 3. (Voy. les Recherches arith. de 
Gauss, n° 312.) 
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(n? 22) que 20, 200..., divisés par 9, donnent le reste 2; 
que 3o, 3oo.,.. donnent 3; que 4o, Доо.... donnent #, etc. 
Or, un nombre tel que 8753 peut être décomposé en unités, 
dixaines...., ou 80oo 4- 700 + 5o +3; en divisant par 9, 
les restes sont 8 4-7 -1- 5 4- 3 — 23; ainsi le reste de la divi- 
sion d'un nombre par 9 est le méme que le reste que donnerait 
la somme de ses chiffres considérés comme exprimant de sim- 
ples unités, Rien n'est donc plus aisé que de trouver le reste 
de la division d'un nombre par 9 : pour 8753, par exemple, 
ce reste est le même que pour 23, ou 2 + 3 — 5. Si la somme 
des chiffres est un multiple de 9, le nombre est divisible par 9. 

Lorsque deux nombres sont exprimés par les mémes chiffres, 
mais dans un ordre différent , ils donnent donc les mémes restes 
de la division par 9; leur différence est donc (n° 16) un multiple 
de 9. Ainsi, 74029 —9742 = 64287 =9 X 7143. 

2°. On verra aisément que ces propriétés appartiennent aussi 
au nombre 3. \ 


3°. Si le diviseur est 7, la période est 13 pa 5да 
1,3,2,6, 4et 5. Soit le dividender3527542; 3! 945 зн _ 
eu le décomposant en 2 + 4o + 500 3 TE " 
-+ 7000 4-...; les restes de ces nombres, di- 3 i ; - {a 
visés par 7, sont respectivement les mêmes ete. 
que ceux de la période, répétés, 2, 4, 5, Somme=105 
7... fois; on écrira en sens inverse les nom- 13 527 542 
bres de Ja période sous les chiffres consé- 5r 23. au 

TIR 


cutifs de la quantité proposée, comme on ij 
le voit ci-dessus; on multipliera ensuite 2.5=10 
chaque chiffre par celui qui est au-dessous. 4 = à : 
La somme 105 дез produits a le même reste 30 —3ü 
de la division par 7, que le nombre proposé 
divisé par 7; et comme celui de 105 est o, l'un et l'autre sont 
des multiples de 7. 

Observez qu'au lieu d'évaluer les quotiens par défaut, on peut 
les prendre par excès; c'est-à-dire qu'il est indifférent de poser 
10! égalà 7X 142844, ou à 7X 1429—3. Desnombres1, 3,2, 6, 


4 et 5, qui forment la période, on peut donc remplacer les trois 
м 
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derniers par leur supplément à 7, ou т, 3 et 3, qui seront les 
restes soustraits des multiples de 7, c'est-à-dire les restes néga- 
tifs (n°4). La période est réduite aux trois nombres т, 3,2 ; seule- 
ment les produits sont ta ôt additifs et tantôt soustractifs. 
Ainsi , l'on partagera les nombres en tranches de trois chiffres, 
et il faudra soustraire des autres les produits donnés par les 
tranches de rangs pairs. Le calcul se dispose comme on voit ci- 
dessus, où la barre est placée sur les facteurs dont les produits 
sont soustractifs. Ici le reste de la division de 13527542 par 7 
est le méme que celui de 3o — 23 — 7, ou zéro. 

4°. De méme pour le diviseur 1r, après avoir trouvé que la pé- 
riode est 1, то; on peut remplacer 10par t 1-10, ou т, dont le pro- 
duit devra étresoustrait, c'est-à-dire que la période est - r,—r, 

Donc, si l'on ajoute tous les chiffres de rangs impairs d'un 
rombre proposé, qu'on en retranche la somme des chiffres de 
rangs pairs, le reste sera celui de la division de ce nombre 
par 11. Pour 732931, on a 1- 9 4- 32213, 34-24-7212, 
13— 12, ou t, est le reste de la division de 732 931 par 11. De 
même, pour 429 180, on aurao 4-1 4- 22235; 84-94 4 = 21, 
et, comme on ne peut ôter a1 de 3; il faudra ajouter à 3 un mul- 
tiple suffisant de тт, tel que 22 ; alors on aura 224+3—21—4, 
qui est le reste cherché. 63 613 est un multiple de 11, puisque 
34-6-4-6—1—3—15— 4 ==11. 

On peut encore opérer ainsi qu'il suit: comme тоо : 1 1 donne 
1 pour reste, 100°, 100?.... donnent aussi т : on décomposera le 
nombre proposé, tel que 9387928, en tranches de 2 chif- 
fres à partir de la droite, sous la forme 28 X 1 -+ 82 
79. 100 + 38. 100*4- 9. 100?, et divisant chaque partie 38 
par 11, le reste sera 28 + 79 + 38 + 9, ou la — 
somme 154 des nombres qui composent les tranches de 
2 chiffres : ainsi 9387928 et 154 ont le méme reste de la divi- 
sion par r1. En traitant 154 par le méme procédé, on a 55 ou 
5x 11, pour reste, ou plutôt zéro ; le nombre proposé est 
multiple de зг. 

5°. Si le diviseur est 37, comme 1000 = 27 X 37 + 1, les 
restes de la division de 1, 1000, 1000°,.., sont donc tous 
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l'unité : pour obtenir le reste de la division par 37 
d'un nombre proposé, tel que 99 | 732 | 458 | 968, pë 
on opérera donc comme dans l'exemple précédent, 732 
mais en formant des tvanches de trois chiffres ; ainsi ES 
lerreste cherché est le méme que pour la somme 2|257 я 
de ces tranches, ou plutôt pour 357 -- 2. On reconnait que ce 
dividende est un multiple de 37 (*). 

6°. Pour trouver tous les nombres premiers, moindres 
qu'une limite donnée, on écrira la suite des nombres impairs 
3,5,5,9, 11..... jusqu'à cette limite : puis, partant de 3, 
on supprimera tous les nombres de 3 en 3 rangs, qui sont tous 
des multiples de 3; partant de 5, on supprimera tous les termes 
de 5 en 5 (inultiples de 5), etc. : on laissera subsister les nom- 
bres de départ; et les termes non elfacés seront tous les 
nombres premiers demandés. 

Voyez la table donnée à la fin de l'arithmétique (*). 


Preuves des quatre Règles. 


35. Comme on peut commettre des erreurs dans un calcul, il 
cst utile de s'assurer de l'exactitude du résultat par une opéra- 
tion qui en est Ja preuve. Pour qu'elle conduise au but qu'on 
se propose, elle doit étre plus facile à pratiquer que la regle 
méme, car clle serait plus sujette à erreur. Ainsi, quoiqu'on 
puisse vérifier une multiplication en divisant le produit par Pun 
des facteurs, et voyant si l'autre facteur vient au quotient; on. 
sent que ee procédé est propre à faire croire que l'erreur serait 
moins dans la multiplication que dans la division. 

1°. On vérifie l'addition par l'addition même. Si Yon a fait le 


(*) Lorsqu'on divise un nombre impair par б, le reste ne peut être que t, 
З ou 5, et si ce nombre n'est pas multiple de 3, il ne peut donner pour reste 
que + 1 ou —1 (équivalent à 5) : ainsi tous les nombres non divisibles par 2, 
ni 3, sont compris dans la forme 6z 4- 1, z étant un entier queleonque. Tous 
les nombres premiers et leurs multiples, excepté ceux de 2 et 5, sont de cette 
cspèce. 
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calcul en opérant de haut en bas, on le recommencera debas en 
haut, ou bienon coupera l'addition en plusieurs autres; ou l'on 
ajoutera aux divers nombres donnés des quantités qu'on ótera 
eusuite. 
On peut aussi commencer ce caleul par la colonne 
de l'ordre le plus élevé. Ainsi, dans l'exemple ci- $65 
contre , la colonne des mille a 6 pour somine; etcomme 9 
t L 

onen a + 1° 77—6, ou t, qu'on pose sous le 7, 795 
annonce qu оп a reporté т à cette colonne, et que par ! 230 
conséquent celle des centaines a donné, non pas 3, 

mais 13. Cette colonne ne donne que 11 , 13— 11 == 2 est donc 
la retenue des dixaines, qui ont fourni 25, etc. ; à la colonne 
des unités , on doit trouver o pour différence. : 


2°, La preuve de la soustraction se fait en ajoutant le reste au 
nombre soustrait ; on doit retrouver le plus grand des deux 
nombres donnés. 


3°. Pour la multiplication, on échangera le multiplicateur et 
le multiplicande (n? тт); ou bien on multi era ou on divi- 
sera les facteurs par des nombres arbitraires, et le produit aura 
éprouvé un changement déterminé par ce qu'on a dit n? 13; il 
sera aisé de vérifier si cette condition est remplie. 

4°.Sil’on multiplie le quotient parle diviseur, etsi l'on ajoute 
le reste, on devra trouver, pour résultat, le dividende (n? 16). 11 
est aisé de vérifier ainsi toute division. On a encore une autre 
preuve de cette régle, en multipliant ou divisant le diviseur et 
le dividende par un méme nombre; le quotient doit rester le 
méme (n? 15, 1?.). 

5°. On pourra aussi vérifier la division et la multiplication , 
en divisant par un nombre quelconque, les deux facteurs et le 
produit, puis voyantsi le produit des restes des facteurs est égal 
aurestedu produit (n°22); comme lesrestes sont faciles à trouver 
pour les diviseurs 9 et 11 (n°34, 1°. et 4°.), on les préfère ordi- 
nairement pour cet usage. Nous en donnerons ici un exeinple. 
On a trouvé, page 19, que 53 687 >< 908 = 48 747 796. Pour 


vérifier ce calcul, ajoutons tous les chiffres de ces trois nombres. 
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et supprimons 9 chaque fois qu'il se rencontre ; les restes sc- 


rout 2, 8 et 7. Or, 2 X8— 16, et 7 est le reste de 2 puisque 
6+ 1 — 7; donc l'opération n'est pas fautive ; à moins cepen- 
dant qu'il n'y ait quelque compensation dans les erreurs, ou des 
chiffres déplacés, etc. 

Si l’on veut prendre 11 pour diviseur , il faut retrancher les 
chiffres de rangs pairs de ceux de rangs impairs dans les trois 
nombres (n° 34, 4°.) ; on a 18—11 —7; 17 —o—17,ou6; 
25 — 27 = — 2 ou 9 (supplément de 2 à тт). Pour que la 
multiplication soit exacte, il faut que 7 X6, ou 42 divisé par 11, 
donne le reste 9; ce qui a lieu en effet. 

Eu divisant тоо 200 031 par 683 679, on a 1024 pour quo- 
tient, et 112735 pour reste (p. 27) : ajoutons les chiffres qui 
composent ces nombres, pour trouver les restes de leur division 
par 9 : ces restes sont { pour le dividende, 3 pour le diviseur, 7 
pour le quotient, et т pour le reste; le produit 7 X 3, ou 21, 
ajouté à un, donne 22, ou 4 : ainsi / doit être le reste de la divi- 
sion du dividende par 9; ce qui se vérifie. On dispose le calcul 
de ces deux preuves comme il suit : 


Multe à 6 Divide 4 | Divisr 3 21 4- t ou j 
10 ou рор 

Mul 4. 7 Reste... 1 | Quot. 7 

Prod. 5 


II. DES NOMBRES FRACTIONNAIRES. 


Nature et transformation des Fractions. 


36. Mesurer une chose, c’est donner l’idée précise de sa 
grandeur, en la comparant à celle d’une autre de même espèce, 
qui est déjà connue, et qu'on prend pour unité. Si l'unité est 
contenue un nombre de fois exact, cette quotité est la mesure; 
sinon, on peut prendre une autre unité qui remplisse cette con- 
dition; car sa grandeur est absolument arbitraire et indépeu- 
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dante de la chose qu'on veut mesurer; en scrte qu'on peut ex- 
primer la grandeur de celle-ci par des nombres trés différens, 
suivant qu'on prend telle ou telle unité. 

Pour acquérir la connaissance préalable de plusieurs gran- 
deurs ou unités de chaque espèce, on divise l'unité primitive en 
portions égales, dont le nombre soit tel, que l'une des divisions 
soit contenue exactement dans la chose à mesurer; et c'est cette 
partie qu'on prend pour nouvelle unité. La mesure est alors ce 
qu'on appelle une Fraction, c'est-à-dire une ou plusieurs parties 
de l'unité. Lorsqu'on dit d'une chose qu'elle est les cinq sep- 
tièmes de l'unité, il faut entendre qu'aprés avoir partagé l'unité 
en sept parties égales, cinq de ces parties ont formé un assem- 
blage égal à cette chose. 

Il suit de là que toute fraction doit étre énoncée à l'aide de 
deux nombres : Fun qu'on nomme Dénominateur , marque en 
combien de parties l'unité est divisée; l'autre, qui est іе Numé- 
rateur, indique combien on prend de ces parties : dans cinq 
septièmes, 5 est le numérateur, 7 le dénominateur. On écrit ces 
deux nombres en les séparant d'un trait, le numérateur placé 
en-dessus, le dénominateur en-dessous, 5. Les fractions >, 5, +, 
s'énoncent une demie, un tiers, un quart. Pour toutes les 
autres, on lit les deux chiffres, en ajoutant la finale ième au dé- 
nominateur ; $, 5, se lisent 5 huitièmes, 7 onzièmes. 

37. Pour multiplier 2 par 7, comme chaque septième pris 7 
fois donne l'unité , nos ? produisent 5 unités, ou? Xx 7 25; 
donc toute fraction multipliée par son dénominateur produit le 
numérateur. 

Il suit de là que Ẹ est le quotient de 5 divisé par 7, d’après la 
définition (n°5), c'est-à-dire que toute fraction est le quotient dc 
la division du numérateur par le dénominateur ; et c'est рош 
cette raison qu’on a écrit de même une fraction et une division 
Le quotient de 47, divisé par 7, est donc 6 +$, puisqu'en 
multipliant cette quantité par 7 , on a 42 + 5, ou 47. Donc, s: 
au quotient entier d'une division, on ajoute une fraction qui ait le 
reste pour numérateur, ct le diviseur pour dénominateur, on aura 
de quotient exact. 72312146 : 8369 donne 8640 pour quo- 
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пеше et 3986 pour reste ; le quotient exact est donc 8640 + 235. 
Donc, 1° si lé numérateur et le dénominateur sont égaux, la 


fraction vaut 1; ce qui est d'ailleurs visible de soi-même : 


ӨЛ ue CU ue 
т == = 


| 2°, Si le numérateur surpasse le dénominateur, la fraction est 
plus grande que l'unité; on l’appelle un Nombre fractionnaire, 
le mot fraction s'appliquant plus ordinairement aux nombres 
qui sont < t. On extrait les entiers contenus dans une frac- 
tion, en divisant le numérateur par le dénominateur: 7}, ou 35 
divisé par 5, est — 7 4- {. ll est en effet évident que, notre 
unité étant partagée en 5 parties, la fraction contient autant 
d'unités qu'on prend de fois 5 parties, ou autant que 37 con- 
tient 5. 

Réciproquement, pour convertir les entiers en fractions , il 
faut les multiplier par le dénominateur : pour. réduire 7 en 
cinquièmes, on multipliera 7 par 5, et on aura 7 = 1; de 
même 84-5 — M 4- 3 == 53, 

3°. Diviser un nombre par 2, 7, 9, 11..., c’est en prendre 
la moitié, le 5°, le o*, le тте... 

4°. Prendre les ? d'un nombre, c'est le couper en 7 parts 
égales, et prendre cinq de ces parts. Il faudra donc diviser ce 
nombre par 7, et multiplier le quotient par 5. De ces deux 
opérations, on peut faire celle qu'on veut la première (p 20, 4°.). 


Ainsi, les $ de 84 sont 5 fois 94 5 x анови! 8 = 84 : 
les 2 de 4o valent PIE edat —" 4%; 


38. Lorsqu'on augmente le numérateur seul, la fraction croît, 
parce qu'on prend un plus grand nombre des mémes parties de 
l'unité. Si l'on augmente le dénominateur sans changer le nu- 
mérateur, la fraction diminue ; car l'unité étant divisée en plus 
de parties, elles sont plus petites,et on en prend un méme nombre 
Ainsi, on peut, dans certains cas, reconnaitre desuite quelle est 
la plus grande de deux fractions: 27» 2, 1> й, $ У 1. 

Il est aisé de voir qu'en doublant les deux termes d'une frac- 
tion, sa valeur demeure la méme ; car si l'on double le dénomi- 
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nateur у de ?, chacune des parties sera partagée en deux, 
puisque l'unité en contiendra 14 au lieu de 7. Pour avoir la 
méme grandeur, il faudra donc prendre deux parties au lieu 
d'une, 4 au lieu de 2....., enfin 10 au lieu de 5; et {3 sera = à. 
En triplant 7 et 5, on aurait de méme Tyr , etc. Donc Za 
valeur d'une fraction ne change pas lorsqu'on en multiplie, et 
par conséquent lorsqu'on en divise les deux termes par un méme 
nombre: je ido д, ч= im tidem hl. 
Nousconclurons de là que, 1? pour amener les fractions 7 et ; 
à être affectées d'un méme dénominateur, multiplions les deux 
termes 5 et 7 dela premiere р 4, et les deux termes 3 et 4 de 
LL Lond etis il en 
clair que ce calcul, qui ne а. pas la valeur des fractions, 
leur donne le méme dénominateur 4 X 7== 7 X 4. Donc on ré- 
duira deux fractions au méme dénominateur, en multipliant 
les deux termes de chacune par lc dénominateur de l'autre 
fraction. Yl est donc bien facile de distinguer quelle est la plus 
grande de deux fractions données; par exemple, 3 < $, puisque 


21 ac 
a" a 
Le méme raisonnement prouve que, sz l'on a y de deux 


fractions , en multipliant les deux termes de chacune par le 
produit des dénominateurs de toutes les autres , on les réduira 
au méme dénominaleur , qui sera le produit de tous ces déno- 
minateurs. Soient ў, у et 1; on multipliera les deux termes 
de j par 4 X7] — 28, ceux E par 3 } X4—12, enfin ceux 
de 3 par 3 xX 521; il onde S $8. £2 et 22; donc у> > 5. 

La réduction au même numérateur se fait aussi facilement, 
et pourrait également servir à distinguer quelle est la plus 
grande de plusieurs fractions. 

2°, On amène aisément toute fraction à recevoir pour déno- 
minateur un nombre donué , qui est un multiple exact de son 
dénominateur actuel. Ainsi, - peut prendre бо pour dénomi- 
nateur, car 6o —5 fois 12; et en multipliant les deux termes 


15 
Бо" 


la seconde par 7, nous aurons 


? —— 
par 5 on a $= 
Lorsque les dénominateurs ne sont pas premiers entre eux, 
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ja réduction au méme dénominateur peut donc beaucoup se 
simplifier. Pour et }, on voit de suite qu'en multipliant par2 les 
deux termes de À, ona $, qui a même dénominateur que 2, De 
méme з et à, deviennent 2 et $. Pour 7 et f, on multipliera 7 et 
12 par 2, puis 5 et 8, par 3, et il viendra + et +. En général, on 
cherchera (n° 32) Je plus petit nombre divisible par tous les déno- 
minateurs proposés, eton pourra faire servir ce nombre de déno- 
minateur commun, Par exemple, soient + 3 4 i i = 
Après avoir trouvé que 24 est le plus petit 

nombre divisible par 2, 3, 4, 6, 8et 12, 

on divisera 24 par ces divers nombres, 

et l'on aura pour quotiens............ 12 8 6 4 3 2 
Multipliant les deux termes de chaque 

fraction par le quotient qui lui corres- 

pond оп AM. co buses ne où pet E EE ui. 9 зе 


La réduction au même dénominateur est ainsi faite sous la 
forme la moins composée. 


3°. Toute fraction dont les deux termes contiennent le même 
facteur, prend une expression plus simple par la suppres- 
sion de ce facteur, et elle conserve la même valeur. Si l’on amène 
la fraction à ne plus avoir de diviseur cominun à ses deux térmes, 
il sera désormais impossible de lui faire prendre une forme plus 
simple; car si 7 et 1 1 étant premiers entre eux, on admettait, par 
exemple, que 2: püt être réduit à la valeur moins composée À, 
х4_ 3x 
44 44 
ou 72< 43 >< 11. Ce qui est absurde (n° 25, 4°), puisque 
3% 11 devrait être divisible par 7. 


on aurait, en réduisant au méme dénominateur 7 


Ainsi, pourréduire une fraction à unevaleurégale plus simple 
etirréductible, il suffit de supprimer tous les facteurs communs 
à ses deux termes. 

Pour cela, on décompose ces nombres en leurs facteurs pre- 
miers (n° 27), et on ne laisse subsister que ceux qui ne sont pas 
communs, ЇЇ est plus simple de chercher le plus grand commun 
diviseur des deux termes (n° 23), et de diviser ces termes par 


PIT. 4 


* 
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ce diviseur. Ainsi, pour ZE, on a trouvé (p. 31) que 47 est 
le plus grand commu diviseur de 799 et 2961 : divisant RES 
nombres par 47, on a$$ pour la plus simple expression de ; ЭБЕТ” 
Nous avons méme indiqué (n? 30) un procédé facile pour dé- 
duire les termes cherchésde la série des quotiens qui conduisent 
au commundiviseur. May le calcul pour les deux fractions 477; 
et 532, qu'on réduità 25, et + les plus grands communs di- 
viseurs étant 27 et 59. (Z. n° Зо ) 
3429 ў Зат (756 £135 (81 (54 (az гоба (64964136 236€ 177 159 
den era at PE Кет 
127. 33 58 5 3.23. 1 9, 41 sa x Els 


Une fraction peut se mettre sous une infinité de formes, 
et, sans changer de valeur, on peut l'exprimer par des noinbres 
trés différens ; mais il est plus aisé de se faire une idée juste 
de sa grandeur, lorsqu'elle est mise sous la forme la plus simple. 

4°. Lorsque deux fractions sont égales, la fraction qu'on for me 
avec la somme ou la différence des rne dm n et celle des dé- 
nominateurs , leur est encore égale. En effet 
fractions équivalent à —- 


L ; 


‚ == 55, car ces 
les numérateurs sont des muitiples 
de 7, et les dénominateurs, les mêmes multiples de i1 : or, il 
est clair que 35 + t4 est également un multiple de 7, et que 
55 + 22 est le méme multiple de 11; donc $$ — тт. 

La soustraction réitérée, terme à terme, simplifie de plus en 
plus la fraction composée, sans changer de valeur: si l’une 
est irréductible, les termes de l’autre fraction sont les 
produits des deux termes de la première par un même fac- 
teur (*). 


———— 


(*) def les nombres z ety qu'on peut чё» ou ôter aux deux termes 


ах 
d'une fraction i sans en changer la valeur, oui =>: En réduisant ап 
méme dénominateur, il vient ay= bx, et divisant par by ›= : donc, Fes 


nombres qu'on peut ajouter ou óter aux deux termes d'une on sans en 
changer la valeur, doivent former une fraction égale à la proposée. On voit que 
x ne peut être == у qu'autant que a=b; c'est-à-dire qu'on ne peut ajouter ou 
ôter le méme nombre aux deux termes d'une fraction que lorsqu'elle est — 1. 
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39. Rien n'est plus aisé que d'ajouter ou de soustraire des 
fractions qui ont méme dénominateur; on ajoute ou l'on ге- 
tranche les numérateurs, et le ыкма: reste le méme. 

5445-4: i-izs ү oui + % +#—+#&=тг. 

Si les dénominateurs ne sont pas les mèmes, on commencera 
à ramener les fractions à cet état (n° 38, 1°. et 2°.). Ainsi 

iTioundü-—ü-!5i 
HiH volent й + Lou 33 — 2 4- Z. 

PouriHiHitLit+LÆi y: 2, on trou- 
vera 120 pour le plus simple dénominateur (n° 32) : les numé- 
rateurs deviendront бо + 80 + 72 + 84 + 56 + 100 — A 
— 3o — бо ou 327 : ainsi le résultat cherché est 227 ou 2 + 25 

Lorsque les fractions sont accompagnées d’ te , on opère 
séparément sur les unes et sur les autres. Pour ajouter 3 4 1 
avec 4 + À, on prend 5 + 1 = оц 
1 +$; оп pose } et on retient т, qui, à i 
ajouté avec 3 et 4, donne pour la 41 
somme cherchée, 8 ++. 8 

De méme per ajouter 11 + 3, 
tiati -et 3 +1 us HATET ET 

2 ou 34$ pour somme des fractions; 
on pose 4, et on prend 3 + 11 + 4 + 2 + 3 = 23; donc la 
somme est 23 + 5. 

pigar óter1 4- ide 3+4, on бе > de 1, et 1 de 3; опа pour 


este 2 -]- $. De 13 + isi Роп E ôter 7 + 2, comme on ne 
pem ôter à de i i on ajoute r à !, et 


m 
eo 


Up 
^3 


LOLICILI 
. 

К 
- 


on therfligà ł— 2: оп trouve 2; puis зз... uS 
on ajoute de méme т au nombre qà —! i: ! | —77 5 
soustraire (p. 12), et on dit 13 —8—5; 2 goes l 5; 


ainsi 5 + À est la différence cherchée. 

До. Multiplier $ par 3, c'est ajouter 3 fois 2, ou 2 +2 + ;; 
ce qui se réduit à répéter 3 fois le numérateur 2; ? X 3 — 1. 
Pour multiplier une fraction par un entier, il faut multiplier 


*p 
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le numérateur par l'entier ; on pourraitaussi diviser le dénomina- 
xa 
4 , 
еп ота le facteur 2 commun aux deux termes, опа ? 
l'opération s'est réduite à diee ap 2 le ЛД de 1 
“Оп trouve de même 55 x 36 = + X 2 — 22; Bi l1 
Réciproquement, орт diviser une fraction par un entier, il 
faut multiplier le dénominateur, ou diviser le numérateur par 
cet entier. Car, si le nutnérateur est un multiple du diviseur, 
comme pour H : 5, le quotient est visiblement $, puisque, si 
l'on multiplie 3 par le diviseur 5, on retrouve le dividende. Mais 
si le numérateur n'est pas un rp du diviseur, comme 
our $:5, on peut aisément le rendre divisible par 5, en mul- 
7 , P ? 


teur, s'il était un multiple de l'entier; car à >< 2 donne 3 


tipliant les deux termes par 5; on a – е2 S la division par 5 


donne donc $, calcul qui a фый" А ib ir le dénomi- 
nateur 7 par 5. 

41. Venons-en aux cas où le multiplicateur et le diviseur sont 
fractionnaires ; prenons, par exemple, 3 >< $. D’après la défi- 
nition (n°3) de la multiplication, on veut donc répéter le 
multiplicande 3, autant de fois que l'indique le nombre d'unités 
du multiplicateur 2; mais puisque ce dernier facteur n'est que 
les 2 de l'unité, il est clair qu'on ne veut ici prendre que les ; 
de ce que nr sul 1 fois 3, savoir les ? de 3. Donc en général 
multiplier par *, c'est prendre les ? du muliiplicande (®). 


(*) Ces considérations équivalent à donner , avec M. Cauchy, cette défini- 
tion de la multiplication : multiplier А par B, c'est opérer sur le nombre A, pré- 
cisément comme on opère sur l'unité pour obtenir le nombre B. Ainsi 5 est l'unitó 
ajoutée cinq fois; donc pour multiplier 3 раг 5, il faut aussi ajouter 3 cinq 
fois. 5 est l'unité divisée en 7 pus égales, dont on prend l'une cinq fois; 
de même, pour NS 3 par $, il faut diviser З en 7 parties égales, et ré- 
péter 5 fois le résultat 3 7 3 le produit est Jj, ou, ce qui revient au même, les $ 
du nombre 3. C'est ce que M. Lacroix exprime en disant que le produit est 
composé avec le multiplicande comme le multiplicateur l'est avec l'unité. Mais 
cette énonciation manque de clarté, parce que le mot composé doit y être 
pris avec une signification active ou passive, selon quc le multiplicateur est 
un nombre entier ou une fraction. 
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Nous avons vu (n° 37, 4°.) que, pour ur les 3 de 3, il 
faut multiplier 2 n 3 + diviser par 5; Hio gi — iio x52. De 
méme multiplier 2 par 5, c'est prendre les? de 1 1; il faut E 
former 7 parts dans la grandeur i, et en preire 5, ou multi- 
plier } par 5 et diviser le résultat m : la première de ces 
opérations donne 22, et la seconde 1. 

Donc, 1°. pour vem deux fractions , il faut multiplier 
terme à terme , c'est-à-dire, diviser le produit des numérateurs 
par celui des dénominateurs. 

2°. Le produit est plus petit que le multiplicande , quand le 
multiplicateur est une fraction moindre que 1. 

3°. On peut intervertir l'ordre des facteurs, comme dans la 
multiplication des nombres entiers (n° 11). 

4^. . Lorsqu'il y a des facteurs communs, il convient de les 
supprimer avant d'effectuer les multiplications; par exemple, 
pour avoir les $ des 2des 5 des $ de l'unité, c'est ce qu'on 
nomme une Fraction de fraction, il faut effectuer le produit 
< PX Poi ou CEA = 2 = À, en supprimant 
les facteurs 3, 4 et 5. 

5. Lecarré, le cube, et en général toute puissance d’une 
fraction se forme en élevant les deux pus à cette puissance : 
par exemple, le carré de з est $ X $ = $; le cube est # >< * 
= $, etc. ; donc si la fraction aids fa est irréductible, ín puis- 
sance l'est pareillement (n° 26). 

6. Pour multiplier 5348 par '3, on 
pourrait multiplier 5348 par 13 et divi- Mult.. 5348 
ser le produit par 16; mais comme le ‚.... 2074 
multiplicande est un nombre assez fort, I E 
il est plus court de décomposer 23 en ves. 33 
parties aliquotes, c'est-à-dire en frac- Produit... 43453 
tions qui , réduites, aient r au numéra- 
teur, savoir: 


H= titas ititi 
On prendra donc d'abord la moitié de 5348, puis le quart, 


+l- E 
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qui est la inoitié du résultat.qu'on vieut TL 
de trouver, puis le seizieme (quart du . 356 T 
produit précédent ). 23i 


On voit ci-contre le produit de 356 Re 1068 


3.... 7120 
par 23 2; où l'on a décomposé $ en 5 оп ! 7 


ss I 
1 t a E ^ 78 7 
2, etg ou 5. sun 184 
TE ^ гт 
Pour diviser à par $, multipliez les 8484 : 


deux termes de $ par 5 X 7, savoir 

3x5 3 5 Mt 
CIEL = Tx х м or pour diviser par 2, il suffit 
de supprimer ici le facteur $, ce qui donne pour quotient 


Р = 7, ou : х 1 + ainsi #7 faut multiplier le dividende par 


la fraction diviseur renversée. TE 
81]m8xi—S5—id3; 1:01 08. 


Le quotient est d'ailleurs plus grand que le dividende, quand 
le diviseur est moindre que l'unité. 

Si les fractions renferment des facteurs communs, il ne 
faut pas attendre que la multiplication soit effectuée pour les 
supprimer. $ : $ est la méme chose que 2 : 4 = 2 ou ;; 

d „1 Aapa 
Wie a 2—4, 

42. Lorsqu'il y a des entiers joints aux fractions, on les 

convertit en nombres fractionnaires (n° 35, 2°.). Ainsi 


= Ч x = = 808; ; 
aim ii i=ix 9, 
Observez qu'il est souvent plus court 

d'exécuter séparément la multiplication 45 i 
de chaque partie, et d'ajouter. Pour is = 
31X8, on multipliera par 8, d'abord >, Д Б 

et ensuite 3; on aura? ou 2, et 24; le а О MEME 
produit est donc 26. L'exemple ci-contre 45 х Ec + 
montre le développement du calcul de 17 X 3. o5 1 
453X173: on multiplie 45 par 17 ,ipat BoB { 
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, 45 par 1, et 17 par ; : la somme de ces résultats est 808 ;, 
pradüit cherché. 

On abrége souvent le calcul en décompasaàt la fraction qui 
multiplie, en ses parties aliquotes, c'est-à-dire en d'autres 
fractions qui, réduites ont l'unité pour papi Ы wi et opérant 
pour chacun p RER Ainsi mer prendre les 12 de 256, on 
pose = =i 4 4 4 5; pour Æ, ou prend la Waide de 756 
qui est 378; pour -£, le tiers qui est 252; enfin pour ;5, 
le quart de 252 qui est 63; les de 756 soût,....,,.... 
== 378 + 552 + 63 — 693. 

Dans la division, ou peut chasser le dénominateur du divi- 
seur , en multipliant les deux quantités proposées par ce méme 
dénominateur, ce qui n'altére pas le quotient (n? 15, 1°.). Pour 
diviser 2+ par 3 } » je жга ce$ deux nombres р, 6; j'ai M 
à diviser] par 23 ou H . De méme, 125 1 2183 = 501 ¢ : 75 


133 1 


= dp m6 345 0:313: 


++ 
LE 


Des Fractions décimales. 


43. L'embarras qu'entrainent, dans les calculs, les deux 
termes des fractions, a inspiré l'idée de fixer d'avance le déno- 
minateuret de le sous-entendre, ce qui donne lieu à deux sortes 
de dispositions, les fractions décimales et les nombres com- 
plexes; mais les unes et les autres sont assujetties aux régles 
données précédemment, qui seulement deviennent plus simples. 
Occupons-nous d'abord des fractions décimales. 

On a vu (n*6) qu' un chiffre vaut dix fois moins que s'il oc- 
cupait la place qui est à sa gauche; si l'on continue la méme 
convention à la droite des unités dont le rang sera marqué par 
une virgule, on verra que le premier chiffre aprés les unités 
représentera des dixièmes, le deuxième des centièmes, le troi- 
sième des millièmes; etc... 3, 3 af oa 3 entiers et +; 42,05 
vaudra 42 et ;55; 0,403 = + 4-1 — UM 


s909" 


Ainsi la partie qui suit la virgule est le numérateur , et il est 
inutile d'écrire le dénominateur, qui est toujours 1 suivi d'au- 
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tant de zéros qu'il y a de chiffres aprés la virgule, IL est donc 
bien facile de lire une fraction décimale écrite, ой réciproque- 
ment d'écrire une fraction décimale proposée , puis l'énoncé 
méme est le numérateur ou la partie qui suit ła virgule, et que 
le dénominateur est marqué par le rang de la derniére déci- 
male , qui indique combien on doit écrire de zéros à la droite 
de т. Parexemple ,8,700201—8 et 700201 millionièmes ; parce 
que 1 étant au sixieme rang, le dénominateur est 1000000 : de 
même 354 ,0063 — 354 + 63 dix-millièmes. Réciproquement 
3 dix-millièmes s’écrito,0003, parce que dix mille porte 4 zéros, 
et que la dernière décimale doit être au quatrième rang. 


Mille entiers ct 4 centièmes — 1000,04. 
13 mille cent millionièmes — 0,00013000. 


44. On remarquera que, 1°. en déplaçant la virgule, suivant 
qu'elle recule vers la droite ou vers la gauche, le nombre est 
multiplié ou divisé par 10 pour un rang, par 100 pour deux 
rangs, par 1009 pour trois rangs, etc., parce que chaque 
chiffre a pris une place qui lui donne une valeur multipliée 
ou divisée par 10, 100, 1000 ; ainsi 342,53 est ro fois 34,253; 

2°. On peut, sans changer la valeur d'une fraction déci- 
male, mettre ou áter un ou plusieurs zéros à sa droite ; car on 
multiplie alors les deux termes dela fraction par 10, 100, 1000... 


eo 


0,3 = 0,30 220,300... revient à == 22-2 5222-,.,, 

3°. Deux fractions décimales, formées d'autant de chiffres, 
ont méme dénominateur. Pour réduire au méme dénomina- 
teur, il suffit de rendre égal le nombre des chiffres des frac- 
tions décimales, en ajoutant des zéros à la droite de l'une d'elles. 

4°. Pour distinguer la plus grande de deux fractions déci- 
males, ce n'est pas le nombre de chiffres qu'il faut consulter, 
mais la grandeur des chiffres, à partir dela virgule. 0,4 < 0,51, 
0,7 > 0,54321, parce que 7 > 5; 0,004 > 0,00078; 0,09 6,1; 
0,684 >> 0,6839. 

45. Voyons maintenant ce que deviennent les règles de l'ad- 
dition, la soustraction,.. , lorsqu'il s'agit de fractions décimales. 
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Pour ajouter ou soustraire, complétez les nombres de déci- 
males en ajoutant des zéros à la droite (n° 44, 3°. ); puis faites 
le caleul à l'ordinaire, comme s'il n'y 


5 7 І $ 3,02 1 
avait pas de gule, sauf à la placer au тл Fons 
méme ran s le résultat. Observez 800 2,7 


2 „бз _ ood _ 


qu'à proprement parler, les zéros qu'on 78:01 050,540 
ajoute sont inutiles, et qu'il suffit de 

donner à chaque chiffre la place qui convient, eu égard à son 
rang compté de la virgule. 


Voici quelques exemples de soustraction. 


57,02 4.8274 6,00435 3,842 
48,1 2,0139 9,17 1,004554 


8,92 2,835 5,8335 2,837446 


46. Pour multiplier les deux quantités 43,7 et 3,914 obser- 
vons qu'elles équivalent à 412 et if}. Le produit des numéra- 


teurs (n? Дз) doit être divisé par celui des dénominateurs, 
od 437x391 72 170867 
1000 1000 
duit de deux nombres décimauz, il faut multiplier sans avoir 
égard à la virgule , et séparer, à droite du produit, autant de 
chiffres décimaux qu'il y en a dans les deux facteurs. 


== 170,867. Donc, pour obtenir le pro- 


Voici divers autres exemples de multiplication : 


2 ja 3,7 21,32 6,01 
9,005] 4,12 ©, 100103 0,007 
730 — ^ 7 6306 0,00025 
122710 37 2132 
00130076 48 218 —— 
15,244 2, 13419596 


On pourrait exécuter la multiplication en commençant par 
le chiffre de l'ordre le plus élevé; alors chacun des produits 
partieis devrait être avancé d'un rang vers la droite; la pre- 
mière ligne serait celle qu'on a coutume d'écrire la dernière; 
Ратапі-дегпіёге deviendrait la deuxième, etc. C'est ce qu'on 
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peut remarquer dans l'opération ci- 
contre; on а même cet avantage, qu'on 
trouve d'abord les chiffres de plus haute 
valeur et leur ordre, ce qui suffit quel- 
quefois. Par exemple, le premier pro- 
duit ayant donné 7 chiffres, et les quatre 
autres multiplicateurs partiels exigeant 
qu'on recule les produits de quatre rangs, il y aura en tout 
7 + 4 chiffres au produit. Le nombre 28 qui commence la 
première ligne est donc suivi de 9 chiffres, ou 28 suivi de 9 
zéros. (oy. p. 19.) 


On peut donc arréter chaque multiplication à tel rang qu'on 
veut, et par conséquent obtenir au produit tant de chiffres 
qu'on juge à propos. Par exemple, pour obtenir le produit 
15,7343» X 322,1179, je déplace les virgules et je fais en 
sorte que dans l'un des nombres, il n'y ait qu'un seul chiffre 
entier : le produit sera donc = 1573,43275«3,221179, puisque 
j'aurai déplacé la virgule d'autant de rangs vers la droite daus 
l'un, que vers la gauche dans l'autre. Je fais d'abord la multi- 
plication par l'entier 3, et la place de 


la virgule se conserve visiblement la 1525, 442 
méme que dans le multiplicande. Sup- 8221170 
posons qu'on veuille quatre décimalesau pu - A f 
produit. Je multiplie par le 2 des dixiè- 31,4686 ..... E 
mes, et je recule d'un rang à droite, ce 904 TE 
qui me donne 314,6864. La multipli- "e. 7 


cation par les P des арар doit 5055 
commencer qu'au deuxième chiffre (3) 

du multiplicande, dont on supprime le dernier chiffre 2 à 
droite, en le marquant d'un point. On voit en effet que si l'on 
voulait conserver le produit en totalité, il faudrait encore le 
reculer d'uu rang à droite, et que le produit 4 se trouvant dans 
la colonne des cinquièmes déciinales , devrait ensuite être né- 
gligé. Le facteur 1 des milliemes exige qu'on supprime un sc- 
cond chiffre du multiplicande, on n'a donc pas égard au 3, et 
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le multiplicande est 15734 : pour le 1 suivant, il est de méme 
1573. Le facteur 7 donne 1101; le 9, 141. 

Pour plus d'exactitude, il est convenable d'ajouter au pro- 
duit du premier chiffre les dixaines contenues dans le produit 
du chiffre négligé à droite. Par exemple, pour le facteur 7, le 
multiplicande est réduità 157 ; mais à 7 X 7 on doitajouter 2, 
provenant du produit supprimé de 7 par 3. De même 9 x 15 
est aceru de 6, qui est la retenue du produit 9 X 7. Dans notre 
exemple, le produit demandé est 5068,306, ainsi qu'on peut 
s’en assurer en exécutant la multiplication en totalité, et rédui- 
sant le résultat aux seuls millièmes. 

Voici un autre exemple où l'on a multiplié deux nombres de 
sept chiffres décimaux , et où l'on n'a voulu conserver que sept 
décimales au produit. 

12,3243525 
548319 
51,9730581 produit par 3 
sati vers D augmenté de 4 


HEIDI 


Sup come? » m азоб pod! 

EL CREER EN ND о 

Ac en А '_- 
б1,3772693 produit 61,377: 


Lorsque les facteurs ne sont qu'approchés, cette règle est 
surtout utile; car le procédé général aurait l’inconvénient 
d'allonger lecalcul pour donner au produit plus de chiffres qu'il 
ne faut, attendu qu'on n'y doit conserver au plus que des par- 
ties décimales de méme ordre que dans les deux facteurs (*). 


(*) Lorsqu'on multiplie deux nombres a et 5, qui ne sont qu'approchés , 
les erreurs étant x et y , le vrai produit est 


(ax) (by) m ab qbr + ay A- xy; 


négligeons xy qui est une fort petite quantité. L'erreur du produit ab cst 
done bz 4-ay, et s'affaiblit quand Pun des facteurs est approché par défaut et 
l'autre par excès; car x ct y ayant des signes contraires, la somme bz 4- ax 
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La dernière décimale qu'on obtient par ce procédé est un peu 
fautive, à cause de la retenue qui provient des colonnes négli- 
gées. On remédie à cet inconvénienten calculant une figure dé- 
cimale , outre celles qu'on veut conserver, sauf à la négliger 
ensuite. 

47- Pour diviser des quantités accompagnées de chiffres dé- 
cimaux, on en complète le nombre ( par des zéros) pour qu'elles 
en aient autant l’une que l'autre, et l'on supprime la virgule; par 
là le quotient reste le méme, puisque le dividende et le diviseur 
sont multipliés par la méme puissance de ro (n? 15, 1°.). Soit 
8,447 à diviser par 3,22; j'écris 3,220, et j'ai 8447 à diviser 
par 3220, le quotient est 2, et le reste 2007. Ainsi, 


ы, uibs + 5527; de méme 


í(o,* _4as100 Догоо 8952 
20,074 7 = 20,074 94 2007 20074 — ate 20074 


devient une différence. Il convient donc de choisir des facteurs a et 5 qui 
soient dans ce cas. 

Mais s'il enest autrement, ou si l’on ignore dans quel sens chaque nombre 
est approché, le terme ay le plus influent de l'erreur, s'affaiblit quand y dé- 
croit, c'est-à-dire quand 5 est trés approché. Ainsi l'erreur du produit ab est 
d'autant moindre que le plus petit facteur b est plus approché. 

En général x et y sont toujours < 1 dans une multiplication de deux frac- 
tions décimales, parce qu'il faut supposer qu'on a supprimé la virgule pour 
rendre entiers les facteurs a et b, et que si la première décimale negligée est 
au moins5, ona dû augmenter дет le chiffredes unités. Faisonsdoncx—y-;, 
la limite de l'erreur est 2 (a + Р) : ainsi il sera facile, dans chaque cas parti- 
culier, de distinguer les chiffres du produit ab qui sont certains , de ceux qui 
ne le sont pas. Par exemple, 53,71 x 1,02—54,9842; si les facteurs ne sont 
qu'approchés, en supprimant la virgule, leur demi-somme ayant 4 figures, 
les 4 derniers chiffres peuvent être fautifs ; les 4 décimales du produit n'étaient 
donc pas utiles à trouver , puisqu'on est incertain s'ils sont exacts. De là ré- 
sulte qu'il est avantageux de simplifier le calcul de la multiplication, pourvu 
qu'on n'altére que ces chiffres défectueux , qu'on serait d'ailleurs obligé de re- 
jeter ensuite. Dans l'exemple cité p. 59, la demi-somme des facteurs a 9 chif- 
fres, et le produit complet 14 décimales; il n'y a donc que les 5 premiéres dé- 
cimales dont on soit sûr : on n'en doit chercher que 6 (ou 7 au plus), et en 
négliger ensuite une. Le produit est 61,37729. 
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Cette règle se simplifie(*)lorsquele diviseur n’a pas defractions, 


, 6,9345 
3 


car on peut diviser à part les entiers; 


==2,3145. S'ilya 


plus de décimales dansle dividende que dans le diviseur, on est 
ramené à ce dernier cas, en déplaçant la virgule d'autant de 
rangs des deux parts, de manière que le diviseur devienne un 


nombre entier; 8,417 10,09 844,7 :9 = 93,8 + 2, 


Des Approximations et des Périodes. 


48. V'erreur que l'on commet en négligeant le dernier chiffre 
d'unefraction décimale, est d'autant moindre que cette fraction 
a plus de figures. Ainsi, lorsqu'on prend 0,4, au lieu de 0,43, 
on fait une erreur de 3 centièmes ; elle n'est que de 3 millièmes 
quand on pose 0,04, au lieu de 0,043. Lorsqu'on se contente de 
deux ou trois décimales, et qu'on néglige les autres, c'est qu'on 
suppose qu'il n'en résulte que des erreurs trop petites pour mé- 
riter qu'on y ait égard; il est rare qu'on emploie plus de six 
ou sept figures décimales. 

Le résultat d'un calcul étant 4,837123, on peut prendre 4,8 
ou 4,83, ou 4,837.... pour valeur de cette quantité; et 
comme elle est > 4,8 et < 4,9, on voit que ces deux expres- 
sions sont approchées à moins de 5, l'une par défaut, l'autre 


(*) La division éprouve une simplification ana- 1 
logue à celle de la multiplication : par exemple, 320317% 8 $1.3 


320,31268 à diviser par 93,4525, si l'on ne veut : + : 276 
que 4 chiffres décimaux, aprés avoir trouvé les 7210: 3 
deux premiers chiffres 3,4 à l'ordinaire, on sup- 559 7 


primera le dernier chiffre 5 du diviseur; de là le 

quotient partiel 2, et l'on aura à multiplier 93452 par 2, et à soustraire de 
257918 ; il restera 71013. On supprimera de nouveau un chiffre au diviseur, 
et l’on aura le quotient 7 et le reste 5597, etc. On aura soiny chaque fois qu'on 
négligera un chiffre, d'accroître le produit suivant des dixaines que donnerait 
ce mème chiffre. Du reste, les derniers chiffres du quotient sont défectueux. 
Tout cela s'explique facilement. 
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par excès. De même 4,83 et 4,84 le sont à moins de rset 
méme on préférera 4,84, attendu que le chiffre "OW est 7 

et que 4, 84, approche plus quom 83. En général, sile premier n 
chiffres qu'on supprime est 5 ou plus, on doit augmenter d'une 
unité le dernier chiffre conservé. 

49. Il arrive souvent que le résultat d'un.calcul est une frac- 
tion irréductible compliquée ; on se contente alors d'une ap- 
proximation dont le degré dépend de la nature de la question. 
Ainsi, au lieu de £27, supposons qu’on demande une autre frac- 
tion plus simple, et qui en diffère de moins de 3. Il est clair 
que si l'on connaissait deux fractions, telles que 5 et £, dont 
le dénominateur fût 8, et dont les numérateurs ne différassent 
que 23 1, elles rempliraient l'une et l'autre la condition exigée, 
si 527 était compris entre elles; il s'agit de trouver ces numéra- 
teurs 5 et 6. Multipliant ces trois fractions par 8, celles qu'on 
cherche seront réduites à leurs numérateurs inconnus dont 1 
est la différence, et la proposée , qui devient 8 >< 397 ou 455, 
sera encore comprise entre ces numérateurs : mais, en de 
les entiers, on trouve que 2/28 est entre 5et6; ce sont donc les 
numérateurs demandés. En effet, on vérifie aisément que 2 ne 
diffère de 222 que de =! 
règle (*) : 

Multipliez la fraction proposée par le dénominateur donné ; 
lentier approché du produit (par exces e par défaut) est le 
numérateur demandé. Pour appa ocher de 25 à moins дет, on 
fd par 11, et on a 7 —6 ou 7 en nombre entier; donc 
£ et i; sont les PAR k cherehées Pour approcher de 2% à 
inoins de: з, опа M= $; or $ à moins de + + est entre те 1; 


donc 42 et 5 sont les Ew Фай, 


15, bien moindre que р. De là cette 


b 
par la condition que EE multipliant tout par q, il faut que 
7 


LH a * H H D H 
(*) Pour approcher d'une fraction — à moins de 5 il faut déterminer z 


а + а A . H 
E < sd 1; c’est-à-dire que 105 numérateurs inconnus de nos fractions 


sont les quotiens entiers x et r41 , par défaut et par excès, de aq divisé par b. 
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Appliquons cette régle aux fractions décimales. Proposons- 
nous d'approcher de $ à moins de + ; et multiplions $ par то, 
il viendra #, qui est entre 5 et 6; donc 0,5 et 0,6 sont les frac- 
tions demandées. Pour approcher à moins de 0,01, il faut mul- 
tiplier par тоо, et ona 527, entre 57 et 58; donc, 0,57 et 0,58 
ne different pas de 0,01 de j. En général, divisez le numérateur 
par le dénominateur, et ajoutez au reste de chaque division ип 
zéro, jusqu'à ce que vous ayez obtenu au quotient un chiffre de 
lordre de l'approximation demandée. 

Ainsi 22 soumis à cette méthode d'approximation, danne 3,5 
ou 3,57, ou 3,571, ou 3,5714, . ... suivant qu'on veut que la 
valeur soit.approchée à moins de, =, —3-,... De méme 
A83, après avoir donné le quotient entier 407, en continuant 
la division à l'aide d'un zéro placé aprés chaque reste , donne 
407,389. ... 

5o. Lorsque apres avoir ajouté un nombre suffisant de zéros, 
la division amène le reste zéro, la fraction estexprimée exacte- 
ment en décimales. On a exactement + = 0,5, 1 —0,75, 
0,625, 13 = 0,65. Il est aisé de prévoir dans quel cas cela 
arrivera ; car la division ne pouvant s'effectuer qu'aprés avoir 
multiplié le numérateur par 10, 160, 1000..... il faut, si 
la fraction est irréductible, que cette puissance de 10 soit divi- 
sible par le dénominateur (n° 25, 4°.), ce qui suppose qu'il 
n'a d'autres diviseurs premiers que 2 et 5, et que le plus haut 
exposant de 2 et 5 est la puissance de 10 qu'on emploie (*). 
Donc, pour qu'une fraction irréductible puisse étre convertie 
exactement en décimales, il est nécessaire et il suffit que le 
dénominateur ne contienne que des puissances de э et de 5, 
quel que sott d'ailleurs le numérateur; le nombre de figures 
décimales est égal à la plus haute puissance de 2 et de 5. 


(*) La forme générale des fractions réductibles exactement en décimales est 
a 
Ex 5° le nombre des figures est le plus grand des deux exposans m et a ; et 


si l'un surpasse l'autre de k, la partie décimale est a ҳ 5*, ou a x 2*, selon 
quem est > ou <n; sime n, la partie décimale est a. 
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Si ce dénominateur est 2?5«5* ou 200, il y a 3 figures; par 
exemple , 117 = 0,735. 

51. Daus tout autre cas , une fraction ne peut étre exprimée 
en décimales que par approximation; mais, comme les restes 
des divisions successives sont nécessairement moindres que le 
diviseur, et que le nombre de ces restes est indéfini, on ne tarde 
pas à retrouver l'un d'entre eux, On a alors une seconde fois le 
méme dividende, qui conduit au quotient et au restesubséquent 
qu'on a obtenus alors, et ainsi de suite. On retrouve donc au 
quotient périodiquement les mémes chiffres dans leméme ordre; 
et puisque cette période s'établit lorsqu'on retrouve le méme 
reste, et que ces restes sont moindres que le dénominateur , la 
quotité de restes différens qu'on peut trouver, est au plus се di- 
viseur moins un; donc Za période est composée de moins dechif- 
fres que le dénominateur n'a d'unités. Nous indiquerons à l'a- 
venir la période , en la plaçant entre deux crochets. 

Par exemple, 2 == 0,666... — 0,6]; $ = 0,272727... 
= [27]; À * ==0,[342]... $= o [571428]... = 0,83333. 
—o,8[3] ; == 0,58(3]. .. . : la période est tantôt de 1, tantôt 
de 2, de 3... chiffres; là elle commence dès la virgule; ici elle 
ne prend qu'un, deux... . rangs au-delà. 

52. Si le dénominateur n'a ni 2, ni 5 pour facteur, la pé- 
riode commencera dès la virgule. Car en réduisant } en frac- 
tion décimale, supposons que les restes 5 et 2, donnant les 
dividendes 5o et 20, aient pu conduire à deux restes égaux ; 
la différence 5o —2o serait divisible par 7 (p. 21), ce qui est 
impossible, puisque les restes 5 et 2 sont < 7, et que 7 n'a 2, 
ni 5 pour facteurs. Ainsi deux restes inégaux 5 et 2 ne peuvent 
donner le même reste, et si l'on obtient deux restes égaux, 
les restes précédens l'étaient eux-mêmes ; ét ainsi en remon- 
tant jusqu'au 1*' reste 3 (9). 


Sou Е x А ; 
(*) Pour réduire une fraction yn décimales, il faut ajouter un zéro pres 


de chaque reste : admettons que 10D et 10D' soient deux dividendes me 
conduisant au méme reste r ; les quotiens étant 7 et q’, ona 
10D = bg ғ, 10D — bf 4, 
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Mais si le dénominateur de la fraction a pour facteurs des 
puissances de 2 et de 5, avec d'autres nombres , la période est 
précédée d'autant de chiffres qu'il y a d'unités dans l'exposant 
le plus élevé de 2 et de 5. Car soit proposée la fraction À}, 
comme 140 = 2?.5.7, si l'on multiplie par 100, on a...... 


83 55x83. 415 L3 _, 
== =" — —=5g-— 2857141; cette 
kog >< To 7 7 95 59, [285714] 
période commence dés la virgule : donc, en divisant par тоо, 


E — o,59[285714] dont la partie périodique est précédée de 


deux figures. 

Supposons qu'une fraction ; telle que? — 0,[714285] , ait à sa 
période le plus grand nombre possible de chiffres, c’est-à-dire 
autant qu'il y a d'unités dans son dénominateur moins 1. On a 
dû obtenir dans les divisions successives tous les restes 1,2, 3,... 
jusqu'à 6, mais dans un autre ordre : si donc on veut réduire 5 
en décimales, il est inutile de recommencer le calcul ; il suffit 
de le reprendre à l'endroit oà l'on a obtenu le reste 3, et de 
faire commencer la période au terme qu'on a déduit de 22, 
qui est 4; on a de suite 2 == [128571]: On voit qu'on a seule- 
ment rejeté à la fin les deux premiers chiffres 71 de la première 
période. De méme = = 0,[05263157894736842:], et pour 
13 on rejettera les trois premiers chiffres 052 à la fin, et l'on 
аша [631...21052]. C'est ce qui se voit aisément, en com- 


d’où retranchant i0 ( D—D') em & (gy }- 


Or, si b n'a pour facteur ni 2 ni 5, 10 et b sont premiers entre eux; q— 4' est 
< 10, puisque chaque quotient partiel n'a qu'un chiffre ; 1с second membre 
ne peut donc être un multiple de 10, ce qui démontre que cette équation ne 
peut subsister que par у — q’ = о; d’où D — D' : c'est-à-dire que le méme r 
ne se reproduit qu'autant que Je dividende partiel est lui-méme revenu; 
donc 4 fait partie de la période, puisqu'elle s'annonce au retour de l'un des 
restes déjà obtenus. Et comme le reste D doit aussi provenir d'un dividende 
qui a déjà été employé, il s'ensuit qu'il faut remonter au premier dividende 
а, pour trouver l'origine de la période, laquelle commence par conséquent 
dés la virgule. 


I. 5 
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mençant le calcul pour 5$, puisqu'on trouve que les premiers 
chiffres sont 63... 

On peut faire la méme chose, lorsque la fraction proposée 
n'a pas autant de chiffres que d'unités dans le dénominateur 
moins т (9), pourvu que le numérateur de la deuxième fraction 
soit un des restes obtenus pour la premiere. Ainsi 2; —:0,[037]; 


12 


pour 5$ on a o, [370]; pour 5$ on o, [703]; parce que ro 
est le premier reste, et 19 le deuxieme dans la division de 1 
par 27. Pour уу, il suffit de doubler les quotiens et les restes : 
ainsi, ту = o, (074), 55770, (740), 2$ ou plutôt = o, (407). 
On obtient de même, en multipliant par 5, 5 zo , (185), 
їз == о, (851), 25 — 0, (518). 

Voici diverses périodes dans le cas où le numérateur est т; on 
y a inscrit, pour chaque chiffre de la période, le reste qui l'a 
donné , afin d'en pouvoir tirer les périodes, quand le numéra- 
teur n'est pas r. 

$203] +=0,[:42857]. +=0,(0 о] 
Restos... ‘1 132645 1 10 
%=0,(0 36923], 
Restes.... 1 109 12 3 4 


^5*—o,[05882352941556 4 5] 
Restes... 1 10 1514 4 6 9 5 16 7 2 3303 8 12 
3-[o 2 7) z—o[o 2 4 39] 
Restes.... 1 то 26 1 зо 18 16 37. 


Réduisons en décimales une fraction dont le numérateur 
soit r, et supposons qu'on obtienne un reste égal au dénomi- 
nateur moins un; par exemple, 25, après trois divisions, 


donne le quotient 0,076 et le reste 12. Pour continuer l'opc- 


: р es m 12 13—1 І 
ration, il faut réduire en décimales—, ou =le —; 
13 13 13 


(*) On remarque que, lorsque le diviseur est un nombre premier, si la pé- 
riode n'a pas autant de chiffres que ce nombre a d'unités moins 1, du moins 
elle en a une quotité, qui est facteur (partie aliquote) de cette différence. 

3.3 MN FA " : 

Ainsi + s que 6 chiffres à la période; mais б est facteur de 13--1. ( Уо. la 
note page 43, et l'Arith. compl, de M. Berthevin. ) 
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il faut donc retrancher de 1 la partie ,076 déjà obtenue au 
quotient, c'est-à-dire prendre les complémens de tous ses 
chiffres à 9, savoir, 923; en sorte que =; = o,[076923]. La pé- 
riode est alors accomplie ; car puisque 13? divisé par 13 a donné 
le reste 12, en ajoutant 1,10? + 1 doit donner le reste 13, ou 


3 
plutôt zéro, eti = entier : multipliant par 10! — 1, on 
100—1. е : 10* à le 
trouve que 54; : "ув = entier, c'est-à-dire que is onne 


reste 1; la période a donc 6 termes. 

Ce qu'on vient de dire s'applique toujours au cas où la pé- 
riode est composée d'autant de chiffres qu'il y a d'unités dans 
le dénominateur moins un, car on est sûr d'obtenir (dans un 
ordre différent) tous les restes 1, 2, 3, 4,... et par conséquent 
le dénominateur moins un : le nombre des divisions qui don- 
nent la période est réduit à moitié. Ainsi pour ту, neuf divi- 
sions donnent le quotient 0,052631578 et le reste 18; prenant 
donc les complémens à o, on joint à la suite le nombre 
947368421, et on а ;; = 0,[05263 1578947368421]. Pour + 
on а 0,0136 et le reste 72, donc 7; = o,[01369863]. 

Le procédé suivant permet de prolonger rapidement la par- 
tie décimale obtenue, par quelques divisions initiales. Pour = 
on trouve 0,05263 avec le reste 3, et il reste à développer 15 
ou 3 x т; on multipliera donc par 3 le quotient trouvé et on 
éçrira ce produit à la suite; savoir 15789; alors le reste est 9, 
et il faut multiplier par 9 le quotient total, ou plutót par 3 le 
produit précédent, et ainsi de suite. On donne au calcul la 
disposition suivante : 

д = о, 0563 
15589 
(30 
ETE 


5 = o, (05263 15780 47308 421)05 203 Kx 


Chaque produit par 3 ajoute cinq figures au résultat, et quand 
ce produit a 6 chiffres, le 6° s'ajoute aux unités du produit 
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précédent. On trouve de méme 


$ = 0,0140845 avec Te reste 5 
produit par 5,,.. 0704225 
3521125 
1 5 
B 8028125... 
y; = 9,014085 0704225 3521120 2600633 8028125... 

53. Il est facile de remonter d'une fraction décimale à sa gé- 
nératrice. 1°. Si cette fraction est finie, comme o, 55, on l'écrira 
sous la forme $$ , qu'il s'agira ensuite de réduire (n° 38, 3°.) à 
la plus simple expression À 

2^. Si la fraction décimale n'est qu'approchée , et qu'on n'en 
connaisse pas la période en totalité, le probléme admet une in- 
finitéde solutions. C'estainsi que o,75;0,756;0,755;0, 7512, etc., 


répondent aux fractions ; , 252, 153, etc. , qui, réduites en dé- 


171 599 эре? 
cimales , ont 0,75 pour premiers chiffres. 
3°. Mais si la période est connue, et qu'elle commence dès 
la virgule, comme pour 0,666..... 0,2727... etc.,... on ob- 
servera que 5, эс, 30%,-..- réduites en décimales, donnent 
o, [1], o, [01], o, [001]... On peut donc, par exemple, regar- 
der o, ep AP le produit par 27 de о, [or] ou $5; ainsi 
o,[27] — 2; ou À. De même, o,[6] est le produit par 6 de 
о,[1] ou £ ; ainsi o,[6] = $ ou ?. Donc, pour remonter d'une 
fraction 25d di périodique à la fraction génératrice , il faut 
diviser la période par le nombre formé d'autant de 9 successifs 
que la période a de chiffres. 
On trouvera ainsi que o,[342] = #5 = 24; o, [571428] 
= =} 0,(036] = JE = + 
4°. Si la période ne commence pas dès la virgule, on trans- 
portera la virgule à l'origine de la période, et on cherchera la 
fraction qui est égale à toute la partie périodique : réunissant 
cette fraction à са" on en formera une fraction а deux 
termes dont on multipliera le dénominateur par une puissance 
de ro marquée par la quotité des figures de la partie non pé- 
ique. Ainsi, pour 0,5333..., je multiplie par то, et j'ai 
5,333... = 5 } = +45; divisant par 10, il vient o 15333,22 
мог: Рош о,88[5:3], on prend 88 [5а] == -88:$# 2l 


divisant par тоо, ou trouve о,88[513] = F5 = HH 


Tax" 
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Des Nombres concrets et complexes. 


54. Jusqu'ici les nombres que nous avons introduits dans nos 
calculs sont abstraits , c'est-à-dire que l'unité n'a pas été définie. 
Mais ces nombres ne peuvent faire acquérir la notion de la gran- 
deur des objets que quand l'unité est connue. Par le nombre 24, 
on marque bien que la grandeur à mesurer est formée de 24 fois 
l'unité : mais lorsqu'on dit, par exemple, que le jour est coin 
posé de 24 heures, on énonce, 1?. que l'unité de temps est la 
durée d'une heure ; 25. que 24 de ces unités durent autant qu'un 
jour. Ces sortes de nombres, composés d'une unité particulière, 
qu'on répète autant de fois que l'indique une quantité abstraite, 
sont ce qu'on nomme des Nombres concrets : ce sont de véri- 
tables produits, dont le multiplicande est l'unité, et le mul- 
tiplicateur un nombre abstrait : l'énoncé 24 francs revient à 24 
fois un franc. 

Nous devons, avant tout, faire connaitre les dénominations 
qui servent à désigner les diverses unités. 

1°. L'unité de longueur se nomme Mètre ; c'est la dix-millio- 
nième partie de l'arc du méridien de Paris, qui s'étend du 
póle à l'équateur. 

2°. Un carré dont le côté a 10 mètres cst l'unité de surface; 
on le nomme dre. 

3°. Le cube qui a pour côté la dixième partie du mètre est 
l'unité de volume; c'estle Litre. On se sert aussi du mètre cube, 
ou stère, pour mesurer le bois de chauffage. 

4°. Le poids d'un cube d'eau qui a pour côté le centième du 
mètre est l'unité de poids; c'est le Gramme. Comme le poids 
d'un volume croit avecla densité, il faut ajouter que l'eau doit 
être pure, et au maximum de densité, qui est vers 4 degrés 
du thermomètre centigrade. 

5°. L'or et l'argent monnayés doivent contenir 2 d’alliage, 
c'est-à-dire être à 0,9 de fin. L'unité monétaire est le Franc, 
pièce d'argent du poids de 5 grammes. 

Mais ces unités sont, pour divers usages, ou trop grandes, ou 
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trop petites : par exemple, la distance dedeux villes et l'épais- 
seur d'un livre, exprimées en mètres, seraient d'une part un 
trop grand nombre, et de l'autre une fraction génante : on a 
réuni plusieurs de nos unités de chaque espèce en une seule pour 
mesurer les grandeurs considérables, et sous-divisé chacune en 
parties propres à mesurer les petites quantités. La longueur de 
dix mètres forme le Décamitre ; la capacité de dix litres, le 
Décalitre ; le poids de dix grammes ‚ le Décagramme , etc. La 
longueur de cent mètres est l’Hectomètre ; le volume de cent 
litres, 'Hectolitre ; cent grammes, l'Hectogramme ; cent ares, 
Y Zectare , etc. ; mille mètres font le X iZométre ; mille litres, le 
Kilolitre ; millegrammes, le Kilogramme, etc. ; dix mille mè- 
tres valent un Myriametre , etc. , ces nouvelles unités devenant 
ainsi de dix en dix fois plus grandes. 

On partage de méme le mètre, le litre,.... en dix parties; 
on nomme Décimètre, le dixième du mètre ; Décilitre, le dixième 
du litre; Décime, le dixième du franc, etc. Chacun de ces 
dixièmes se partage de méme en dix ; le Centimètre est le cen - 
tième du mètre; le Centime , le centième du frane.... ; le Mil- 
limétre est le millième du mètre, etc. 

Ainsi, en se réplant toujours sur l’ordre décimal, la nomen- 
clature s'est trouvée comprise dans nossix noms d'unités princi- 
pales, devant lesquels on place des additifs empruntés à la langue 
grecque pour désigner des mesures de dix en dix fois plus 
grandes : déca, dix ; hecto, cent; kilo, mille; myria, dix mille; 
et les adjectifs dérivés du latin : deci, dix; centi, cent; milli, 
mille, pour indiquer des unités de dix en dix fois plus petites. 
Par exemple, un kilogramme vaut mille grammes ; un centi- 
mètre , le centième du mètre, etc. De méme 3827,5 grammes 
valent 3kilogrammes, 8hectogrammes, 2 décagrammes, 7 gram- 
mes et 5 décigramines ; où, si l'on veut, 38,275 hectogrammes, 
ou 3,8275 kilogrammes. On énonce ces grandeurs de la maniere 
accoutumée aux fractions décimales; la seconde, par exemple, 
se lit ainsi : 38 hectogrammes et 225. 

ЇЇ s'en faut de beaucoup qu'on ait besoin de tou tes les espèces 
d'unités comprises dans cette exposition; mais on rejette celles 
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qui n'ont pas d'usage. Nous dirons donc que Ze mètre est la dix- 
millioniéme partic de l'arc du méridien qui va du pôle à l'équa- 
teur; Pare est le décamètre carré ; le litre, un déciméire cube ; le 
st&re, un mètre cube ; le gramme est le poids d'un centimètre 
cube d'eau distillée au maximum de densité; le franc est le 
poids de 5 grammes d'argent à Æ de fin (*). La conception 
simple et grande qui a donné naissance à ce système repose sur 
cette idée, qu'il faut prendre dans la nature un terme invariable, 
le mètre, et déduire ensuite de cette mesure toutes les autres: 
si quelque catastrophe venait à détruire tous nos étalons, ils se- 
raient faciles à retrouver. 

Cet adinirable systéme a rencontré une opposition devant la- 
quelle on a cru devoir fléchir; on permit l'usage des anciens 
noms: ainsi on traduit le mot hectare par arpent, décalitre par 
velte, litre par pinte, hectolitre par septier ; décalitre par bois- 
seau, kilogramme par livre, etc. Ce ne fut pas une idée heu- 
reuse que de céder ainsi sur la nomenclature; ee ne sont pas les 
noms dont l'usage est gênant; c'est une habitude, contractée dés 
l'enfance, qui a mis nos besoins en relation avec des mesures 
qu'il faut changer. Ainsi l'on ne remédia qu'à un mal imagi- 
naire, et l'opposition demeura dans toute sa force. 

55. Le plus bel éloge qu'on puisse faire des nouvelles mesures 
est l'exposition des anciennes. Nous présentons ici le tableau de 


(*) Les pièces de 5 francs pèsent 25 grammes; 4 de ces pièces pèsent un hec- 
togramme; 100 francs pèsent un demi-kilogramme. On accorde, sur le poids et 
le titre des pièces de 5 francs, une tolérance de 0,003 en plus et en moins. Lo 
kilogramme d'argent pur vaut environ 222 francs. Les pièces de 5 francs ont 
37 millimètres de largeur diamétrale ; 27 de ces pièces , placées sur une mème 
ligne, bout à bout, donnent la longueur du mètre; 8 pièces forment à peu 
près 3 décimètres. 

Les pièces de 4ofr. pèsent 12,90322 grammes; celles de 20 fr., 6,45161 gram- 
mes, ou 159 pièces de 20 francs pèsent un kilogramme, valant 3100 francs. 
On accorde une tolérance de 0,002 sur le titre et sur le poids, soit en plus, 
soit en moins. 34 piéces de 20 fr. et 11 de До fr. , placées bout à bout sur une 
ligne, forment la longueur du mètre. Le kilogramme d'or pur vaut environ. 
3444 fr. La valeur de l'or monnayé est 15 fois et demie celle de l'argent. 
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celles qui étaient en usage à Paris ; car elles changeaient avee 
les provinces, et méme avec les villes d'un méme État (*). 

L'unité de longueur se nommait Toëse ; elle se divisait en 
6 Pieds, chacun de 12 Pouces, et chaque pouce de 12 Lignes. 

L'unité de poids était la Livre lb, partagée en 16 Onces 3 , 
chacune de 8 Gros ou Dragmes 3, divisés chacun en 72 
Grains gr, ou en 3 Scrupules © (de 24 grains). La livre était 
encore partagée en 2 Marcs, de 8 onces chacun, еіс. Le signe £ 
désigne une demie; ainsi 3 772 veut dire 2 gros et demi. 

La livre-monnaie, dite Tournois, était composée de 20 Sous, 
chacun de 12 Deniers. 

L'unité pour peser les diamans était le Karat, poids de 3,876 
grains poids de marc, ou 2 décigrammes; il se divise en 4 
grains (**). 

Le Jour se partage en 24 Heures, V heure en бо Minutes’, 
chacune de бо Secondes".... 

Les étoffes étaient mesurées avec une longueur nommée 
Aune, d'environ 44 pouces (437°,9028 == 43° зө", 8333). 


(*) Ces irrégularités tiennent, soit aux besoins, soit aux usages des pays. 
Tantôt on préférait la sous-division par 12, tantôt par 20 : on choisissait des 
mesures en relation ici avec les travaux de l'agriculture , là avec les copsom- 
mations. Par exemple, le boisseau ras de blé en grain pesait 20 tb; un septier 
de farine pesait 220 Ib, etc. ; la livre de Lyon avait 14 onces; ailleurs elle n'en 
contenait que 12 , etc. 

En faisant disparaître toutes ces variations ‚ le nouveau système a rendu un 
service incontestable aux hommes ; mais il a malheureusement l'inconvénient 
de ne pas étre devenu , par l'usage, en relation avec nos besoins. 

(**) La valeur d'un diamant dépend de son poids, de sa taille, de sa figure, 
de son eau ( son éclat et sa transparence)... Pour l'évaluer, d’après la règle 
de Jefferies , on exprime d'abord je prix du poids d'un karat, et l'on multiplie 
ce prix par le carré du nombre de karate. Par exemple , si le karat vaut 
5o francs, un diamant de 133 karats vaut 50 x (133)°, ou 884 450 francs. Le 


Piire , diamant de la couronne, du poids de 136 karats Р fut payé 2 mil- 
lions et demi, ce qui revient à 134 francs le premier karat. Le Sancy, autre 
diamant de la couronne, pèse 53 : karats. Au reste, la règle de Jefferies ne 


subsiste que jusqu’à un certain poids , passé lequel le diamant, n'a qu'un prix 
d'affection. 
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Le Boisseau , capacité de 655,78 pouces cubes, contenait 16 
litrons (de 40,986 pouces cubes chaque). Le Septier valait 
12 boisseaux, c'est-à-dire 7869,36 pouces cubes ; la Mine, 6 
boisseaux ; le Minot, 3; le Muid, 144, c'est-à-dire 12 sep- 
üers. 

La Pinte, qui, selon l'ordonnance des Échevins, devait con- 
tenir 48 pouces cubes, n'en avait réellement que 46,95. La 
Velte valait8 pintes; le Muid 288; il se divisaiten 2 Feuillettes 
ou 4 Quartauts. Le Tonneau ког 2 muids ou 576 pintes. А 
Bordeaux , le tonneau contenait 3 muids ou 864 pintes; la 
Queue d'Orléans valait 432 pintes. 

Récapitulons les mesures ci-dessus énoncées. 


Toise. Pieds. Pouces. Li| nes. Jour. Heures. Minutes. Secondes. 
i 2 giu = 1 = M = p s 86400 
1 = 9 = n | = = 3000 

= 1 = 6o 


Livre. Marcs.  Onces. Gros. Scrupules. Grains. 


И =: £346 19 = 304 — n 
t = = 4 = 192. m 3608 
i = = aj = 556 
* = = 72 
д. аа 24 
Muid. Septiers. Boisseaux. Litrons. Livre. Sous. Denicrs. 
t= nh = i = 2304 1 a0 
$9; = э zz: 19 Pa t 
= 16 


" 
Quant aux rapports entre les anciennes et les nouvelles me- 


sures, voyez à la fin de VArithmétique. 

Il nous reste à parler des moyens de faire les quatre règles 
sur des nombres complexes : on nomme ainsi ceux qui sont 
formés d'unités principales et de sous-divisions. Nous n'avons 
rieu à dire pour les nouvelles mesures qui, n'admettant que 
des fractions décimales, rentrent dans ce qu'on a enseigné 
( n% 45, 46 et 47). 

56. Pour ajouter ou soustraire les quantités complexes, on 
écrit, au-dessus les unes des autres, les parties qui ont une 
méme dénomination, et l'on opère successivement sur chacune» 
en commençant par les plus petites. Si la somme d'une colonne 
surpasse le nombre d'unités nécessaires pour former une ou 
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plusieurs unités de l'ordre superieur, on les retient, et l'on ne 


pose que l'excédant. 


Exemples d'addition : 


Toises. Pieds. 
т РЧ, 1 
23 a 8 
MA 5. зо 
E s 7 
За! 2 10 
Livres, Sous. Deniers. 
322 17 5 
44 n 2 
TIR 4 
18 2 3 
43. 6 6 
435 16 б 


Pouces. Lignes. 


Mares. Onces. Gros. Gnins. 
5 з ВУ И 
зу фу; 
^ o DEUM 
4 5 6 16 
380 о à 5 


3. IUS 54 
ЖИ owe 
о 2t 3 48 
8 17 4 ' 


Dans le premier de ces exemples, la colonne des lignes donne 
25 lignes ?, ou 2 pouces 1 ligne 2, parce que 12 lignes valent 
1 pouce; on pose donc seulement 1 5 , et l'on reporte 2 à la co- 
lonne des pouces, qui donne 34, ou 2 pieds то pouces ; posez 10 


et retenez 2, etc. 


Voici quelques soustractions : 


Livres. Onces. Gros. 
3» hw 
ra tu 5 
E G3 9 
Livres. Sous. Deniers. 
3 0 4 
127 B^ 4 


222 8 9 


Toises. Pieds. Pouces. Lignes. 
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497 o о o 
зо 4 3 10 
16) І 8 2 
Jours. Heures. Minutes. Secondes. 
17 11 47 5 
13 18 55 до 
3 16 51 25 
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On voit qu'aprés avoir soustrait 12 grains de 44, on passe aux 
gros; mais comine 2—5 ne se peut, on ajoute 1 once ou 8 
gros, et l'on a 10 — 5 = 5; puis on ajoute pareillement une 
once aux 12 qu'il faut ôter de g; de sorte qu'on dira 9—13 ne 
se peut; ajoutant une livre ou 16 onces, ona 25—13— 1, ctc... 
Cette opération est fondée sur le méme principe que pour les 
nombres entiers. 

Descartes, né le 3 avril 1596, est mort le 11 février 1650 ; 
Pascal , né le 19 juin 1623, est mort le 10 août 1662 ; Newton, 
né le 15 décembre 1642 , est mort le 18 mars 1 727. On demande 
la durée de la vie de ces grands géomètres. 

57. Pour la multiplication des nombres complexes, d’après 
les principes donnés (n° 42), on opérera séparément sur les 
entiers et sur les fractions. On remarquera que le multiplica- 
teur doit toujours être un nombre abstrait (n° 54), desliné à 
marquer combien de fois on répète le multiplicande. Mulüplier 
12 francs par 3 aunes, ce ne peut être répéter 12 francs 3 aunes 
de fois, mais bien répéter 12 francs autant de fois que l’unité 
est comprise. dans trois aunes, c’est-à-dire 3 fois. Ainsi, lorsque 
les deux facteurs paraissent concrets, c’est que la question est 
mal interprétée. Au reste, ceci s'éclaircira par la suite. 

Il se présente deux cas , suivant que le multiplicateur est ou 
n'est pas complexe. 

1° cas. On voudrait savoir le prix de 17 aunes 5 d'une 
étoffe qui coûte 45 livres 12 sous 6 deniers Faune ; il est clair 
qu'il faut répéter ce dernier nombre 17 fois et }, de sorte que 
le mulüplicateur 17 2 cesse de représenter des auncs, et de- 
vient un nombre abstrait (n° 54). On multiplie d'abord 
45 livres, puis 12 sous, puis enfin 6 deniers par 17. Le pre- 
mier de ces calculs n'offre pas de difficultés. Décomposons 12 
sous en 104-2 : puisque 1 livre répétée 17 fois, donne 17 livres, 
10 sous ou © livre doit donner la moitié de 17 livres; 2 sous en 
donne le dixième, ou le‘cinquième du produit de 10 sous. On. 
a pour 6 deniers, le quart du produit que donne 2 sous. On 


prend ensuite les deux tiers du multiplicande, ct l'on ajoute le 
tout, 
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Voici l'ordre qu'on suit dans ce calcul : 
45^ 127 6% 
17 i 
"T 
m ]1 tois 45* 
B...10*...... pour 107, la moitié de 17*. 


1...14....... pour 2f,le ro° de 17", ou le 5° de8* 107. 
о... 8.. 6^.. pour 6, le$ du produit qu'a donné 27. 
15.4 р, 2.., ройг+, le tiers du multiplicande 

15... 4.« 2... рош ў. 


8067 о? 10* 


Dans ce genre d'opérations tout se réduit à décomposer cha- 
que fraction en ses aliquotes, comme n° 42. Ainsi rg sous 
ou 22 de livre, se décompose en ==, $=}, et i;il 
faudrait donc, pour 19sous, prendre la $, le ! et le { de l'entier 
multiplicateur , considéré comme des livres. On pourrait aussi 
prendre =}, $ zz } ct deux fois Z = $. De méme pour 
ў on prendra 1 — 1, =} eti. 

On voit ,donc que, pour multiplier une fraction complexe, 
aprés l'avoir exprimée en fractions à deux termes, il faut dé- 
composer son numérateur eu parties qui divisent le dénomina- 
teur; les fractions composantes seront donc réduites à d'autres 
dont le numérateur est 1. Par exemple, pour то pouces, ou ++ de 
pied, on coupera ro en 6 4-2 #2, ce qui fera, en réduisant, 
i, в €t 43 ou bien en 4 + 4 + 2, qui font 3, ; et ;; ou en 
6 + 3 + 1, qui donnent !, + et =, etc... 

Observons que si le multiplicateur А | 
n'a qu'un seul chiffre, il est plus =! КЕ й ko 
simple d'opérer comme pour l'addi- II p 
tion. Dans l'exemple ci- contre, on = 5 
dira: 7 fois 18 grains — 126 grains — 

1 gros 54 grains. Оп pose 54 et on retient т. Passant au produit 
de 4 gros par 7, on a 47x 7 7-1—29 gros, ou 3 onces 5 gros; 
on pose 5 gros et l'on retient 3 onces, etc. 

Pour multiplier 14 s. par 483, il faut prendre les 1 ou les + 
de 483 livres; on а ©?! ou 338,1, ou enfin 338 liv. 2 s. Cet 
exemple prouve que, pour multiplier un nombre pair de sous, 


WWW.rcIn.orc 


NOMBRES COMPLEXES, 77, 


il faut en prendre la moitié , faire le produit de cette moitié, en 
mettant au rang des sous le double des unités de ce produit. 
Pour 185. >< 56, comme 56 X 9 —5o4, оп a 5o liv. 8s. ; 8o 
pièces de 12 s. font 8 >< 6 = 48 liv. 

2* cas, Cherchons la valeur de 36 marcs 6 onces 4 gros d'ar- 
gent à 51 liv. 15s. 5 den. le marc. On répétera d'abord 51 liv. 
15 s. 5 den. 36 fois; et ensuite autant de fois que 6 onces 4 gros 
sont contenus dans le marc : le multiplicateur est abstrait et 
cesse de représenter des marcs. Ainsi on ne multipliera d'abord 
51 liv. 15 s. 5 den. que par 36, ainsi qu'on le voit ci-contre, 
d’après la règle exposée ci-dessus. Il reste ensuite à multiplier 
par la fraction 6 onces 4 gros ; en prenant d’abord pour 4 onces 
la moitié du multiplicande total 51 liv. 15 s. 5 den. , parce que 
4 onces équivaut à +, ou la 
moitié d’un marc; pour 2 onces, SP Uu 


on prend ensuite la moitié de Ка e 4e 
ce produit, etc. 153 


Il arrive souvent que, pour Pour үл (5 V 
1 


faciliter les calculs, ont fait un 135.5 à 

faux produit : par exemple, 45... n 

“с А : т... d 

si l'on avait eu 14 s. au lieu de £e ...25 8: 
; UC XE 

15 s. , il aurait fallu de même ы 4 x cT 

faire le produit de 1 s. , qu'on (V... 8 4 8 kJ 

aurait cffacé après avoir trouvé 1905 16 32 


le produit des 5 den. 
Voici deuxautres exemples : 


127 18” 8^ 37» 157 8^ 
{2° 5» P gt 3" ne 
TU оғ T, 
á po 18 17 зо 
p^ 8...3) 167 Е. рг. der” 6 f аг 
F. pr. de 17... = z РАР 2 1 31:4 
р" 4»... 06 ц KU га бат? 
4^5... 0' 14 ЗЕ» UI 55 
35... 6 à 4^ RH TT. T 
nr... 6 à} DURANT 
ЇР?. о i E- 
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58. Puisque le quotient, multiplié par le diviseur, produit le 
dividende, la division doitoffrir aussi deux cas, suivant que le 
quotient ou le diviseur représente le multiplicateur, et doit être 
considéré comme abstrait. 

1* cas. Si le diviseur est le multiplicateur, lequotient est le 
multüplicande et doit être de la méme espece d'unités que le 
dividende, qui représente le produit, 

Lorsque le diviseur n'est pas complexe, on opere tour à tour 
sur chaque espèce d'unités du dividende, en commengant par la 
plus grande. Ainsi, pour diviser 234 liv. 15 s. 7 den. par 4; 
on prendra le quart de 234 liv., qui est 38 liv., avec le reste 
2 liv., qu'on réduira en sous pour les joindre: aux 15 s. du divi- 
dende, 4o + 15 = 55, dont le quart est 13 s. avec le reste 3 s. 
ou 36 den. ; 36 + 7 = 43 den., dont le quart est то ? den., 
le quotient est donc 58 liv. 13 s. 


то 2 den. 1517 17 6^ a 
t 257 { 
" 124 ЗА 


Unouvrieraregu 151 liv. 14s. — Е 


6 den. pour 42 jours de travail; — 1:4 
pour savoir ce qu'il gagnait cha- M 
quejour, on divisera 151 liv. 14s. 10 

6 den. parle nombreabstrait 42. Ira 


On voit ci-contre le détail du ү 
calcul. 9 

Quand le diviseur n’a qu'un seul chiffre, comme dans lc 
premier exemple, au lieu de suivre tous les détaills de ce type 
de calcul , il n'est besoin d'écrire que le quotient, attendu que 
la mémoire suffit pour retracer les restes successifs. C'est ainsi 
qu'on en a usé (р. 23), et méme dans les exemples de multi- 
plications complexes, lorsqu'il a fallu prendre la moitié, le tiers, 
le quart..... 

Si le diviseur est complexe, mais qu'on doive encore le re- 
garder comme abstrait, il faut d'abord faire disparaître les frac- 
tions qui l'aifectent : pour cela, оп multipliera le dividende et 
le diviseur par le nombre qui exprime combien la plus petite 
espèce d'unités de celui-ci est contenue dans la plus grande. 
Cette opération n'altérera pas le quotient (n? 15. 1°); et comme 
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chaqueespèce d'unités du diviseur produira desunités entières, 
ii sera reudu entier. Ainsi, 42 toises 5 pieds 4 pouces ont coûté 
554 Viv. (35.11 den. 1; on demande le prix de la toise? Il faut 
diviser ce dernier nombre par le premier, considéré comme 
nombre abstrait. Comme 4 pouces, ou 4 de pied, est contenu 
18 fois dans la toise , on doit multiplier les deux nombres pro- 
prosés par 18. La question devient : 772 toises ont codté 9084 liv. 
тов. 8 den.; quel est le prix de la toise? La division de 9984 liv. 
10 s. 8 den. par le nombre abstrait 772 donne pour quotient 
12 liv. 18 s. 8 den. 

De même, pour diviser 806 liv. o s. то den. par 17 $, il faut 
multiplier par 3, et l'on a 2418 liv. 2 в. 6 den. à diviser par 53. 
Si le diviseur est 3" 7° Де, on multipliera par 16, parce que 
4 gros ou la moitié de l'once, est contenu 16 fois dans le marc. 

2* cas. Si le diviseur est le multiplicande, il doit être de 
la méme espèce que le dividende ; le quotient est abstrait, et 
indique combien de fois l'un contient l'autre. On fera dispa- 
raître les fractions du dividende et du diviseur , ainsi qu'il 
vient d'étre dit, puis on les regardera l'un et l'autre comme 
des nombres abstraits : en effet, 12 liv. contiennent 3 liv. autant 
de fois que t2 contient 3. 

Par exemple, pour diviser 364 liv. 14 s. 3 den. + par 37 liv. 
15 в. 8 den. , on multipliera ces deux nombres par 20 X 12 X 18 
ou 4320, parce que le dix-huitième de denier est contenu {320 
fois dans la livre. Il faudra donc diviser 1 575 565 par 163 224, 
ce qui donne 9 15232, Pour faire la preuve par la multiplica- 
tion, p. 77, il faut évaluer la fraction 12525? en parties de la 
toise, comme on va le dire, 

Combien de fois 143 liv. 17 s. 6 den. contient-il 15 liv.? Il 


faut multiplier par До, et diviser entre eux les produits 5755 
et 440; on trouve 13 fois et 25, 

5g. Les fractions à deux termes, les décimales et les com- 
plexes sont les trois sortes de fractions en usage. Nous savons 
déjà convertir les deux premières l'une en l'autre ( p. 63 et 68); 
voyons à les changer en la troisième, et réciproquement. 


On réduit une fraction en nombre complexe, en divisant le 
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numérateur par le dénominateur. Ainsi, pour avoir les $ de la 
livre, on divisera 5 livres par 7, et l’on aura 14 sous З de- 
niers ў. 

Réciproquement, pour convertir un nombre complexe en 
fractions à deux termes, il faut le réduire à sa plus petite es- 
pèce. Ainsi 14 s. 3 den. $ vaut 171 den. 2, ou 22° de den. : 
comme la liv. vaut 240 den. , on divisera par 240 , et l'on aura 
1299 ou 5 de liv. 

Pour évaluer en sous et deniers lafraction o,715 liv. , il faut 
multiplier par 20 , et l'on a r4,3s.; de méme multipliant o, 3 s. 
par 12, on a 3,6 den. ; donc o*,7:15 = 147 35,6. 

On réduit une fraction complexe en décimales, en la con- 
vertissant d'abord en fraction à deux termes , puis celle-ci en 


décimales ( n? 5o). 


Ill. PUISSANCES ET RACINES. 


в 
Formation des Puissances. 


60. En multipliant un nombre par lui-même, 1 2, 3,... 
fois successives, on en obtient les puissances 2, 3, 4,... comme 
on le voit dans le tableau ci-contre. 


1629516 

5764801 
a6a144 12097152. |16777216 [134217728 
зии [4782959 |43046721 [387120459 


2 
3 
á 
5 
6 
7 
8 
9 


э? 
3 7. iin 


Le carré. (n°41, 5*) de 1 est 15x 1 =; le cube est 
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Lorsqu'on veut former une puissance élevée, on peut éviter 
de passer successivement du carré au cube, du cube à la qua- 
trieme puissance..... Soit demandé 3"; comme il s'agit de 
rendre 3 onze fois facteur, je décompose 11 en 3 +4 + 4; il 
vient 3! —3? >< 3* X 34. On voit donc qu’il faut décomposer 
la puissance proposée en d'autres dont elle soit la somme, et 
multiplier ces résultats entre eux ; en sorte que , dans la multi- 
plication, les exposans s'ajoutent. Ici, 3% = 27,34=—81; en 
multipliant, on a 37 — 2187; multipliant de nouveau par 81, 
on trouve 3! 22:77 147. 

Observez que 3! >< 34 n'est autre chose que le carré de 35, ou 
81 °= 6561 ; ainsi, multipliant (39, ou 6561 par 3°=27, on 

obtient de même 3''. La puissance 12 est 34 >< 3+ >< 3! =le Ube 
de 3* ou (31), on trouve 3° — 813 — 531 441; divisant par 3, 
il vient 3" = 177 147. En général, décomposez la puissance 
proposée en deux facteurs , formez la puissance indiquée par 
l'un, et élevez le résultat à la puissance marquée par l'autre ; 
ou autrement, pour élever à une puissance, multipliez l'expo- 
sant par le degré de la puissance. (Foy. n° 124). Par exemple, 
pour 5", faisons * « 5", Or 18—235«35« 3; 5'5—5*9* 1 on 
fera donc le carré de 5, on l'élevera au cube, puis le résultat 
encore au cube, et l'on aura la dix- huitième puissance; 
aprés quoi on divisera par 5 pont avoir la dix ~ septième. 
Voici le calcul : 55— 25, 253 — 55 — 15 625, dont le cube est 
5'3 — 3 814 697 265 625; enfin 5" = 762 939 453 125. On 
remarquera avec quelle rapidité les puissances croissent. La 
soixante-quatriéme de 2 est 18 446 744 073 709 551 616. 


Extraction des Racines carrées. 


61. Le carré d'un nombre de 2 chiffres, tel que 35, se forme 
par la multiplication de 35 par 35, opération qui exige quatre 
produits partiels; 1°. 5 >< 5, ou le carrédes unités ; 3°. 30 >< 5, 
ou le produit des dixaines par les unités; 3°. une seconde fois 


Зо >< 5; 4°. Зо X 30, ou le carré des dixaines. Donc le carré 
n. Tp. 6 
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d'un nombre de 2 chiffres est formé du carré des dixaines, deux 
fois le produit des dizaines par les unités, plus enfin le carré 
des unités. Ainsi 35° == доо + Зоо + 25 = 1225. 

Pour multiplier 7 4- 5 par 7 +5, on multiplie 7 et 5 d'abord 
par 7, puis par 5, et l'on ajoute; ce qui donne 7° + 7 X 5d'une 
part,et72«5-]-5* del’autre. Donci2? est—49--25 +2X35—144. 
Donc, pour faire le carré de 7 +5, il ne suffit pas de carrèr 
7 et 5, il faut encore ajouter le double du produit de 7 par 5. 
Le carré d'un nombre composé de deux parties se forme des 
carrés de chacune, augmentés du double de leur produit. (FA oy. 
n? 97, 1°.) 

62. Les carrés de 10, 100, 1000... sont 100, 10000, І 000 000 
ou 1 suivi de deux fois autant de zéros qu'il y en a à la racine: 
ainsi tout nombre d'un seul chiffre, ou compris entre г et 10, 
a son carré entre 1 et roo, c'est-à-dire composé de 1 ou 2 
chiffres : de méme tout nombre de 2 chiffres en a 3 ou 4 à son 
carré, etc. En général, Le carré a le double, ou le double moins 
1 , des chiffres de la racine (p. 19). 

Procédons au calcul de l'extraction des racines carrées. Celles 
des nombres de т ou 2 chiffres sont comprises dans les tables 
n° 14 et бо: quant aux autres, il faut distinguer deux cas. 

1° cas. Si le nombre proposé, tel que 784 , a 3 ou 4 chiffres, 
sa racine en a deux; et 784 est composé du carré des dixaines 
de la racine, de celui des unités, et du double du produit des 
dixaines par les unités. Or, la première de ces parties se forme 
en ajoutant deux zéros au carré du chiffre des dixaines(n°13,3°.); 
d'ouilsuitquece carré n'entre dans l'addition de ces trois parties 
qu'au rang des centaines. En séparant les deux chiffres 84, on 
voit que 7 contient le carré du chiffre des dixaines, considérées 
comme des unités simples, et en outre les centaines produites 
par les autres parties du carré. 

On prendra la racine du plus grand carré 4 contenu dans 7, 
elle sera le chiffre des dixaines cherché : car 7 étant compris 
entre les carrés de 2 et de 3, le nombre proposé 784 l'est entre 
20? et 30°; ainsi la racine est entre 20 et 3o, et l'on a 2 pour le 
chiffre des dixaines. 
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En retranchant 4 de 7, le reste 3 est la retenue; ainsi 384 est 
composé du carré des unités , plus du double des dixaines mul- 
tiplié par les unités. 

On forme le produit du double des dixaines par les unités, en 
multipliant le double du chiffre des dixaines par les unités , et 
mettant un zéro à droite. Ainsi , dans l'addition, ce produit 
est compris au rang des dixaines, et contenu par conséquent 
dans 38, en séparant de 384 le chiffre 4 des unités : 38 contient 
en outre les dixaines produites par le carré des unités, et celles 
qui proviennent de ce que 7/84 peut n'étre pas un carré exact. 
Si ces dixaines étaient connues , en les ótant de 38, le reste se- 
rait le double produit dontil estici question; donc, en le divi- 
sant par 4, double du chiffre des dixaines, le quotient serait les 
unités. Divisons donc 30 par 4, le dividende sera plus grand que 
celui qu'on doit employer, et le quotient pourra étre trop grand; 
mais il sera facile de le rectifier. 

Саг si le quotient ?*, ou 9 en nombre 
entier, représente en effet les unités, en 
plaçant 9 à côté du double 4 du chiffre 
des dixaines, 49 sera le double des dixai- о | gýt 384 
nes ajouté aux unités; et {9 X 9 sera | 


le double du produit des dixaines par | 27.3 5 | 52 
de Е “ЖА 2 3.5 

les unités, plus le carré des unités. Or, | 3 "urls 
49 X 9 — (41 > 384; donc 9 est trop Er - 
grand. On éprouvera le chiffre 8 de la 

méme manière; et, comme 48 x8=384 ; 121 | n 
qui, retranché du reste, donne о, on a T 
voit que 784 est le carré exact de 28. "RE 


On a mis ici le type du calcul, ainsi que 
celui de y/ 2735, qui est 52, avec le reste 31; de sorte que 
52 est la racine du plus grand carré contenu dans 2735, c’est- 
à-dire celle de 2735—31; ou 2704. On trouve ainsi ÿ/ 121—11. 
2* cas. On raisonnera de même si le carré a plus de quatre 
chiffres ; car alors, bien que la racine en ait plus de deux, on 
peut encore la regarder comme composée de dixaines et d'unités; 
par exemple, 523 a 52 dixaines et 3 unités. 
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Ainsi, pour 273 529, on verra, par 


la méme raison, que le carré des pi ba 9 | 523 

* . . ^ 3 . a ^ y 
dixaines, considérées comme simples | зо 4 m "i 
unités, est contenu dans 2735 (en J M 204 3129 
séparant les deux chiffres à droite, |— = 


29), et que la racine du plus grand 

carré contenu dans 2735 donne les dixaines. On a trouvé ci- 
dessus 52 pour cette racine, et 31 pour reste; de sorte que 
descendant 29 à cóté de 31, 3129 est le double produit des 
dixaines 52 par les unités inconnues, plus le carré de ces unités ; 
supprimant le chiffre 9, on divisera 312 par 104, double des 
dixaines 52 ; on aura le quotient 3, qui est les unités de la ra- 
cine , ou un nombre plus grand. 

Enfin, plaçant ce quotient à droite de 104, et multipliant 
1043 par 3, on retranchera le produit 3129 du reste 3129; ainsi 
523 est exactement la racine cherchée. 

Ce raisonnement s'applique à tout nombre; on voit qu'il faut 
le partager en tranches de deux chiffres, en commençant par 
la droite, ce qui ne laissera qu'un seul chiffre dans la derniére 
tranche , lorsque le nombre des chiffres sera impair. Chaque 
tranche donne un chiffre à la racine, en opérant sur chacune 
comme il vient d’être dit. Il est donc bien facile de juger à priori 
du nombre de chiffres de la racine d'un nombre donné. Quand 
cette racine n'est pas exacte , le calcul conduit à un reste; nous 
allons montrer l'usage de ce reste pour approcher de la racine. 

Observez aussi qu'il est inutile d'écrire les divers produits à 
soustraire, et qu'on peut, comme pour la division (p. 27), faire 
à la fois chaque multiplication et la soustraction. 


11.11.0 8.8 8.8 у | 33 333 5j.0 0.00.00! 0348 
21.1 CES 085 0.0 43х35 
189 ONE 710.0 "ii 
12 0.0 
TIE © 19% Ree. 6496 | 08 
2198.8 | 6663 66663 
19989 3 
19998.9 19989 199 989 
Reste... о 
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On peut aussi s'exercer sut les exemples suivans: V/ 7 283291 
— 2698, reste (087 ; et V 3 1279089 = 1783. 

63. On appelle Commensurables ou Rationnels les nombres 
qui ont une commune mesure avec V'unité : tel est *, parce que 
le 5° de l'unité est contenu cinq fois dans 1, et deux fois dans 2. 
Mais tout nombre entier, qui n'est pas le carré exact d'un en- 
tier, ne saurait létre non plus d'un nombre fractionnaire, et 
par conséquent sa racine est incommensurable avec l'unité. Car 
s'il y avaitune commune mesure , contenue, par exemple, cinq 
fois dans l'unité et treize fois dans 4/ 7, en sorte que (36) la 
racine de 7 fût représentée exactement par ^3 == y 7, en éle- 
vant au carré on aurait “À — 7; ce qui est absurde, ces deux 
fractions étant irréductibles (n° 41, 5°.). 

Puisqu’en divisant l’unité en parties égales, on ne peut ja- 
mais prendre celles-ci assez petites pour que l'une d'elles soit 
contenue exactement dans (/ 7, et qu'aucune fraction ne peut 
être la valeur juste de y 7, si Гоп veut la mesure exacte, il 
faut prendre une autre unité (36); à moins qu'on ne se con- 
tente d'une approximation, en rendant les parties de l'unité 
assez petites pour que la différence entre y 7 et un certain 
nombre de ces parties, puisse étre négligée comme de peu d'im- 
portance. Par exemple, si l'unité contient 100 parties, et qu'on 
trouve que 2 unités -+ 6/ de ces parties sont  V/ 7, tandis que 
65 surpassent W/ 7, c'est-à-dire que 7 soit entre les carrés de 
2,64 et 2,65, on dit que V/ 7 est entre ces nombres, et qu'on 
a cette racine à moins de un centième. C'est ce qui explique 
ce paradoxe , qu'on peut approcher autant qu'on veut de {у 7, 
quoique у 7 n'existe pas numériquement. 

Si l’on veut négliger les quantités moindres que le cinquième 
de l'unité, il faudra donc trouver combien 4/ 7 contient de ces 
cinquièmes, c'est-à-dire chercher deux fractions, telles que 5 
et ayant 5 pour dénominateur , dont les numerateurs ne dif- 
ferent que de 1, et qui comprennent y” 7 entre elles, ou plutôt 
7 entre leurs carrés. Pour obtenir ces numérateurs 13 et 14, con- 
cevons les carrés de nos fractions et celui de /7 multipliés par 
253 25 X 7 sera compris entre les carrés des numérateurs in- 
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connus, et par conséquent {/ (25 >< 7) ou y 135 scra com- 
pris entre ces numérateurs. Ог, 1 175 tombe entre 13 et 14 ; 
donc ^? et + sont les fractions cherchées, ou les valeurs 
approchées de y/ 7, à moins de 5, l'une par défaut, l'autre par 
excès (*). 

De méme pour avoir y/ (32) à moins de +, on multipliera 
33 par r1?ou 121; on aura 4492, dont il faudra extraire la racine 
en nombre entier : elle est 21, en sorte que y 3Ẹ est comprise 
entre ++, et 32 ou 2. Observez qu'on supprime dans 449 3 non- 
seulement la fraction ў, mais même toute la partie de 449 qui 
excède le carré de 21. Pour extraire la racine d'un nombre avec 
une approximation déterminée, on le multiplie par le carré du 
dénominateur donné, et l’on extrait en nombre entier la racine 
du produit : elle est le numérateur cherché. 

64. Si l’on veut approcher à l’aide des décimales , c'est-à- 
dire à moins de 0,1, 0,01...., il faut multiplier le nombre par 
le carré de то, de 100... ., ce qui revient à reculer la virgule 
vers la droite d'autant de fois deux rangs qu'on veut obtenir de 
décimales , en ajoutant un nombre convenable de zéros, si cela 
est nécessaire. /0,3à moins de 0,01 est 5; 3000, en reculant 
la virgule de quatre rangs, ou = X 54 = 0,54. De méme 
y/ 5,7, à moins de +, est = V 57000, ou 2,38.. 

Au lieu de placer une longue 


А p 4 3.21 17,916. . 
suite de zéros après le nombre pro- 54., C 
posé, on peut se contenter d'ad- 3 grt 39 
joindre ces zéros par couple, après 2% 99,0 35826 

r , 16 94 4 ete. 
chaque reste. C'est ce qu'on ob- 
servera dans les calculs ci-contre | 1,4 i396 
де yy 321 et V/2. On voit que pour LA l E 
avoir une décimale, on se contente go. 1 


o 

Lio ah 
de placer une tranche de deux o. 
zéros prés du premier reste. Pour : e 
une deuxième décimale, on place 


к) L'unité étant divisée en 7 parties égales, pour connaître le plus grand 
7r £ P 
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de méme deux zéros après le second reste, etc... On marque 
de suite la place de la virgule dans la racine , et l'on pousse le 
calcul de l'approximation jusqu'au degré nécessaire, en mettant 
deux zéros aprés chaque reste successif. 

La racine d'un produitest le produit des racines des facteurs : 
ainsi de 14429 X 16, on tire y/ 144 2 y/95€ y 163» (12. 
Cette règle, qui est fondée sur ce qu'on a dit (n° 60), peut 
servir à simplifier les extractions des racines: 

yv 8=y (ax4)-—23Vy2—ax1, (ia... —2,828(2712. 

65. La racine d'une fraction s'obtient en extrayant la racine 
de chacun de ses deux termes. Ceci résulte de la maniére dont 
ou forme le carré (n^ 41, 5°.). V 3, V 2. 

La racine est irrationnelle, lorsque les deux termes ne sont 
pas des carrés exacts. Si, par exemple, }/ pouvait être une 
autre fraction , telle que + ; il en résulterait 2 — 25, ce qui 
est impossible (n? 38, 4°.). On ne peut donc avoir la racine 
qu'en approchant à un degré donné par la nature de la question ; 
on procède alors comme il a été dit (n°63). Par exemple, 4/ 1 à 
moins de ṣẹ, se trouve en mulüpliant 2 par 121 = 11°, et l'on 
a /383 =y 51 2; et ne prenant la racine de 51 qu'à moins d'une 
unité, on af/ 3 comprise entre 2. et £. 


Observez que V/ ў peut bien être pris == e puisque, si l'on 


multiplie cette expression par elle-même, on trouve À pour pro- 
duit. Mais outre que cette double extraction exigerait deux va- 
leurs approchées , le degré d'approximation du résultat serait 
incertain. 1l arrive souvent que ce degré n'est déterminé qu'à 
la fin du calcul ; cette partie de l'opération doit donc étre di- 


nombre x de ces parties contenu dans yN, c'est-à-dire pour obtenir une 
x " b à 2 ; 
fraction ; approchée de V N à mojns d'un 4* de l'unité, il faut déterminer x, 


г+1 


de sorte qu'on FR: vN< ;or, ММ = ИУ = а= : done... 


x« у) x41, cest-à-dire que т est le plus grand entier contenu 
dans y (Nq*). 
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rigée de manière à permettre une approximation illimitée. Pour 
cela , on multiplie les deux termes dela fraction par son déno- 
minateur, afin de rendre celui-ci un carré; 2 devient Meo 
multipliant haut et bas par 7, et 5 = > dis on poussera 
V 21 jusqu'au degré exigé. Par exeniple, si y 21 est prise 
=& 582, c'est-à-dire à moins de 0,001, le septième est... 
03 = 0,654, valeur qui ne diffère pas d'un sept-millième. 

Si Von eût demandé 4/3 à moins de}, le calcul eût de méme 
conduit à ;W/ 21, entre 7 et 2. 

Pour y (32 PE on écrira y = } y 26 X 7; or y 182 
—13,4907....% * dont le septième est y/ (3$) = 1,9272... . 

66. Les équations suivantes se démontrent en élevant tout 
au carré: 


4>< SET t Pep rc ; V3x ya-—Vy2axy3-y6. 
2 
ns TE TA po v i-V (Gox10-v:, 
Vis VixVvievi-iva ` 

Ainsi on peut intervertir l'ordre бы facteurs irrationnels, et 
multiplier par le même facteur les deux termes d’une fraction 
irrationnelle. 

Nous terminerons par plusieurs remarques. 

1?. On doit toujours préparer les nombres de maniére à ne 
soumettre que des entiers au calcul de l'extraction. 

2°. Le nombre des décimales d'un carré est toujours pair et 
double de celui de la racine : on doit ajouter des zéros ou sup- 
primer des décimales, pour que cette condition soit remplie 
dans tous les cas. 

3°, Chaque tranche ne devant donner qu'un seul chiffre, on 
ne peut mettre à la fois plus de 9 à la racine. 

4°. Le carré d'un entier, tel que 18, étant donné, pour avoir 
celui du nombre suivant 19, comme 19 = 18-4- 1, le carré 
est 1842 X 18 1 (n? 61); on ajoutera donc 37 à 324, carré 
de 18, et l’on aura 361 = 19°. En général, quand on a le carré 
d'un entier, en ajoutant un, plus le double dece nombre, on a 
le carré de l'entier suivant. Yl suit de là que dans l'extraction 
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de racines carrées, chaque reste doit étre moindre que le double 
de la racine qui s'y rapporte; car si Pon trouvait un reste plus 
grand que ce double, il faudrait mettre une unité de plus à cette 
racine. 

5°. La preuve de l'extraction se fait par l'élévation de la racine 
au carré; il faut qu'en multipliant la racine par elle-même, et y 
ajoutant le reste, on retrouve le nombre proposé; ce reste doit 
d'ailleurs étre moindre que deux fois la racine. On peut aussi 
appliquer ici la preuve par 9, par 11 ,... exposées n° 35,5°. 


Extraction des Racines cubiques. 


67. Avant d'extraire la racine cubique, il convient d'analyser 
la loi suivant laquelle se forme le cube, qui est le produit d'un 
nombre par son carré, En imaginant ce nombre décomposé en 
deux parties , on a vu (n° 61) que le carré est composé du carré 
dela première, du carré dela seconde, et du double de leur pro- 
duit.: c’est le système de ces trois quantités qu'il faut multiplier 
par les deux parties du nombre donné. Or, en les multipliant 
d'abord par la première, on obtient 


(7+5=7 + 2 xX 7 x 5 + 5 


7+5 
19. Le cube de Іа 1?* partie, ...... 7? 
20, 2 fois le carré de la i"* x 1а 2°. 2x?" x5 
Зо La re x le carré de la 2°. 1x5 


De même en multipliant les trois 
parties du carré раг а 2° du nombre 
donné, il vient: 


10. Le carré de la 1r€ x la 2е...., À х5 
20. 2 fois le carré de la 2* x la ire. аху х 5 
Зо, Enfin le cube dela 2€. ......... 5i 


en réunissant ces six résultats, 7'--32«9 X5 4-355 X 5° 5^ 
on voit que le cube de tout nombre 

formé de deux parties , se compose de quatre parties, savoir : 
1°. le cube de la première ; 2°, trois fois le carré de la pre- 
mière multiplié par la seconde ; 3°. trois fois le carré de la 
seconde multiplié par la premiere ; 4°. le cube de la seconde. 
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Concluons de là que le cube de tout nombre composé de 
dixaines et d'unités est formé du cube des dizaines, trois fois 
le carré des dixaines multiplié par les unités, trois fois le carré 
des unités par les dixaines , enfin le cube des unités, 


68. Le cube de 10, 100, 1000... est formé de l'unité suivie 
de trois fois autant de zéros ; ainsi un nombre de deux chiffres, 
c'est-à-dire entre 10 et 100, a son cube entre 1000 et 1000 ооо; 
il est donc composé de quatre, cinq ou six chiffres. En général 
le cube d'un nombre a le triple de chiffres de sa racine, ou le 
triple moins r, ou moins 2. 

Les racines des nombres < 1000, n'ayant qu'un chiffre, le 
tableau (p. 80) les a fait connaître. Nous partagerons l'extrac- 
tion des autres nombres en deux cas. 


1** cas. Si la racine n'a que deux chiffres, comme l'est celle 
de 21 952, je remarque que le cube des dixaines cherchées se 
forme en cubant le chiffre des dixaines, et plaçant trois zéros à 
droite (p. 16). Doncen séparant les trois chiffres 95» du nombre 
proposé, 21 contient le cube du chiffre des dixaines considérées 
comme des unités simples, et enoutreles mille qui proviennent 
des autres parties. Le plus grand cube contenu dans 21 est 8, 
dont la racine est 2 ; c'est le chiffre des dixaines : car puisque 21 
est compris entre les cubes de 2 et de 3, 21952 l'est entre les 
cubes de 20 et de 3o. 

Otons2? ou8de21, il reste13952, qui représente Jes trois autres 
parties du cube : or le produit de trois fois le carré des dixaines 
par les unités se forme en multipliant par les unités le triple du 
carré de 2, c’est-à-dire 12, et plaçant en outre deux zéros à 
droite : ainsi séparant les deux chiffres 52, le nombre 139 con- 
tiendra douze fois les unités, et les centaines produites par les 
deux autres parties du cube. En divisant 139 par 12, le quotient 
sera donc les unités, ou un nombre plus grand ; et comme cc 
chiffre ne peut excéder 9, on prendra 9 pour le quotient de 223. 

IL s'agit de vérifier si 9 est plus grand que les unités. Pour 
cela, sous 1200, qui est le triple du carré des dixaines, plaçons 
le triple du produit des dixaines par 9, ou 3, 20.9 = 540; puis 


WV 
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le carré de 9 ou 81, et multiplions la 


somme 1821 par 9. Si 9 est le chiffre E um [ow 
12 12 


des unités, le produit devra être égal түз, 5i {8 
au reste, puisqu'on forme ainsi les 139 52 ВІ E 
trois parties que ce reste contient. Ce = ! E "5 "n 
produit excède 13952, d’où il suit 36339 13954 


que les unités sont — 9. On essaiera 

donc 8; et comme en faisant la méme épreuve, on trouve préci- 
sément 13952 , on reconnait que 28 est la racine cubique exacte 
de 21952. Ce raisonnement est analogue à celui qu'on a fait 
pour la division et la racine carrée (n?* 18, 62); on tirera faci- 
lement la règle qu'il faut suivre dans ces sortes de calculs. 

2* cas. Si la racine a plus de deux chiffres, comme pour le 
nombre 12 305 472 001, on raisonnera comme précédemment 
(n? 62, 2°.). On verra qu'il faut, 1°. couper le nombre en tran- 
ches de trois chiffres, à partir de la droite. 

2°. Extraire la racine cubique de la dernière tranche 12, qui 
est 2 ; c'est le chiffre des mille dela racine : retranchant de 12 le 
cube 8 des mille, il reste 4. 

3°. Descendre à côté de ce reste 4 la tranche suivante 305, 
dont on séparera deux chiffres 05; et diviser43 par 12, triple du 
carré du chiffre obtenu. Le quotient 3 doit être éprouvé comme 
on vient de le dire. On reconnait qu'il y a 3 centaines; le reste 
est 138. 

4°. Descendre près de ce reste la tranche 452, dont on sépa- 
rera de méme 72, et diviser 1384 par 1587, triple da carré 
de 23; on posera à la racine le quotient zéro. 

5°. Descendre près du reste la tranche 001, et diviser 1384720 
par 158700. 

Et ainsi de suite. Voici le type du calcul. 


12.3 05. 472 .001 | 2308 Racine 

4 3.05 B 5 

] 12 15 870 о 

2297 — | 18 55 20 
1 38 4.72 9 64 
1 38 4 72 0.01 138, 15 925 254 
t 27 j (2 ! 12 3 5 

Roste. .. 1 о Ü 8 8) As 127 or 10 
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бо. On démontrera comme au n? 03, que 1?.lorsqu'un nombre 
entier, tel que 3, n'a point de racine cubique entière, il n'en a 
pas non plus de fractionnaire; mais on pert approcher indéfini- 

. б 3 F 5 
ment de cette racine. Pour obtenir y 3 à moinsde t, on mul- 
tipliera 3 par le cube de 4, et l'on aura 3 X64, ou 192, dontla 
racine cubique est 5 en nombre entier : donc 3 est le nombre dc- 
3 
‚ VE : " 3 
mandé, et y 3 tombe entre $ et $. De même | our 4/ (32) à 
moins de $, ona 33 X 11 — 49437, la racine cubique est 17; 
i 

donc = est approché de y/ (3 ?) à moins de Z7. 

2°. Pour approcher à l'aide des décimales, on reculera la vir- 
gule d'autant de fois trois rangs à droite qu'on veut de chiffres 
décimaux : on ajoutera pour cela un nombre convenable de 
zéros, si cela est nécessaire. Ainsi, pour avoir {/ 0,3 à moins 

3 : ^ d - 
dei, on prendra y/ Зоо ооо qui est 67, d'où y 0,3 = 0,67. 
3 f 3 

De même V/ 5,7 à moins de - se trouve en prenant у 5700 
qui est 18, et l'on a 1,8. 

» з а ' 3 

Enfin, 4/3,2198 À moins de est = 5 y/3217 = 1,5. 

3°. Sile nombre proposé est entier, on se contentera de pla- 
cer, pres de chaque reste, une tranche de trois zéros, jusqu'à 
ce qu'on ait obtenu le nombre de chiffres décimaux qu'on dé- 
sire (*). 


Voici le calcul pour V 497. 


(*) Le calcul devient trés long lorsque Ja racine est un grand nombre : mais 
on peut en abréger la partie la plus pénible, qui est la recherche des diviseurs 
destinés à donner pour quotiens les chiffres consécutifs de cette racine : ap- 
pliquons іе procédé à la racine de 475. Supposons qu'on ait déjà trouvé Та 
partie 7,8 de cette racine, et qu'on veuille pousser l'approsimation plus loin : 
il faudra faire 3 x 78°; mais on a déjà formé Ја quantité (3224-325 77) b , en 
faisant a = 7 dixaines, b = 8 unités , et l'on veut trouver 3a'? = 3 (a ф 2)? 
3(a + заь b>), quantité qui surpasse 3a° + Зар + b+ de Зар + 2b2. 
Ainsi, à 1644 qui représente le 1°" trinome, il faut ajouter Заб, ou 168dixaines, 
et 2b? ou deux fois 64. Ce calcul est indiqué ci-après. Une fois le diviseur 
trouvé, on obtient aisément le chiffre des centièmes et le reste, puis le diviseur 


RACINES CUBIQUES. 95 


{ 7,81 
1 18252 


EL ! m 


On trouve v 2 = 1259921; v 3— 1,442249. 


4°. La racine cubique d'une fraction se trouve en prenant 


celle de chacun de ses deux termes : V =}. Mais si ces 
termes ne sont pas l’un et l’autre des cubes exacts, on prouve, 
comme n° 65, que la racine est incommensurable, et qu'on 
n'en peut avoir qu'une valeur approchée. Si le degré d'approxi- 
mation est donné d'avance , on opérera comme il vient d’être 
dit 1°. ; 
иза moins de ; est= į / (EX 27)= + V/ (103), 

valeur comprise entre 2 et r , qui sont les résultats demandés. 

Mais si l'approximation doit demeurer arbitraire, on rendra 
le dénominateur un eae exact, etl on approcher de la кепе 


du numérateur. Pour vi , on prendra } V 6x49) =з 


==}5 6,2573 = 0,8939. De méme v 13 j)ou Stesti 477 
—1X1,81339— 2,604463... .. 

Nous ne dirons rien ici surl'extraction des racines quatrièmes, 
cinquièmes... . , pour lesquelles on trouverait des méthodes 
analogues aux précédentes; mais nous ferons observer que, 
d’après ce qu'on a dit, n° 6o, lorsque le degré de la racine est le 
produit de plusieurs facteurs, elle peut se décomposer en racines 
successives de degrés moindres. Ainsi de 12 — 2 X 2 X 3, on 
conclut que la racine douzième revient à deux racines carrées 


subséquent par le méme procédé, etc. 
47 8 
13 rU А 
71340.00 ds К 


1315 52 64 .2 fois. 128 
24 480.00 16444 x8 — 18250 = 
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et une racine cubique. Pour V 244 140 655, on prendra d'a- 
bord la racine cubique qui est 625, puis 4655 qui est 25, enin 
y 25 — 5, qui est la racine douzième cherchée. L'extraction 
des racines est une opération très pénible, mais qui sera bientôt 
rendue facile, par les belles propriétés des logarithmes (n° 83). 


IV. Drs RAPPORTS. 


Des Équidifférences et Proportions. 


50. On compare les grandeurs sous deux points de vue, en 
cherchant, ou l’excès de l’une sur l’autre, ou le nombre de fois 
qu'elles se contiennent mutuellement. Le résultat de cette com- 
paraison s’obtient par une soustraction dans le premier cas, 
et par une division dans le second. On nomme Raïson ou Rap- 
port de deux nombres le quotient qu'on trouve en divisant l'un 
par l’autre. C'est ainsi que З est le rapport de 12 à 4, puisque 3 
est le quotient de 12 ? 4. On pourrait également dire que le rap- 
port de 12 44 est ou, puisqu'il est indifférent de dire que le 
premier des nombres est triple du second , ou que celui-ci est le 
tiers de l'autre, Nous conviendrons à l'avenir de diviser le pre- 
mier nombre énoncé par le second, 

Le premier terme d'un rapport est l’ Z/ntécédent, le second est 
le Conséquent. 

On sait (n° 4) que la différence de deux nombres demeure la 
méme lorsqu'on les augmente ou diminue dela méme quantité, 
et qu'on ne change pas un rapport (n? 15) en multipliant ou 
divisant ses deux termes par un méme nombre 


12—5-—19—6zin—4; == 


L Ы 
ll est aisé d'attacher un sens net au rapport des quantitésir- 


vationnelles , puisqu'elles n'entrent daus le calcul que comme 
représentant leurs valeurs approchées (n? 63). Du reste, ce 
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rapport peut quelquefois être commensurable : ainsi, 


Via 12 yá a 
Vi. WAS. ou b 


71. Lorsque la différence entre deux nombres, tels que 10 et 8 
est la méme qu'entre deux autres 7 et 5, ces quatre quantités 
forment une Équidifférence ; то — 8 — 7 — 5. Quand le rap- 
port de deux nombres est le méme que celui de deux autres, ces 
quatre quantités forment une Proportion ; elle résulte de l'éga- 
lité de deux rapports : 20 et 10, aussi bien que 14et 7, ont 2 pour 
rapport; on a donc une proportion entre 20, 10, 14et 7, qu'on 
écrit ainsi 20 : 10 :: 14 1 7, et qu'on énonce 20 est à 10 comme 
14 est à 4. On peut aussi l'indiquer ainsi 22 = 5. Lorsque nous 
préférerons cette dernière notation, ce qui arrivera le plus sou- 
vent, nous lui conserverons l’énoncé reçu : 20 est à 10 comme 
14 est à 7; et non pas 20 divisé par 10 égale 14 divisé par 7, 
quoique ces locutions soient équivalentes. 

Les termes 20 et 7 sont les Extrémes, 10 et 14 les Moyens 
de la proportion. 

Lorsque les deux moyens sont égaux entre eux , on dit que la 
Proportion est Continue : telle est la suivante 16 : 24 1; 24 : 36, 
qu'on écrit ainsi = 16 : 24 : 36. Le second terme se nomme 
Moyen proportionnel. 

Il est visible que l'idée la plus générale qu'on puisse se faire 
de la mesure des grandeurs (n? 36) , consiste à avoir leur rap- 
port avec l'unité de leur espèce. Ainsi, lorsqu'on dit qu'une 
chose est ў, ou est cinq fois le septième de l'unité, cela re- 
vient à dire que le rapport de cette grandeur à l'unité est le 
méme que celui de 5à 7. De méme (n*63) on mesure l'incom- 
mensurable y 7, en remplaçant son rapport avec l'unité par 
celui de deux nombres, tels que 13 et 5, qui donnent la pro- 
portion inexacte, mais approchée, y 7 ? 1 :2 13:5. 

72. Suivant que les restes de deux soustractions 10—8 et 7—5 
sont égaux ou inégaux , ils le seront encore aprés leur avoir 
ajouté la somme 845 des quantités soustractives; ce qui donne 
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10-4-5et 74-8. Donc, lorsqu'on al'équidifférence 10—8—7—5, 
la somme des extrêmes est égale à celle des moyens ; et récipro- 
quement si10+5="7+8, on a l’équidifférence т 0—8=:7—5, 

П est donc bien aisé de trouver un terme d'une équidifférence 
connaissant les trois autres termes; car soit demandé le qua- 
trième terme x, les trois premiers étant 10, 8 et 7; puisque 
l'inconnue ж, augmentée de то, doit être = 8 + 7, il faut 
(n°4) quex = 8 + 7 — 10 = 5; on a donc l'équidifférence 
10—8=7— 5. 

Soient pareillement deux rapports $ et 4# : pour juger s'ils 
sont égaux ou inégaux, il faut les multiplier par 3 >< 7 produit 
des dénominateurs, on a 6 X 7 d'une part, et 14 >< 3 de Pautre. 
Donc, si Гор a quatre nombres en proportion 6 : 3 :: 14 : 7, 
le produit des extrémes est égal à celui des moyens. 

Réciproquement, si l’on a quatre nombres 6, 3, 14 et 7, tels 
que les produits 6><7 et 3X14 se trouvent égaux, on en con- 
clura l'égalité de leurs rapports, ou la proportion 6:3:: 14*7, 
ou = $ = ** : donc on peut toujours former une proportion 
avec les facteurs de deux produits égaux. 

1°. Le produit des moyens devient un carré, s'ils sont égaux. 
Donc Je moyen proportionnel entre deux nombres est la racine 
carrée de leur produit. Entre 3 et 12, le moyen proportionnel 
est y (35x 12) —6, savoir 2:3 2 6 : 12. Réciproquement si l'on 
а 6* — 3 >< 12, on pourra former la proportion continue 


212326112. 


2°. Si une proportion renferme un terme inconnu, telle que 
6:3::14 : x; comme trois fois 14 doit être égal à six fois l'in- 
connue, elle est (n° 5) le quotient de 3 X 14 divisé par 6, 
ou $ — 7; donc 6: 3 :; 14 : 7. En général, l’un des extrêmes 
se trouve en divisant le produit des moyens par l'extréme connu. 
Si l’inconnue était un moyen, on diviserait le produit des ex- 
trémes par le moyen connu. 

3°. On peut, sans détruire unc proportion, faire subir aux 
divers termes qui la composent tous les changemens qui con- 


^l 
0] 
|J 
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duisent encore à donner le produit des extrémes épal à celui 
des moyens. 

Ainsi pour 6: 3 22 14 1 7, qui donne 6 X 7 = 3 X 14, on 
peut 
I. Déplacer les extrémes entre eux , ou les moyens entre eux 


(ce qu'on désigne par Alternando); ainsi, 


6:14: $24 
ou 7$ ET 
ou 7:14 5 3 : 6. 


II. Mettre les extrémes à la place des moyens (ce qu'on 
nomme /nvertendo ). 


3 26 1: 92 14. 


ПІ. Enfin, multiplier ou diviser les deux antécédens, ou les 
deux conséquens, par le méme nombre (n° 70). 


73. En appliquant le théorème du n* 38 , 4^, à la proportion 
30 : 6 :: 15 : 3, ou 2 = +2, on trouve 


CAL FN ES e 39 +15 Зо — 15 
"amr + Жа EE ы 

Si l’on fait le produit des extrêmes et celui des moyens, 
les produits communs à l'un et à l'autre, peuvent être suppri- 
més, et il reste les quantités 3o X 3 et 15 X 6, égales d’après 
la proportion donnée. 

Donc, 1°. la somme ou la différence des antécédens est à 
celle des conséquens , comme un antécédent est à son consé- 
quent. 

2". La somme des antécédens est à leur différence , comme la 
somme des conséquens est à leur différence. 

3°. Soit une suite de rapports égaux 2 = 12 — 24 — 3$, on 
au Ета лачи LRA poii] = 2 = E donc, dans toute suite de 

"34 54 T 15 1 
rapports égaux , la somme Jn antécédens est à celle des consé- 
quens , comme un antécédent est à son conséquent. 


т. T. 7 
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4°. Si l'on renverse la proportion donnée, ona 3o: 15 ::6:3, 


T ORO 6 


d оерт = 3 ( Componendo , Dividendo). 


74. On peut multiplier deux proportions terme à terme. 
En effet, Зо : 15 :26 : 3. его : 3 :: 4 : 6 donnent les fractions 


: л | ; 
égales #° = $, et $ = $; on trouve; en les multipliant. "Ww, 


302<21155<3 22 65 4:3 X 6. 
Donc, on peut élever les termes d'une proportion au carré, au 
cube, et par conséquent on peut aussi en extraire la racine 


carrée, cubique.... 
Des Hégles de Trois. 


75. Lorsque les élémens d'un problème peuvent former une 
proportion dont l'inconnue est le dernier terme, un calcul 
simple (n° 72, 2°.) donne la valeur de ce terme : c'est ce qu'ou 
nomme une Règle de trois. Ainsi Зо ouvriers ont fait 20 mètres 
d'ouvrage; combien 21 ouvriers en feraient-ils dans le méme 
temps? Accordons, pour un moment, que les conditions de cette 
question soient exprimées par la proportion 3o : 20 22 21: х, 
en désignant par x le nombre de mètres demandé; on en conclut 


А 20 >< 21 , 
que cette inconnue # = 1 = 14. 
о 


Lorsqu'on veut résoudre, à l'aide d'une règle de trois, une 
question proposée, il est nécessaire de s'assurer si la solution 
peut dépendre des proportions; aprés quoi il ne reste d'autre 
difficulté qu'à placer les nombres contenus dansla question, aux 
rangs qui leur conviennent dans la proportion. 

On reconnait que la solution d'une question dépend des règles 
de trois, lorsque l'énoncé est formé de deux périodes : les deux 
termes de la première étant Homogènes respectivement à ceux 
de la seconde, c’est-à-dire, de méme nature deux à deux ; etque 
de plus ces deux termes peuvent étre multipliés ou divisés par le 
méme nombre sans aliérer la solution. 

Ainsi, dans notre probléme, Зо ouvriers ‹ 
et 21 ouvriers sont homogenes, et l'on zl na A ш 
pourrait multiplier ces deux nombres par 
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4 ou par 3...., sans y rien changer. Si l’on disait, parexemple, 
60 ouvriers ont fait 20 métres, combien 42 en feraient-ils? Cette 
question aurait visiblement la méme solution que la première. 

Au contraire, le temps qu'une pierre emploie à tomber n'é- 
tant pas double lorsquela hauteur est double; un tonneau n'em- 
ployant pas à se vider un temps triple, lorsque sa capacité 
est triple, ces élémens ne peuvent faire partie d'une régle 
de trois. 

76. Aprés avoir reconnu que la solution d'un probléme peut 
étre donnée par une proportion , il s'agit d'assigner à chaque 
terme le rang qu'il y doit occuper. Le quatrième et le troisième 
sont d'abord l'inconnue et son homogène, qui seul peut lui être 
comparé. Le second rapport étant ainsi une fois établi, il reste à 
former le premier, lequel est composé des deux autres nombres 
compris dans le probléme, et homogènes entre eux. Or, la ques- 
tion fait connaitre lequel doit étrele plus grand des deux termes 
déjà posés, c'est-à-dire de l'inconnue et de son homogène; et, 
comme les antécédens doivent étre ensemble plus grands l'un et 
l'autre, ou moindres que leurs conséquens, il est facile de dé- 
cider lequel de ces deux termes homogènes qui restent à placer 
doit occuper le premier ou le second rang. 

Ainsi, dans la question précédente, aprés avoir posé 20 mè- 
tres : x mètres, on voit que 21 ouvriers doivent faire moins 
d'ouvrage que 3o, et que le conséquent x est < 20; donc, des 
deux nombres 3o et 31 qui restent à placer, 3o est le premier, 
et l’on a Зо : 21 22 20° x. 


Les deux exemples suivans éclairciront ceci. 


Un ouvrage а été fait en 5 jours par 57 — 
ouvriers ; combien faudrait-il de jours à 19 үле sig. 
ouvriers pour faire le méme ouvrage? Puis- 

qu'on pourrait prendre deux ou trois fois plus de jours et au- 
tant de fois moins d'ouvriers, la question dépend des propor- 
tions. On placera d'abord 5 jours : = jours; et comme il faut 
plus de jours à 19 ouvriers qu'à 57 pour accomplir la méme 
tâche, le conséquent z est > que 5; 57 est donc le conséquent du 
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premier rapport, et l’on a rgouv. 2 57 ouvr. 11 5 jours ; x jours 
x = ——. — 15 jours. 


П a fallu 6 mètres d’une étoffe large de 2 pour couvrir un 
meuble ; combien en faudra-t-il d'une étoffe large de 2? Quoi- 
qu'ici les quatre termes soient des métres, on 
reconnait que les uns expriment des longueurs 
et les autres des largeurs, et que 6 mètres et 
l'inconnue sont les deux homogènes. Ainsi, la 
proportion est terminée par 6 mètres : x mètres. Or, il faut 
moins de longueur à l'étoffe qui est la plus large ; comme i» 
on a x >> 6; ainsi з est l'antécédent du premier rapport, et l'on 
trouve$ 21 226: =, d'oùx=6xXixi—6à, 

77. Quoiqu'il soit toujours facile de faire ce raisonnement, 
en l’évitant on donne plus de rapidité au calcul. On distingue 
deux sortes de rapports; le Direct, formé de nombres qui 
croissent ou décroissent ensemble : l’un décroît au contraire 
quand l'autre croît, dansle rapport /nverse. Les Зо ouvriers 
et 20 mètres de la première question sont en rapport direct, 
parce que plus il y ad'ouvners, et plus ils font d'ouvrage. Dans 
la seconde, au contraire, 57 ouvriers et 5 jours sont en rapport 
inverse, parce que plus il y a d'ouvriers, et moins on doit les 
employer de jours pour faire un ouvrage. 

Lorsque les termes d'une question sont en rapport direct, et 
que, dans l'énoncé, les termes homogènes se présentent dans le 
même ordre dans les deux périodes de la phrase, ces termes 
conservent leurs rangs dzns la proportion. Ainsi 3o ouvriers 
ont fait 20 mètres d'ouvrage, combien 21 ouvriers en feraient- 
ils? On pose 3o : 20 :: 21 : x. Si l'on eût énoncé ainsi la ques- 
tion; 20 mètres ont été faits par Зо ouvriers, combien 21 ou- 


6 mèt. 
X 3 


ws ФГ 


vriers-en feraient-ils? les termes homogènes ne seraient plus 
dans l'ordre voulu; ils ne s’y présentent dans les mêmes rangs 
qu'ils doivent occuper dans la proportion, qu'autant qu'en po- 
sant la question, on donne le méme ordre aux termes homo- 
genes dans les deux périodes de l'énoncé, 

Mais si le problème a ses rapports inverses, les terines doi- 


~r е X 
A 


=” pa 
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vent procéder en,sens opposés dans la proportion, de sorte 
que le dernier des nombres, énoncés soit écrit le premier, 
l'avant-dernier le second, ete.....; l'inconnue étant toujours 
à la quatrième place (*). 

Un homme a fait une route en 8 jours, maT Heures Jours. 
chant 7 heures par jour; combien eüt-il mis 7 
de temps s’il eût marché ro heures par jour? — "^ д 
Règle inverse, parce qu'en marchant plus d'heures par jour, 
il faut moins de jours pour parcourir la même distance : ainsi 
1022::18:225]. 


Voici quelques exemples des règles de trois : 


(*) On peut éviter l'emploi des proportions , dans tous ces problémes , en 
réduisant à l'unité l'un des deux termes de la premiére période de l'énoncé : c'est 
ce qu'on fait en multipliant les deux termes de cette période , quand ils sont 
en rapport inverse, et divisant l'un par l'autre quand ce rapport est direct. 
En voici des exemples. 

IST cas. Règles directes. On divise l'un des termes de la première période 
par l'autre, et l'on remplace ce dernier par 1. Dans la première question, 
Зо ouvriers font 20 mètres , ete., comme moins оп a d'ouvriers et moins ils 
font d'ouvrage, on posera : si un ouvrier fait 5 mètres , combien 21 ouvriera 


eo... y 20 
en feront-ils? Evidemment 21 fois davantage, ou r= „х 21 = t 


30 
2€ cas. Règles directes. On multiplie l’un par l'autre les deux termes de la 
premiére période, et l'on remplace par 1 celui des deux qu'on veut. Dans le 
2€ problème, 5 jours ont suffi à 57 ouvriers, etc., comme moins on emploie 
d'ouvriers et plus il faut de jours pour faire le travail, on peut prendre 57 
fois plus de temps et un seul ouvrier, savoir : un seul homme a employé 
57 x 5 jours , combien 19 ouvriers mettraient-ils de temps? 19 fois moins, 


Sy c: EPIS Е 
ou x = =— = — = 15 jours. 
19 19 


Dans tous les cas, le terme qu'on doit réduire à l'unité dans la première 
période, est celui qui est homogène, ou de méme espèce que le terme donné 
dans la deuxiéme période. On fera bien de beaucoup s'exercer à cette sorte 
de raisonnement : les questions énoncées dans le texte seront résolues par ce 
procédé. On en trouvera un grand nombre d'applications dans le Recueil des 
problómes de M. Grémilliet, ainsi que de toutes les régles d'Arithmétique : 
cet estimable ouvrage est très utile pour ormer les jeunes gens au calcul 
uumérique. 
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І. Si 19 marcs 5 onces 4; gros d'argent ont 
Ww y і Я à Mares. Livres. 
coûté 869 livres 15 sous 6 deniers, combien | 
coûteraient 14 marcs 3 onces 2 gros + ? Règle 4 
directe ; donc 
19" 5° де : 869 liv. 15 з, 6 den. :: 14" 3* 2% È 2 x liv, 


т 


On simplifie le calcul (n°*58,2°et 70) en multipliant les deux 
antécédens par 16; et l'on a 283" : 869! 15* 63 7; 230% 5° : х. 
On trouve z — 708! 16° 1% 5. 

II. 6 escadrons ont consommé un magasin 

= Е à Escadr. Jours. 
de fourrage en 54 jours; en combien de jours 6 
g escadrons l’eussent-ils consommé ? Règle in- 9 
verse, d'où g254(::6: 7236. ж 

111. Un vaisseau a encore pour 10 jours de 
vivres; mais on veut tenir la mer encore 15 re Bw 
jours : à quoi doit ètre réduite chaque ration? 11 ч 
On ne trouve pas ici quatre termes; mais il est 
évident que l'un est sous-entendu, et que le probléme doit 
être congu de cette manière. On donnerait la ration 1 à 
chaque homme, s'il fallait tenir la mer 10 jours; on doit la 
tenir 15 jours, que donnera-t-on? Règle inverse : ainsi 


T 


10: аА 

IV. Une fontaine emplit un réservoir en 6 heures , une autre 
en 5 heures $, une troisième enfin en 4 heures >; en combien de 
temps ces trois fontaines, coulant ensemble , empliront-elles 
ce bassin? Cherchous quelle portion la 1" fontaine emplit en 
1". Si en 6? un réservoir est rempli, quelle pottion lesera en 1^; 
d'oà 6: 1:2 1; х= ;. De méme pour les deux autres fon- 
ї{аїпевопаб 212211 221:51 &, (Pra tu xm 
Ainsi ces trois fontainescoulant ensemble, empliront, parheure, 
cette fraction du bassin, ! + т, оп 4-54 д = +. 
Donc , si les 7 d'un réservoir sont remplis en 1^, combien fau- 
dra-t-il d'heures pour emplir 1? La solution est 1: ou 2 = 1 5. 
Il faudra 1 heure } pour que les trois fontaines emplissent le 
méme bassin. En général , on diviscra l'unité par la somme des 


fractions du réservoir qu'emplit chaque fontaine en 15. 
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78. Règles de trois composées. Onraméne souventaux propor- 
tions des questions qui renferment plus de trois termes donnés. 
Il faut alors qu’elles soient formées de deux périodes qui con- 
tiennent des nombres homogènes, deux à deux, et variables 
proportionnellement. En voici un exemple. 


Si 20 hommes ont fait 160 pires Hommes. Metres. Jours. 
d'ouvrage en-15 jours, combien 3o оо 160 15 
hommes en feraient-ils en 12 jours? 3o ai A 

П se présentera deux cas, suivant 
que les termes qui ne répondent pas à l'inconnue sont en rap- 
port direct ou inverse. lci, 20 hommes et 15 jours sont en 
rapport inverse; car plus on emploie d'ouvriers, et moins il est 
nécessaire de les occuper de temps pour accomplir une méme 
tâche; en sorte qu'on peut doubler, tripler... l'un des nombres, 
pourvu qu'on divise l'autre par 2, 3..., et la question reste la 
méme. Multiplions 20 hommes par 15, et divisons 15 jours par 
15; il viendra 300 hommes et 1 jour : de méme multiplions 
3o hommes par 12, et nous aurons 
360 hommes et 1 jour. La question e iot m Jours 
devient donc, si Зоо hommes ont 360 à jd : 
fait 160 métres en un jour, combien 
360 hommes en feront-ils en un jour? Le temps étant le méme 
de part et d'autre, il est inutile d'y avoir égard, et (*) on a la 
règle directe Зоо : 160 :; 360 : x = 192 mètres. 

Lorsque le rapport est direct, on Bondi - Mite: бна 
procède différemment. Par exemple, 20 160 15 
si 20 hommes ont fait 160 mètres en — ?? " = 
15 jours, combien faudra-t-il de jours 
à Зо hommes pour faire 192 mètres? 

Plus il y a d'hommes, et plus ils font de mètres; 20 hommes 


ӰСТ 


(*) C'est même à la réduction de ces deux nombres à l'égalité que Роп 
doit tendre. On aurait pu se contenter de multiplier 20 et diviser 15 par 5; e 
de méme, multiplier Зо et diviser 12 par 4 ; ce qui aurait réduit les jours au 
méme nombre 3 dans les deux cas, 
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et 160 mètres sont en rapport direct. Ainsi, aprésavoir mul- 
tiplié l'une de ces quantités par 2, 3... , il faudra aussi multi- 
plier l'autre par le méme nombre. Prenons 192 pour facteur de 
20 hommes et 160 mètres, puis 160 pour facteur de 3o hommes 
et 192 mètres , il est clair que le nombre des métres (*) sera , 
dans les deux cas, 192 X 160. On a donc cette question : si 
20 X 192 hommes ont fait un ouvrage en 15 jours, combien de 
jours seraient 3o X 160 hommes à fairece méme ouvrage? Cette 
régle est inverse et l'on a 


= 20.192.15 
3o 100: 15 *• 20 >< 192; 2 == —.—9— = 
2s 4 9 30.160 ' 
2.192.5 192 
ou xo == 2:192:9 192.13, 


1,160 16 


On raisonnera de méme daus tout autrecas : le 2° de ces pro- 
blèmes peut servir de preuve à l'exactitude du з“ calcul; et, 
en général, en renversant le probléme, on fera la preuve de 
l'opération. Voici encore un exemple assez compliqué. 

Si 4o ouvriers ont fait 3oo mètres en 8 jours, en travaillant 
7 heures par jour, combien 51 


ouvriers seraient-ils de jours à Hommes. Métres. Jours. Heures. 


Зоо 8 7 


. 1 b o 
faire {59 mètres en travaillant 1 459 x 6 
6 heures par jour? 
On verra d'abord que les ouvriers et les heures sont en rap- 
vort inverse; on mettra donc Áo heures d'une part, et 
; 7 , 
5r X 6 heures del'autre, durant une . 
= EI Hommes. Mêtres. Jours. 
heure, ce qui donnera lieu à la ques- дож 300 8 
а H B Е » " ч 4: 
tion indiquée ci-contre, et qu'il est >! X? 9 З 
inutile d'énoncer, 
Les heures et les mètres sont en rapport direct; on fera 
donc 459 multiplicateur des termes de la première période, et 


(*) On aurait rempli le même but avec un facteur plus simple que 192; 
voyez ce qu'on a dit pour la réduction au méme dénominateur ( p. 49) ; nous 
avons pris ici 192, pour mieux faire concevoir la conséquence qui suit. 
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3oo celui de la seconde; ce qui réduira 

le nombre des mètres à être le méme de jox 7x459 3 
d'autre. On aur: ègle d JIXOX 

part et d'autre. On aura une regle de 

trois inverse, qu'on posera ainsi 


51 X 6% 300 18 :: fo X7 Xx 459 1 — 35 


On peut méme , avant d'effectuer le calcul , supprimer lefac- 
teur 3, dans 300 et 6, puis 9 dans 459; d’où 


__ 402<72< 51248 __ 4 x fx1xf 4 
— 51x2x100 a" 


On peut encore éviter ces divers raisonnemens ; car , en les 
reproduisant sur chaque terme , comparé à l'inconnue , on voit 
que , lorsque le rapport sera direct, le terme devra changer de 
place avec son homogene ; tandis que s'il forme un rapport in- 
verse, on le laissera où il est. Enfin, on multipliera tous les 
nombres contenus dans chaque ligne, et l'onégalera les produits 
entre eux. Ainsi, dans la derniére question, les ouvriers et les 
jours sont en rapport inverse, ainsi que les heures et les jours; 
mais les mètres et les jours forment un vap- 

. dox 459 x 8x 
port direct : on changera de place seulement — 5; х Зооххх 
300 et 459; on formera leproduit des nombres 
contenus dans chaque ligne, etégalant ilwiendra До X 459X<BX 7 
—=51X300X6X x, ce qui donne la méme valeur que ci-devant: 
en effet, l'inconnue sera le quotient (n° 5) de 4o X 459 X8X 7 
divisé par 51 >< Зоо X 6. 

Cette opération peut méme s'appliquer aux règles de trois 
simples. 

79. Règle de société. Trois associés ont mis dans le com- 
merce, l’un 12000 fr. , l'autre 8000 fr., le troisième Дооо fr. Ils 
ont gagné 5430 fr., on demande de partager ce gain à raison de 
leurs mises. 

La somme totale 24000 fr. a rapporté 5430 fr. On fera donc 
ces trois proportions : 
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24000 : 5430 ou 2400 : 53 i: 12000 © x = 2715" 
2400 : 543 :: 8000: x == 1810 
2400 : 543 :: {ооо : x — 905 


On voit que Za totalité des mises est à celle des bénéfices, 
comme chaque mise particulière est au bénéfice qui lui est 
échu. La somme des bénéfices doit reproduire 5430. 

Soit encore proposé le probléme suivant : 

Trois négocians ont mis dans le commerce , savoir, l'un 
10 000 fr. pendant 7 mois, l'autre 8000 fr. pendant 5 mois, le 
troisième 4000 fr. pendant 20 mois; on demande quelle est la 
part de chacun dans le bénéfice de 150o fr. 

On remarquera que les mises et les temps sont en rapport 
inverse : en les multipliant respectivement, on retombe sur 
une règle de la première espèce. L'un des associés est supposé 
avoir mis 70 ooo fr. , le second до ooo fr., le dernier 80 ооо; 
les temps sont égaux. On trouvera, par la règle précédente, 
552 fr.,63... 315 fr.,79...631 fr.,58... pour les gains respectifs. 

Si l'on cherche d'abord le bénéfice que rapporterait une mise 
de 100 fr., on pourra poser aussi, pour chacune, cette propor- 
tion : si 100 fr. rapportent un tel bénéfice, quel est celui qui 
est dû à une telle mise? Le 1** terme, ou diviseur, est 100 dans 
cette règle de trois. Ainsi toutes ces proportions seront plus fa- 
ciles à résoudre, ce qui sera surtout utile lorsqu'il y aura un 
grand nombre de sociétaires, puisqu'on est conduit à autant 
de régles de trois qu'il y a de parts à faire. 

80. Règle d'intérét. On a pour but de trouver la somme due 
pour de l'argent prêté, sous certaines conditions. Cet intérêt se 
stipule de deux manières : ou en indiquant celui que porte la 
somme de 100 fr. , ce qu'on désigne par les mots tant pour cent 
(5 pour cent s'écrit ainsi : 5 p. 2) ; ou en fixant la somme qui 
doit rapporter un franc d'intérét; le Denier 14 signifie que 14 
francs rapportent 1 franc. 

La relation qui lie ces deux manières de stipuler l'intérêt se 
trouve par une proportion. Ainsi le denier 25 équivaut à 4 p. 5, 
puisque, si l'on pose cette règle de trois, 25 fr. rapportent 
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т fr., quel est l'intérét de поо fr.? on trouve 4 fr. De méme le 
denier 2 revient à 5o p. $, le denier 20 à 5 p. $. 

Pour trouver l'intérét de 54000 fr. à 5 p. $ par an, on pose 
cette régle de trois : si 100 rapporte 5, combien rapporteront 
5Дооо fr. ? Le 4° terme est 540 X 5 = 2700 fr. ; l'intérét est, à 
ce taux , le 20* du capital. 

Souvent l'intérét, au lieu d'étre pris pour un an, l'est pour 
un nombre de jours. L'usage du commerce est de faire l'an- 
née de 36o jours, ce qui simplifie beaucoup le calcul : car 
pour trouver l'intérêt de 54000 fr., à 5 p. 2 par an, pendant 
210 jours, on pose cette 2* proportion : si 360 jours donnent 
2700 fr. , combien 210 "dic 4° terme est l'intérét cher-- 
ché. L'opération se réduit, 

5.210 
36000 

On tire de là cette règle : Pour trouver l'intérét d'un capital, 
multipliez ce capital par le nombre de jours et par le PERCEN- 
TAGE, OU lant pour cent, et divisez par 36000. 

On abrége ce calcul en observant qu’il revient à multiplier 
le capital par deuz fractions , l'une qui est le nombre de jours 
divisé par 6000, et l'autre le 6° du percentage, ce qu'on fait 
aisément à l'aide des parties aliquotes de 6000 et de 6, comme 
n? 42. Ainsi on supposera d'abord que l'intérêt est à 6 p. 2, ce 
qui réduit la 2° fraction à 1 : puis, prenant 3o jours pour la 
durée d'un mois, pour 2 mois ou 60 jours. il suffira de prendre 
le 100* du capital, en reculant la virgule de deux rangs à 
gauche : pour un mois, on ne prend que la moitié de ce ré- 
sultat, pour 10 jours le tiers de celui-ci, etc. 

Par exemple, quel est l'intérét à 6 р. 2 de 5843',24 du 5 
février au 9 septembre, retranchant 5 de 9 on a 4 jours; en 
outre il y a 7 mois intermédiaires de 3o jours; mais en ayant 
égard aux mois de 28 et de 31 jours, on reconnait qu'il faut 
ajouter 2 jours, се qui fait 7 mois et 6 jours, ou 210 jours. 


Comme on voit, а........... 


x = 54000 x = 1595. (F. n° 150.) 


Pour 6 mois (3 fois 58,43 ).......... 195,29 
Pour т mois ( moitié de 58,43). ..... 29,22 
Pour 6 jours {cinquième de 29,22)... 5,84 
Intérêt à 6 p. 2........ eee eere 210,35 
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Mais si l'intérêt est à 4 į p. $ par an, il faut multiplier ce 
résultat par le 6* de 4 += 2 + 2-4-:. 


Pour $ (10 tiers de 210,35). ......... 90,14 


Pour фф... s 70, T0 
Pour $ (le quart de 90,12), ....,-... 17,53 
IntérM à фараона ^c 157,7] 


On aurait encore pu remarquer que le 6° de 4 $ est 2. оц], et 
prendre les 2 de 210,35. 

81. Règle d'escompte. Lorsqu'une somme n'est due qu'à une 
époque encore éloignée, et qu'on en obtient sur-le-champ le 
paiement, on nomine Escompte Vintérėt qu'on doit payer pour 
cela Si donc on a 10 ooo fr. à recevoir dans 7 mois, en retenant 
l'intérêt de cette somme à = р. 2 par mois, on devra déduire 
175 fr., et il restera 9825. Cette manière d'opérer s'appelle 
prendre l'escompte en dehors ; elle est la plus usitée, quoiqu'on 
retienne l'intérét de 10 000 fr., et qu'on ne paie en effet que 
9825 fr. 

Pour l'escompte en dedans, il ne faut retrancher que l'intérét 
dela somme qu'on paie. Voici ce qu'on doit faire. Chaque mois, 
on devra retenir ! fr. par тоо fr. ; donc après 7 mois 100 + 7 fr. 
seront réduits à 100 fr.; on posera donc cette proportion : Si 
101 3 sont réduits à тоо fr., à combien 10 ooo fr. seront-ils ré- 
duits. On trouve 9828 fr., o1. En effet, si l'on ajoute à cette 
somme son intérêt à + p. 100 par mois durant 7 10015, on re- 
trouvera 10 ooo fr. 

82. La Règle conjointe tient lieu des règles de trois directes, 
et sert principalement quand la solution d’une question dépend 
de plusieurs de ces règles liées de manière à donner un rapport 
composé. 

16 pieds anglais valent 15 pieds français, combien 83 des 
premiers valent-ils des seconds? On a.,.................. 


83x15 


16:15 +: 83: x — € 


= 77,81: оп реш aussi poser les 


deux équations 
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15 pieds francais — 16 pieds anglais. 
83 pieds anglais — т pieds français. 
Multipliant la 1° par 83, et la 2° par 16, il vient 
83 >< 15 pieds français = 83 >< 16 pieds anglais. 
16 x 83 pieds anglais == 16 < x pieds français. 
83 X 15 
T AS 
Le produit commun 16 X 83 conduit ainsi à la méme valeur 
que ci-dessus. 
Prenons une question plus compliquée. Combien 27 pieds 
anglais valent-ils de métres, sachant que 1,3 anétres valent 
4 pieds français, dont 15 valent 16 pieds anglais. On pose 


donc 83 x 15 = 16 < r, r= 


1,3 mètres == 4 pieds français, 
15 pieds français = 16 pieds anglais, 
27 pieds anglais — x mètres. 


D’après ce qu'on a vu ci-dessus, les deux premières équations 
peuvent être remplacées par leur produit, Ze 1“ membre étant 
de l'espece du 1** terme, et le 2° membre de celle du dernier 
terme, savoir : 


15 X 1,3 mètres = 4 X 16 pieds anglais. 
27 pieds anglais — x mètres, 


De méme, faisant encore le produit, on a 


27 5€ 15 >< 1,3 mètres = 4 >< 16 >< x mètres. 
Ainsi 526,5 264 >< x, d'où en divisant par 6,2 = 87,2266... 


En remarquant l'ordre des équations successives, et le rai- 
sonnement qui autorise à les multiplier, on voit que cette 
règle s'applique quel que soit le nombre des équations, et qu'il 
faut les écrire de maniere que Je second membre de chacune soit 
de la méme espèce (unités que le premier membre de l'équa- 
tion suivante. La régle est posée quand on est arrivé à un 
second membre de même espèce que le terme initial ; on 
égale le produit de la premiere colonne à celui de la deuxieme. 

Les exemples suivans montreront l'emploi de la règle con- 
jointe, et feront concevoir toute son utilité. Il est commode de 
commencer toujours la règle par le terme inconnu =. 
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On demande le rapport de l'arpent parisien à l'hectare. On 
sait que cet arpent est composé de 900 toises carrées : le rap- 
port de la toise au mètre nous apprend que la toise carrée vaut 
3,8 mètres carrés. Ces rapports seront donc enchainés ainsi : 


х arpens = 1 hectare. 
1 hectare — 100 ares. 


1 are == 100 m, car. 
3,8 m. car. — 1 toise car. 
9ootoisescar.— 1 arpent. 


La régle est posée, puisque ce dernier terme est exprime en 
arpens, ainsi que le terme initial. Égalant les produits, 
* 


доо X 3,8 x x = 100 X тоо, ou 9 X 3,8 X z — 100, 


en divisant les deux membres par 100; donc тоо = 34,».x 
1000 | 


t= zy; == 2,924; Ча hectare vaut donc 2 arpens de Paris, et 
224, ou à peu près 3 arpens. 


83. Quand on compare des sommes exprimées en monnaies 
de divers pays, la règle conjointe prend le nom d'arbitrage ou 
règle de changes. En voici des exemples. : 

La livre sterling vaut 25,50, on demande combien il faut 
donner de francs pour payer à Londres 120 livres sterling. 
On pose 

ж fr. — 120 liv. sterl., 
1 liv. st, — 25,50 francs, 
d’où z= 120 X 25,50 = 3060 fr. 


On demande le prix de 100 pistoles d'Espagne, le change 
étant de 108 sous de France pour 1 piastre , sachant d'ailleurs 
que la pistole vaut 4 piastres. On a 


x fr. = 100 pistoles d'or, 
1 pist, = 4 piastres, 
| piast. = 108 sous, 
20 sous = 1 fr. 
Donc 20 X х 210025 4 X 108, r= 5 x 4 Xx 108—2160 fr. 
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Voici une dernière question. Combien 100 pistoles d'Espagne 
valent-t-elles de francs, sachant que ~ 


i = 100 рім. 
1 ducat d'Espagne vaut 95 deniers de ‘; pst = br adi 
gros d'Amsterdam ; que 34 sous de vs Е - E. 
gros valent 1 livre sterling de Lon- Ls den. gr.— T 
dres , et que 32 deniers sterling va- 4 5. gr- RE 1 ПУ. 86, 


240 den. st. 
lent 3 francs? On sait d'ailleurs que За den. st. 3f , 
la pistole d'Espagne vaut 1088 mara- 
védis, dont il en faut 375 pour т ducat; la livre de gros et la 
livre sterling sont divisés en 20 sous de 12 deniers chaque. 
L'opération s'écrit comme on le voit ci-contre, et l'on trouve 

= NE € rates э, qui se réduit'à xz — 4 » 19 X 20; 
ainsi 100 pistoles valent 1520 fr. 


84. Pour convertir une quantité donnée, en sa valeur ex- 
primée en une autre unité, il faut avoir le rapport de ces 
deux unités, et recourir aux proportions, ou aux régles con- 
jointes. La multitude de ces mesures nous empéche de donner 
leurs rapports ; nous nous bornerons à établir ceux des mesures 
anciennes et nouvelles, tels qu'on les trouve à la page 126. 
Voyons quel est l'usage de cette table pour convertir les toises, 
boisseaux, arpens.... en mètres, litres, hectares, .... 

On demande combien 577 5P 8P° valent de mètres? Je vois, 
page 126, que la toise — 17,9149; je pose 

1T 2 2",9í9 :: 577 5° 8P» : + — 11237,9335. 

Combien 13? 5° 95; valent-ils de kilogrammes? Je trouve 

qu'une livre, ou 2 marcs = 0*,4895; d’où 


3** 0,4895 :2 13^ 5* ge ? x — 3*,3615. 
Pour convertir 447,669 en toises, on pose 
1: oT,5:3074 1: 44",669 : x = 22",919; 


ou (page 70), multipliant la fraction par 6, et celle du produit 
par 12,2 == 227 5? 695,17. 


КД : : : А 
Dans ces calculs, il convient d'exprimer les parties complexes 
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en décimales pour faciliter les multiplications. Nous ayons 
donné, dans la table, page 126, outre les rapports exacts, 
d'autres valeurs approchées, dont l'usage est plus facile, et qui 
sont suffisamment exactes. (оу. n? 595.) La table contient aussi 
les logaritbmes des rapports., afin d'abréger les calculs, ainsi 
qu'on va l'exposer p. 116. 
Combien un litre ou décimètre cube vaut-il de pintes, sa- 
chant que la pinte contient 46,95 
pouces cubes et que le pouce cube +pinte. = 1 litre. 
vaut 19,5364 centimètres cubes? Ces 10.8364 = 1 Dom SE 
rapports s'enchainent ainsi qu'on le 9 po. е. = 1 pinte, 
voit ci-contre. Égalant les produits 
des deux colonnes, il vient x >< 19,8364 >< 46,95 = 1000, 
d’où x = 1,073 747 pinte, capacité égale à celle du litre. 
C'est par de semblables règles conjointes qu'on a déduit la 
plupart des nombres du tableau, de ce que le quart du méridien 


a 5130740,74. ... toises. (oy. p. 69.) 
Des Progressions. 


85, Une suite de termes dont chacun surpasse celui qui le 
précède, ou en est surpassé, de la même quantité, est ce qu'on 
appelle une Progression arithmétique ou par différence : tels sont 
les nombres t, 4, 7, 10... On l'indique ainsi 2 1.4.7. 10.13.16... 
La raison ou différence est ici 3. 

Il est clair que le second terine est égal аи preier plus la 
raison; le troisième au second plus la raison, c'est-à-dire au 
premier plus 2 fois la raison; le quatrième est de méme com- 
posé du premier plus 3 fois la raison, etc. En général , un terme 
quelconque d'une progression par différence est composé du 
premier plus la raison répétée autant de fois qu'il y a de termes 
qui précédent. Donc 

1°. On peut trouver un terme quelconque d'une progression 
sans calculer tous les intermédiaires. C’est ainsi que le 100° 
terme est ici = 1 + 3 X 99 ou 298. 

2% Pour insérer entre 4 et 32, six moyens proportionnels 
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par différence, c'est-à-dire pour lier ces deux nombres par 6 
intermédiaires, qui forment une progression composée de 8 ter- 
mes, je remarque que le dernier terme 32 de la purs etant 
égal au premier 4 augmenté de la raison prise 7 ш», 32 — 4 
ou 28, est 7 fois la raison inconnue ; donc la raison = “= 4 ; et 
l'on a la progression + 4.8.12.16.20.24. 28.32. 

Pour insérer, entre deux nombres donnés, des moyens pro- 
portionnels arithmétiques ou par différence, on divisera la 
différence de ces quantités par le nombre de moyens plus un ; le 
quotient sera la raison. 

De même, pour insérer 8 moyens entre 4 et 11, on trouve 


и—4 7 


la raison = ——— == 9! la progression est 


14. 43. 53:64. 79-76: 88194 .103. «1. 

86. Une progression géométrique ,.ou par quotient, est une 
suite de termes dont chacun contient celui qui le précède, ou 
s'y trouve contenu , le méme nombre de fois. Telle est la suite 
22316 : 12 : 24 : 48: 96;... la raison ou le quotient est 2. 

Le second terme est égal au premier multiplié par la raison ; 
le troisième est égal au second multiplié par la raison, et par 
conséquent au premier multiplié par le carré de la raison; de 
même, le quatrième est le produit du premier par le cube de 
la raison , etc. En général , un terme quelconque d'une progres- 
sion par quotient est le produit du premier, par la raison 
élevée à une puissance marquée par le nombre des termes qui 
précédent. On peut donc, 

1°. Calculer la valeur d’un terme, sans être obligé de passer 
par tous ceux qui le précèdent. Le dixième terme de notre pro- 
gression ci-dessus est З >< 29 = 3 X 512 = 1536. 

2°. Pour insérer 8 moyens proportionnels géométriques 
entre 3 et 1536, je remarque que la progression doit avoir 
10 termes , et que le dernier terme 1536 étant égal au premier 
3, multiplié par la raison élevée à la puissance 9: si l'on divise 
1536 par 3, le quotient 512 est la neuvième puissance de la 
raison, d’où la raison == V 512 —2 (р. 93). Donc, pour in- 

TSI. 8 
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sérer enire deux nombres donnés des moyens proportionnels 
géométriques , il faut prendre leur quotient, et en extraire une 
racine d'un degré égal au nombre des moyens plus un : cette 
racine sera la raison. ] 


Pour insérer quatre moyens entre 8 et 6/4 , Й faudrait extraire 


= M 5 Fe 3 
la racine cinquième de 5$ ou 4/8, quantitéirrationnelle (n° 63) ; 
on ne peut donc assigner exactement ces inoyens , mais on en 


: 5 
approche autant qu'on veut. La raison est y/ 8 = 1,5154 ; ainsi 
{а progression cherchée est 


228: 12,1255 ; 18,3593 : 27,8576 : 42,2243 ; 64. 
Des Logarithmes. 


87. Remarquons que les théorèmes relatifs aux progressions 
par différence deviennent ceux qui se rapportent aux progres- 
sions par quotient, en changeant l'addition en multiplication, 
Ja soustraction en division, la multiplication en élévation de 
puissances, et la division en extraction de racines. C'est sur 
cette observation qu'est fondée la théorie des Logarithmes. 

Concevons deux progressions, l'une par quotient, l'autre par 
différence, dont les termes se répondent deux à deux , telles que 


:0.2.4.6 . B. 10 . 12 . 14 .... Logarithmes. 


12113:19:27 281 2243 : 729: 2187.... Nombres. 


Chaque terme de la seconde est appelé le Logarithme du 
nombre correspondant de la première ; o est le logarithme de 
1, 2 l'est de 3,4 de g; Gest le logarithme de 27, etc. Les lo- 
garithmes sont donc des nombres en progression par différence, 
qui répondent , terme à terme, à d'autres nombres en progression 
par quotient. 

Comme les logarithmes n'offrent d'utilité qu'en vertu de pro- 
priétés qui supposent que ces progressions commencent, l'une 
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par 1, l'autre par о; nous ne nous occuperons que de celles 
qui remplissent cette condition. 

П suit de ce qu'on a dit (п 85 et 86), et de cc que nos pro- 
gressions commencent, l'une par un, l'autre par zéro, qu'un 
terme quelconque est formé de la raison, autant de fois facteur 
pour la première, et autant de fois ajoutée, pour la seconde, 
qu'il ya de termes avant lui. Les sixièmes termes, par exemple, 
sont 243 , 5° puissance de la raison 3, et ro qui est 5 fois la rai- 
son 2. Ainsi ѓа raison est autant de fois facteur dans un nombre 
qu'elle est de fois ajoutée dans son logarithme. 

Si l'on multiplie entre eux deux termes de la progression par 
quotient, tels que 9 et 243; la raison 3 sera 7 fois facteur dans 
le produit (page81), parce qu'elle l'est 2 fois dans 9, et 5 fois 
dans 243 : le produit 9 X 243, ou 2187, sera donc le huitième 
terme de la première progression. Mais si l’on ajoute les termes 
4 et то correspondans dans la progression par différence, la rai- 
son 2 sera aussi 7 fois ajoutée dans la somme 14, donc le pro- 
duit 2187 et la somme 14 seront des termes correspondans ; ainsi 
14 est le logarithme de 2187 ; donc la somme des logarithmes de 
deux nombres est le logarithme de leur produit. Pour multiplier 
9 par 27, par exemple, il suffit d'ajouter les loyarithmes 4 et 6 
qui répondent à ces facteurs, et de chercher le nombre 243, 
qui répond à la somme то prise parmi les Jogarithmes ; 243 est 
le produit cherché. 

Il suit de là que le double du logarithme d'un nombre est le 
logarithme du carré de ce nombre; le triple est le logarithme 
du cube; et, en général, en multipliant le logarithme d'un 
nombre par un facteur quelconque, on aura le logarithme d'une 
puissance de cenombre marquée par ce facteur. Pour 9?,on triple 
le 4, qui répond au nombre geten est le logarithme ; 3x 4 — 1? 
répond à 229 =9". 

Les inverses de ces opérations sont faciles à démontrer; car 
le logarithme du quotient plus celui du diviseur devant don- 
ner celui du dividende, il s'ensuit que le logarithme du quo- 
tient de deux nombres est la différence des logarithmes de ces 
nombres. Pour diviser 243 par 27, retranchez 6 de 10, la dif- 

а c 
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férence 4 cst le logavithme de 9; аша 9 est le quotient dc- 
mandé. 

De même aussi , Ze logarithme de la racine quelconque d'un 
nombre, est le quotient du logarithme de ce nombre divise par 


le degré de cette racine. » 729 s'obtient en prenant le fiers de 
12, et cherchant 4 parmi les logarithmes. Le nombre corres- 
poudant 9 est la racine cherchée. 

88. Si, au lieu de prendre 3 pour raison de la progression 
par le quotient, on eüt choisi une quantité beaucoup plus pe- 
tite, ces propriétés auraient encore subsisté : les quantités dont 
cette progression serait composée auraient été plus prés les 
unes des autres , et l'on y aurait trouvé, par approximation , les 
nombres 1,2, 3, Д, 5,... Concevons donc qu'on ait formé une 
progression, dont le quotient eût été assez petit pour qu’on y 
ait trouvé, à très peu près, tous les nombres entiers, et qu'on 
en ait composé une table, dans laquelle on aurait inscrit ces 
nombres et leurs logarithmes, en supprimant d’ailleurs tous les 
autres termes intermédiaires : les principes qu'on vient de dé- 
montrer auraient également été vrais. Supposons cette table 
formée : on voit que 

1°. Pour multiplier des nombres entiers donnés, il suffit de 
prendre dans la table leurs logarithmes, de les ajouter et de 
chercher la somme parmi les logarithmes ; le nombre corres- 
pondant est le produit cherché (*). 

2°. Pour diviser deux nombres , on retranchera le logarithme 
du diviseur de celui du dividende; on cherchera le reste parmi 
les logarithmes : le nombre correspondant sera le quotient de - 
mandé (**). 


(*) On demande, par exemple, le produit | 6 
án = 72097 
47x863; la “a donne les үе, de ces log. 541 = 27946019 
nombres; on les ajoute, comme on e voit ci- e me = 4,6081087 
contre ; on cherche la somme parmi les logarith- 
mes, et la table donne До 56t pour le nombre correspondant, qui est le 


produit demandé. 
(**) Si Pon veut diviser 4o 561 par 863, la table fera connaître les loga- 
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3°. Pour faire une règle de trois, on ajoutera les logarithmes 
des moyens; on en retranchera celui de l'extréme connu : le 
nombre répondant au résultat sera l’inconnue (*). 

4°. Pour obtenir le logarithme d'une fraction, on retranchera 
le logarithme du dénominateur de celui du numérateur : le 
reste sera le logarithme demandé. Les tables ne contiennent que 
les logarithmes des nombres entiers; ce théorème en étend 
l'usage aux fractions (n° 91, I.) (**). 

5°. Pour élever un nombre à une puissance, on multipliera 
son logarithme par le degré de la puissance, on cherchera le 
produit parmi les logarithmes ; il répondra à la puissance de— 
mandée (***), 

6°. Pour extraire une racine d’un nombre, on divisera le 
logarithme de ce nombre par le degré de la racine, et l'on cher- 


rithmes de ces. deux nombres; et, les retranchant, on cherchera la diffé- 
rence parmi les logarithmes des tables : le nombre 47 qui y correspond sera 
le quotient. 

,*; Pour la proportion 153 : 459 1 17: *, 


= Т 
ар avoir pris les logarithmes de ces idis tog (52 zs 12204480 
nombres, on retranchera celui du premier LT log HA = 2,1 { 14 
terme 153 de la somme des deux autres; et 71,7075702 


observez que cette double opération peut être 

faite d'un seul trait. On peut aussi ajouter le complément arithmétique du 
logarithme de 153 (voyez n° 10), au lieu de retrancher ce log. Le résultat 
cherché dans la table parmi les log. répond à 51, qui est le quatriéme terme 
1nconnu. 


| . 5 6 
(**) Pour avoir le log de 3 $T on re- log 26 = 1, 149724 
2 r A 
tranchera le log 7 du log 26. Pour obtenir le E Mm ым à 
5 , 
produit de 3 Е - para +, oude Е раг 8 i Tue 
13 13 0,9030900 


faudra шот les logarithmes m ces deux 

fractions , ou log 26 — log 7 + log 28 — log 13. On voit ce calcul effectué ici 
d'un seul coup. Le résultat est log 8 : donc 8 est le produit demandé, ce qui 
est d'ailleurs visible. 


me a. Tc 
E M La puissance cinquiéme de 17 se wono en У 1,2304489 

répétant 5 fois log 17, ct cherchant le produit dans 

la colonne des logarithines; il répond au nombre 6,2215 — 


cherché 125 = 1419 857. 
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chera le quotient parmi les logarithmes; le nombre qui s'y rap- 
porte seca la racine cherchée (*). 

On voit donc que les calculs les plus compliqués sont rendus 
très simples : les multiplications et divisions sont remplacées 
par des additions et soustractions ; les élévations de puissances 
et les extractions de racines sont réduites à des multiplications 
et des divisions. Ces admirables propriétés des logarithmes en 
rendent l'usage si important, que c'est un devoir de consacrer 
la mémoire du célèbre géomètre écossais NÉPER , qui en estl'in- 
venteur. 


89. Formation des tables. Il s'agit maintenant d'expliquer 
comment on peut obtenir les logarithmes de tous les nombres 
entiers, Jusqu'ici, nosprogressions par différence et par quotient 
sont quelconques l'une et l'autre; ainsi, un méme nombre a une 
infinité de logarithmes. Nous verrons bientót la raison qui a 
fait préférer les séries suivantes. 


£7 7127102 1007 1000 ; 10 000; ......... . Nombres. 
dr DE UE Дн... ол CRE, 


0, 1,2,.... sontles logarithmes дет, 10, 100... , ils’agitde 
trouver ceux de 2, 3, 4....., qui sont visiblement compris entre 
о et 1; ceux de 11, 12...99, sont entre 1 et2, etc. On ne peut 
obtenir ces logarithmes que par approximation; ou se contente 
ordinairement de 7 décimales. 

Observons que si, dans une progression, telle que 
£0,2.4.6.8.10... on omet un terme sur 2 consécutifs, ou 
2 sur 3,.... on formera d'autres progressions... . o. 4. 8. 12,... 
ou . 0,6. 12... On peut de même imaginer que les progres- 
sions que nous avons prises font seulement partie de deux autres 
dont les termes étaient beaucoup plus voisins, et dont on avait 
omis un certain nombre d'entre eux. 


5 z 
(*) La V 1419857 s'obtient en divisant par 5 le log. du nombre proposé, ct 
cherchant le quotient parmi les log. de la table. Lc nombre correspondant est 
racine cherchée. 


m 
17, 
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Ainsi, concevons qu'on ait inséré entre 1 et 10 un très grand 
nombre de moyens proportionnels par quotient; comme on 
monte alors de т à ro par des degrés trés serrés, il arrivera que, 
parmi ces moyens, on rencontrera les nombres 2, 3, 4,... à un 
dix-millionième près. Cela posé, si l'on inséreun pareil nombre 
de moyens par différence entre o et 1, ceux de ces moyens qui 
occuperont le méme rang que 2, 3, 4,... seront les logarithmes 
de ces nombres. On raisonnera de méme de 10 à 100, etc. 


Il est vrai que, pour insérer un grand nombre de moyens par 
quotient, il faudrait extraire une racine d'un degré très élevé 
(86); mais: on évite cette difficulté à l'aide de diverses racines 
carrées successives. Par exemple, cherchons le logarithme de 3; 
le moyen par quotient entre т еї 10 est... 3,16227766, et par 
différence entre o et 1 est 0,5; 0,5 est donc le logarithme de 
3,1622....., nombre déjà voisin de 3. Une pareille opération 
pour 1 et 3,1622.... d'une part, et pour o et 0,5 de l'autre, 
donne 0,25 pour le logarithme de 1,778279(1. De méme entre 
1,7782. ..., et 3,1625... . . d'une part, et entre 0,25 et 0,5 de 
l'autre, on trouve pour moyens 2,37137370 et 0,375. En con- 
tinuant de resserrer ainsi ces limites, on trouvera 0,30102999 
его, {7712125 pour logarithmes de 2 et 3. 


Ces calculs sont trés pénibles; il est vrai qu'on n'est obligé 
de les pratiquer que pour les nombres premiers, puisque les 
autres logaritlimes s’en déduisent. Mais, malgré cela, il en reste 
assez pour lasser la patience. Aussi n'avons-nous présenté ce 
procédé que comme un moyen de concevoir la formation des 
tables, nous réservant d'en donner de plus expéditifs (626). 


go: Il estaisé maintenant d'expliquer pourquoi ona attribué 
la préférence aux deux progressions adoptées. Tout logarithme 
est formé d'une partie entière , qu'on nomme Caractéristique, 
et d'une fraction décimale : or, < 

1°. Lesnombres compris entre 1, то, 100,... ont leurs loga- 
rithines respectivement compris entre o, т, 2,.... c'est-à-dire 
que Ze logarithme de tout nombre a pour caractéristique autant 
d'unités que le nombre a de chiffres entiers moins un ; ce qui 
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permet de fixer ce nombre de chiffres, lorsque la caractéristique 
est donnée, et réciproquement. Le nombre 543,21 adeux unités 
entières à son logarithme : et 3,47712 1125 est le logarithme d'un 
nombre dont la partie entiére a quatre chiffres. On évite sou- 
vent de charger les tables de cette caractéristique qui y est 
inutile. 

2*. Lorsqu'on veut multiplier ou diviser un nombre par ro, 
100, r000,.... il faut ajouter ou ôter à son logarithme 1,2,3,.... 
unités ; d’où il suit qu’augmenter ou diminuer la caractéristique 
de 1,2,3,.... c'est multiplier ou diviser le nombre correspon- 
dant par 10, roo ,.... c'est reculer la virgule du nombre de 1, 
2, 3,... rangs à droite ou à gauche. Les logarithmes des nom- 
bres 3,4578, 34,578, 345,78, ont la méme partie décimale; 
seulement les caractéristiques sont respectivement o, 1,2.... 

Tels sontles avantages que présente le système delogavithmes 
de Briggs, qui l'ont fait préférer dans la composition des tables. 
Nous l'indiquerons à l'avenir par le signe log; ainsi log 5 dési- 
guera le logaritlune tabulaire de 5, c’est-à-dire le logarithme 
pris dans hypothèse de deux progressions du n° 89. 

от. Usage des tables. Il fautavoir des tables de logaritlimes 
entre les mains pour en concevoir l'usage ; celles de Callet, de 
Borda et Delambre, sont les plus usitées. Nous n'entrepren- 
drons pas ici d'expliquer leur usage ; maisil est quelques points 
qui tiennent à la doctrine méme, et qu'il est bon d’éclaircir. 

I. Les log. des nombres < 1 présentent une difficulté : en gé- 
néral (n° 88, 4°.) il faut retrancher le log. du dénominateur de 
celui du numérateur pour avoir lelog. d'une fraction : mais, 
lorsque celle-ci est moindre que т, la soustraction devient im- 
possible. Par exemple, pour multiplier 5 par ў, comme cela 
équivaut à diviser 5 par ^, il est indifférent d'ajouter log 2 à 
log 5, ou de retrancher log + de log 5 ; c'est alors cette dernière 
opération qu'on préfère. On voit donc qu'il faut soustraire le 
log. dunumérateur de celui du dénominateur, mais qu'on doit 
cmployer.ce log. cn sens inverse; c'est-à-dire le soustraire s'il 
fallait l'ajouter, ou réciproquement. On donne le nom de 
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Logarithmes négatifs à ces valeurs; on les distingue par le 


signe — qu'on place devant. 


Un peu d'attention suffit pour éviter les erreurs. Voici divers 
exemples propres à faciliter l'intelligence de ces calculs. 


fania ж у log5— 9,6989700 
#77 ЧА = = 04771213 
log! =—0,2218487 

log 42,212 = 1,6254359 


1,4035872 


"OE 4— i 


2°. x— y 2; on ôte log 5 de log 7, et 
on prend la moitié. Pour trouver le nom- 
bre qui répond à ce résultat qui est un 
logarithme négatif , on le retranche de 1, 
ce qui rend lenombre 10 fois trop grand; 
on a 4- 0,9269360, qui répond à 8,45154; 
donc x= o, 845154. 


vo y 0,00027, 


юй 


de log 100000—10g 27, etc. On retranche 


39, x— ; on prend le tiers 


log x de3, ce qui rend le nombre 1000 fois 
trop grand ; il vient -++ 0,2997756, qui 
répond à 1,9942 : donc x = ate 

П. П est préférable d'employer les 
logarithmes dont la caractéristique seule 
est négative. Ainsi, dans le deuxième 
calcul log ? = log 5— log 4; on rendra 
la soustraction possible, en ajoutant 1 à 
la caractéristique de log 5 : mais il faudra 
ôter de la différence cette unité ajoutée, 


log 100 = 2,0000000 
—log 4— ae 


log 0,04 =—1,3979400 
pe: 2 


log x = 2,8015272 
x == 633,18 


обоо 
log 9.0056 


log х=—0,0] 
compl.— о 


log 100000— 5,0000000 
log 27= 1,4313638 
logo, 00027— 5 
le tier&—— t, 1895054 
log За, i — 1,7 5106790 
log z=—2, 27002294 
compl.— = 0,29977 


1 + log 5—1,6089700 
log 7—0,8450t 


log iue „о 
оа — 2 4-1,85 
log x =1 обо 


et l'on aura log $ == — 1 4 0,8538720, qu'on écrit 1,8538720. 
Le caractéristique est alors seule négative, et il faudra, comme 
ci-dessus, y avoir égard dans les calculssubséquens. Ici, où l'on 


doit prendre la moitié, pour éviter les 
ristique, on y ajoute r, et elle dcvient— 


fractions à la caracté- 
2 , ct aussi 1 au chiffre 


8 des dixiemes, qui devient 18 : сєз deux additions de l'unité 
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positive et négative n'altérent pas le logarithme; la moitié est 
comme ci- dessus, log r= 1 1,9269360. 

Observez done, lorsqu'il faudra diviser un log. Мсағасієгіѕ- 
tique négative, d'y ajouterassez d'unitéspour qu'elle devienne 
un multiple du diviseur, et d'ajouter autant d'unités de dixaines 
au chiffresuivant, qui est la première dei figures décimales, La 
première et la troisième opération sont exécutées ici d’après ces 
principes, et l’on peut reconnaître que les calculs sont devenus 
plus faciles et plus prompts. 


log 3 == 0,4771213 log 0,000272 313638 
log vida " без On ajouts à à la car." , 7 p Ї 
5 = 0,6089700 pour prendre letiem,.........— 2,8104546 
— leq ooi = 3,0020800 —log 33,41 =—1 5100790 31045 
log x = 2,8015272 bes Y LL 


4°. On peut, au lieu de soustraire des 
logarithmes (10), ajouter leurs complé- 
mens arithinétiques. Dans la premiére e Eni о 
opération, pour log 3 , on ajoute au log 3 ор iaa um = 10559 
le complément delog 5. L'avantagequ'on галя zi 
en retire est à peu près nul, attendu 
qu'on peut faire, d'un seul trait, toutes 


ces additions et soustractions. 


Lorsqu'on veut exécuter un calcul par log. , it convient de 
simplifier avant tout les expressions ; ainsi le premier exemple 
se réduit à z = į X 3 X 422,12 — 1,5 X 422,12. 

II, Pour obtenir les log. desentierscomprisentre deux nom- 
bres quelconques , tels que 10 et 20, il faut concevoir qu’on a 
inséré un assez grand nombre de moyens par quotient, pour que 
parmi ces moyens, très peu différeus les uns des autres, il y en 
st qu'on puisse regarder, par approximation, comme égaux 
à r1, 12, I3,.... c’est-à-dire que ces moyens пе doivent 
différer de 11, 12, 13... . que dans l'ordre des décimales né- 
pligées. 

Dans une progression géométrique, telle que 8: 32 : 128... 
dont la raison est {; on a 3228 4- 8.3, 12822 32 + 32.3. 


Ainsi l'excès d'un terme sur celui qui le précède est le produit 
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de celui-cimultiplié parla raison moins un : l'un de ces facteurs 
croit avec le rang du terme, l’autre est constant : cet excès 
croit donc sans cesse, et il y a moins d'entiers compris entre 
8 et32, qu'entre 32 et 128... . Pour obtenir les log. de ces en- 
tiers intermédiaires , il faudrait y insérer des moyens géomé- 
triques en quantités suffisantes , et aussi des inoyens arithméti- 
ques en égal nombre entre les deux termes correspondans de la 
progression deslog. La différence constante de celle-ci sera donc 
partagée entre un plus grand nombre de termes à mesure que 
l'entier croitra ; ce qui démontre que plus un nombre est grand, 
et moins son logarithme differe de celui qui le suit dans latable. 
Aussi voyons-nous que les log. de т, 10, 100.... étant o, 1,2,.... 
les neuf nombres de 1 à 10 se partagent entre eux, quoique iné- 
galement, une unité entre leurs log. ; et que les до nombres дето 
à 100, lesgoo de тоо à 1000... se partagentaussi une seule unité. 

La différence entre les log. ne tarde méme pas à devenir assez 
petite pour n'affecter que les deux ou trois dernières décimales, 
ct à être la méine dans une certaine étendue de la table. Par 
exemple, en se bornaut à sept figures seulement, 79 est l’excès 
de tous les log. des nombres, depuis 54700 jusqu'à 553oo en- 
viron. La différence n'est pourtant pas constante, etsi l'on con- 
servait un plus grand nombre de décimales, on la verrait varier 
sans cesse. 

Ainsi, quoiqu'il soit faux de dire que Jes nombres croissent 
proportionnellement à leurs logarithmes, on voit qu'on peut 
le supposer sans erreur, du moins pour de grands nombres, et 
dans une petite étendue. Cela posé, soit demandé Ze log. d'un 
nombre qui excède les limites des tables, tel que 5487343, par 
exemple, dans celles de Callet, qui nevont que jusqu’à ro8mille. 

ба négligeant 43, on cherche le log. de 54873, qu'on trouveétre 

7393587, et qui ne diffère de celui de 54874 que de 79. Puisque 
une unité de différence entre les nombres, répond à 79 de diffé- 
vence entre les log., on posera cette proportion ; 

Si т diff. entre les nombres, donne 79 diff. entre les log, 
combien o,43, diff. entre les nombres, donnera-t-il de diff. entre 
les legarithmes? ou 1 1 59 11 0,43 $ = 34. 
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Ainsi 34 est l’excès du log. de 54873,/3 sur celui de 54873 : en. 
ajoutant 34 à ce dernier, on a 739362 1, et il ne s'agit plus, pour 
avoir le log. cherché, que de mettre lacaractéristique, d’après, 
la place que la virgule occupe dans lenombre proposé : ainsi 
(n° go) 

log 54,85343221,7393621, log o,548:343—1,7393621 , etc. 

1l est inutile de remarquer que dans rotre proportion 79 et 34 
tiennent lieu de 0,0000079 et 0,0000034. D'ailleurs les tables de 
Callet offrent à chaque différence logzrithmique la valeur de 
1,2,3,... 9 dixièmes de cette différence, en sorte que le qua- 
. trième terme de la proportion est de suite calculé. 

IV. Pour trouver le nombre qui répond à 1,7393621, on voit 
d'abord que ce logarithme, abstraction de la caractéristique, 
tombe entre les nombres 5487300 et 5487400 , et que la diffé- 
rence entre le log. proposé et celui de 5487300 est 34 ; ainsi on 
fera la proportion suivante, 79 ? 1 22 34; z— 35, inverse de celle- 
qu'on vient d'employer : on trouve z — 0,43; ainsi le log. 
proposé est celui du nombre 0,5487343. 

Voici des règles conjointes où les log. simplifient le calcul.; 

I. La toise ou le pied anglais vaut 0,938293 toise ou pied. 
français, en trouver la valeur en mètre? 


x métres == 1 toise angl. ien CAT E 

t toise angl, = 0,038293 toise frange:,-....,..+ log = 7,9723385 
t toise franç. — 1,949036 métre.... "uut. . log = 0,2898199 
e =m) = 1 toise angl. ......... seres log = 0,2621584 


On trouve de méme 1 pied angl. = 03042940. ..... log = 1,4840072 


IT. Un centimètre cube d'eau pèse un gramme ; combien de 
livres pése un pied cube d'eau? 


x livres = 1 pied cube. 
20417386 pieds cub, == 1000 déc. cubes log = — 1,464989 
1 décim. cube == 1000 cent. cubes... ... log = + 3,0000000 
| ситі, cube = gramm. р. бә. ' 
1000 grammos =" 2%,04288..:..... … dog = + 90102421 
RTE _ жм... eo cap above o 
2017386 x x = 1000 x 2,04288  Jogæ= + 1,8452482 
" z 20f*,02 42 — poids d'un pied cube d'ean pure 
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III. Dans un pays où la longueur du pied est de 13 pouces de 
Paris, ét où la perche vaut 20 pieds, on demande combien cette 
perche vaut de centiares, et combien l'arpent de ce pays vaut 
d'ares? 


1 are = 26,3245 toises carrées 16д...........--.... 2,227 

t = 36 pieds carrés 400.:..,.,:..,,...., 2,6020600 

i = 12 X 12 pouces carrés 26,3240. 6.25... — 1,203600 
13 x 133 — 1 pied carré -Aeae 04) — 1,5563025 
зо х 29 = 1 perche carrée Пф: 9-26; . — 2,1583625 

1 =» г ares. 
135,203 = 26,5245 x 36 х 12.7 МИЛКА т,6949217 
169.400 = 26,3205 х 36 x 14. х ж = 0,4954 ares. 


Ainsi la perche vaut 49,54 centiares ; l'arpent 49,54 ares. 


IV. Pour montrer comment on a pu caleuler les nombres 
qui composent le tableau suivant , nous choisironscet exemple. 
En partant de la longueur du mètre légal, qui est de (43,296 
dela toise du Pérou, et sachant que l'ancien boisseau étaitune 
capacité de 655,78 pouces cubes , on demande combien le bois- 
seau vaut de décalitres. 


x décal. — 1 boíisscau RO a gaan PU a ne a ei бм 
1 = 655,78 pouces eub. 1728... 3,2375437 
1 = 1728 lignes cubes 655,78.............. 2,5167582 
(443,206)? — 1 mètre cube (443;296)?........ — 7,9400814 
1 — 1000 décim. cubes ж... 0,1142205 
t = litre х = 1,900083 
10 — 1 décalitre t boisseau vaut 1,30083 décal, 
(443,29gf)*.e = 100,1728.655,78 
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Un mètre == 0,513074074 Dibo = а....,.......‚‚ log а — 1,710180; 
Un mètre == 3ypi. 0 po-11li.,206— 3 pi. 028444 =. log 5 = 0,48833132 
Une toise = 1,9490363 métre = с.......,...... log c = 028931903 
Un pied = 0,3248394 тёге = 4......... .... log d = 151160968 
Un pouce = 2,706995 centimètres... log = 043248743 
Unamme = 43 ро. 10 lig.,5 — 1,187698 métre..... log = 00747045 
М үпте valent (а x M) toises ou (b x M) pieds. 

T toíses valent (с x Т) mètres, P pieds valent (d x P) mètres. 


Un aie 06,3045 toises carrées, .........,....... TOG == 1,42036014 
Un arpent de 900 t. carr. (100 perches de 18 рі.) = 34,18867 ares. 

Un hoctaro = 2924944 агрепв..............,. log = o, 4661263 
Une toise carr. — 3,798743 mètres carrés. s... ...: р mu 

Un pied carr. — 10,552 décimétres carrés, 1 po. carr.— 7,32782 cent. carr. 


Un stére = 0,135064 toise cube —29,17386 pieds cubes. 
Un stère == 0,521 voie == 0,261 corde; 1 voie = 1,920 stére. 
Une volée cab. = 7,403887 mètres éubes........... log = 6,695979 


Un litre == 1,2300 litron.....,..,,,.,.,... log == 0,089905: 
= (50,4124 pouc. cub.) —1,07376 pinte. log = 0,0309020 

Un liron = 0,81302 litre; une pinte0,9313 litre. 

Un boisseiu = 1,3098 détalit, ; 1 heétol. = 5,6874 Боа. 


Une livre = 4,89506 heetogr.=h.......,.....,.... log à = 
L livres valet (А x L) hectogr. К kilogr. valént (1 x Куе. 


8o franes — 81 livres tournois. Pour traduire des francs en livres , ajoutez 
le 80° (ou le 8? du 10°, c'est-à-dire un liard par franc). Pour changer des livres 
en francs , ôtez le 81*, on le g* du 9°. 

D'après les réductions des anciennes monnaies, 5 pièces de 6 livres valent 
29 fr. ; 4 de 3 livres valent 11 fr.; le louis vaut 23 fr. 55, et le double louis 
47 fr. ао. 


Rapports approchés. 


26 mètres == 35toisos. |13 décimétr.— 4 pieds. |81 centimètr. = 27 pieds. 
19 mètres == 16 aunes. | 3 décimétr.— 11 pouces|g7 millimètres=43 lignes. 
Áo hectar. —117 arpens |19 mèt. саг. — 51. сате. |21 décim. car. = 2 pi. саг 
37stères — — 5 toi, cu.| 5 décim.cu.=252 po. eu.|22 centim.enr.— 3 po car. 
13 litres = 16 litrons.|13 décalitres= то boiss. |25 litres —29 pintes. 
70 kilogr. =1 43 livres. [11 hectogr. = 360nces. | 8 décigram. —15 grains 


4 myriamétres valent о lieues de 25 au degré, ou de 2283 toises +. 
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TABLE 


Des nombres M < 2461 qui sont multiples desnombres premiers 
autres que 2 , З et 5, avec leur plus petit diviseur d. 


ә 


2 


r4 
bs 
L4 
@ 
8) 
90 
o7 


12 


- 
~ ~] 


On demande si les nombres 1843, 1907 et 29055 sont рге- 
miers, ou quels en sont les diviseurs? 1°. la table indique que 
1843 est multiple de 19, et= 19 X 97 ; 2°. 1907 est un nom- 
bre premier, puisqu'il n'est pas dans la table, et que 2, 3 ni 5 
ne le divisent; 3°. 29055 est divisible par 3 et 5, et le quotient 
est 1937 , multiple de 13; donc 29055223 x 5 >< 13 x 140. 
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ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 
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[. CALCULS ALGÉBRIQUES. 


Notions générales. 


92. Es Arithmétique ona pour but de combiner entreeux des 
nombres, selon de certaines règles : en Algèbre, ce n'est pas un 
résultat numérique qu'on veut obtenir, mais on cherche la ma- 
nière dont chaque nombre entre dans le calcul. La solution de 
tous les problémes de méme nature, qui ont seulement des 
données différentes, exige des calculs semblables pratiqués sur 
ces données. Par exemple, l'intérét d'un capital se trouve en 
multipliant ce capital par le temps écoulé et par le 100* de l'in- 
térét que rapportent тоо francs dans l'unité de temps (n? 150). 
L'Algébre s'occupe de la recherche des calculs à faire dans 
chaque probléme, et pour y parvenir, on y représente les don- 
nées par des lettres a, 5, c,.... propres à désigner tous les 
nombres , afin de reconnaitre dans le résultat, à travers toutes 
les réductions et les modifications, la manière dont chacune 
s’y comporte. 

Cherchons , par exemple, le nombre dont le triple est égal 
à 100, plus la moitié de ce nombre; nous raisonnerons ainsi : 
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3 fois l'inconnue égale 100 plus la moitié 
de Lee)... LIVRE СЗ 3zrz2cioo--*r 
Retranchant de part et d'autre la moitié de 
l'inconnue, on a 

3 fois l'inconnue moins sa moitié égale 100, 3x 5 x — 100 
ou 5 fois l'inconnue égale 100. .......... 3 — 100 

Enfin (5) divisant des deux côtés par $, 

L'inconnue égale $ de 100 ou égale фо... x= } 100 = ġo 
L'algébriste représente l'inconnue par x , et à l'aide des signes, 
exprime les parties de ce raisonnement, comme on le voit ci- 
contre, Et s'il met a au lieu du nombre тоо, il aura 


4 " LI — 5 сабай © 
Зл==аф tr, 3r—;r=a, où ir=a, r—ia. 


Ainsi, l'inconnue dont le triple est égal à sa moitié, plus 
une quantité donnée, est les 2 de cette quantité, quelle qu'elle 
soit ( voyez page 147). 

La manière de démontrer les théorèmes peut encore différer 
beaucoup en Algèbre et en Arithmétique. Veut-on prouver une 
proposition? On prendra en Arithmétique un exemple numé- 
rique quelconque, et l'on procédera de maniére à conclure la 
proposition , non-seulement pour l'exemple individuel sur le- 
quel on a opéré, mais encore pour tout autre, On fera donc un 
raisonnement général sur un exemple particulier. En Algèbre, 
au contraire, on prendra un exemple formé de symboles assez 
généraux pour représenter tous les nombres, on pourra raison- 
ner d’une manière qui soit particulière, et souvent les com- 
binaisons seront purement mécaniques. C’est ce que la suite 
expliquera mieux (n° 106). 


93. Convenons donc de représenter les quantités connues par 
des lettres a, b, c...; ce sont les nombres donnés qui servent de 
base aux raisonnemens, et de la grandeur desquels nous vou- 
lons rester maîtres de disposer ensuite. Si s est la somme des 
quatre nombres a, b, c et d, nous écrirons s == a + b+c+ d. 

s—a--a-4-a--a, se réduit à s —4 X a, ou simplement 
== 4a, en ôtant le signe de la multiplication qui devient inutile. 


3. I. 9 
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Le chiffre 4 se nomme Coefficient (*). Si le nombre a doit étre 
répété 2,5,7..... n fois, on écrira 2a, 5a, 7a..... na. De même 
on désigne рага? ,а°,а?...., а" queaest 2,5, 7... n fois facteur, 
savoir, aa, aaaaa, etc. 

On nomme Terme toute quantité séparée d'une autre par les 
signes + ou — е binome a deux termes, tels sont a+-b,ac—{ab; 
le trinome trois, tels quea 4- b — c, ad — (ab — 20с; le poly- 
nome enfin a plusieurs termes. 

Le trinome а — b — c désigne qu'apres avoir ôté b de a, il 
faudra encore retrancher c du reste ; ce qui revientà a—(b+-c); 
а — b — b est visiblement égal à a — 25; de méme........ 
a— b — 3b — 2b == а — 6b. 


De la Réduction, l Addition et la Soustraction. 


94. On appelle Réduction l'opération algébrique qui tend 
à réunir plusieurs termes en un seul; mais il faut pour cela 
que ces termes ne different que par les coefficiens, et qu'ils 
soient formés des mémes lettres affectées des mémes exposans. 
За - 2ab —b, Заза, 5a'b*-- 2a*b—3*, sont des quantités 
irréductibles. On verra aisément que 


Jabe — айс” — be? + 230? 4 ard» m заро» 4 be? je ad, 
24 — 3b + a — c Фф ЗЬ = За — с, 
ЗЬ + que — Gb —3ас+ ac + d = d – 1 


En général , on ne prend d'abord que deux termes semblables, 
et la réduction ne frappe que sur leurs coefficiens, c'est-à-dire 
qu'on ajoute ces coefficiens lorsque leurs signes sontles mémes, 
et qu'on les retranche s'ils sont différens : on donne ensuite au 
résultat le signe commun dans le premier cas, et le signe du plus 


(*) On doit bien se gårder de confondre les exposans avec les coefliciens » 
a4, par exemple, avec 4a : les exposans indiquent la multiplication réitrrée 
d'une quantité par elle-même; Jes coefficiens en marquent l'addition, 
at =a.a. ma, ~ama a-- a+ a : si a représente le nombre 5, a4 = 65, 
et ja — 20. 
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grand coefficient dans le. second. Les lettres et leurs ex posans 
demeurent d'ailleurs les mêmes. 

On doit attribuer le facteur 1 aux termes qui n'ont pas de 
coefficient (n° 54); & et ac équivalent à 1 et тас. 

A proprement pairler, il n'y a en Algèbre ni addition, ni 
soustraction, mais bien une réduction lorsqu'elle est possible ; 
l'addition et la soustraction restent encore à exécuter dans 
a+ b et a — b. 

Ainsi, pour faire l' addition ci-contre, 
on n'éprouvera d'awtie oM ole que res Сайдыы 
celui de la réduction , aprés avoir attri- а» — ДЫЗ mes 
bué le signe + au premier terme de Fras — abc + j4 
chaque trinome. 

95. Proposons-nous de soustraire б — c de а; il est certain 
qu'on ne changera pas la différence cherchée , en ajoutant c à 
ces deux nombres; ainsi  — c deviendra 4 , a sera changé en 
а + c; soustrayant b dea +c, опа 


а (b — с) = a +c — b. 


On voit en effet (n° 4) que si l'on ajoute a + c — b à b — c, 
on retrouve a. Donc, pour soustraire un polynome, il faut en 
changer tous les signes, et réduire, s'il y a lieu. Par exemple, 


Jar + 5be — 20°% 


jab — 3be фар — Ge obe Gas — Зас 
— (22b — 6bc) — (ab — «ce — abc) (ant — Зас! 
gab — He Таб — 30 + be af v Jac 
— 2ab + be — ab + с" + 20 == 14% + Зас 
245 + 3bc Зар — 20° + 3с Em 


On remarquera que, si le premier terme ne porte aucun signe, 
il faut lui attribuer le signe +, afin de rendre applicable la 
règle ci-dessus à ce terme comme aux autres. C'est ce qu'on 
fera aussi dans la multiplication et la division, d’après le méme 
motif. 


- De la Multiplication. 


96. La multiplication des monomes ne donne lieu à aucune 
difficulté: car soit (ab xt5cd, eu changeant l'ordre des facteurs, 


9.. 
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on a 4.5.ab.cd ou 20 abed. S'il y a des exposans, comme 
ax a’, en revenant aux principes, on trouve aa x ааа ou 
aaaaa == a, de sorte qu'on a ajouté les exposans 2 et 3 : de 
méme 8a°b5 >< фа? — 32ab5. En général, pour multiplier des 
monomes , on multipliera leurs coefficiens, on ajoutera les ex- 
posans qui affectent les mémes lettres; enfin, on écrira à la 
suite les unes des autres les lettres différentes. On attribue Pex- 
posant 1 aux lettres qui n'en ont pas. | 
Multiplions maintenant 4240 par c+d, ce 
~ ze qu'on indique par (24-0) X (c +d). П est évi- 

— + dent que pour répéter a + b autant de fois qu'il y 

+ od + bd а d'unités dans c 4- d, il faut prendre a4-b,c fois, 

puis d fois, et ajouter. Mais pour prendre c fois 

a+ b, il faut multiplier séparément a et b par c, de sorte 

que (a 4-5) x c zz ac + bc, (a 4-0) >< а= ad 4- bd, ce qui 
donne le produit ac + bc + ad + bd. 

Multiplions a — ù par c. En prenant le produit 

4—0 acdeaparc, on est supposé avoir ajouté c fois a; 

5 — i; maisilfallait multiplier, non pas a, mais a — ù 

par с; chaque fois qu'on a ajouté a, on a pris une 

quantité trop grande de b unités, de sorte que le produit ac 

doit être diminué de ò pris autant de fois qu'on a répété a, 

ou c fois. Otons donc bc de ac, et nous aurons (a—b) >< c 

= ac — be. 

Pour multiplier a— 9 par c — d, on fait d'a- 

: zs 3 bord le calcul précédent ; mais au lieu de répéter 

I a—b,c fois, il ne fallait prendre a — 0 que 

— ad 4- M — (c—d) fois : on a donc pris d fois de trop (a&b); 

ainsi, du produit précédent ac — bc, ìl faut re- 

trancher celui de a— ù par d, ou ad — bd, ce qui donne (n? 95) 

(a — b) X (c — d; = ac — bc — ad + bd. 

La multiplication de tout polyuome peut toujours être ra- 
menée à ce dernier cas, en représentant par a et c les sommes 
des termes positifs de chaque facteur, et par b et d celle des 
négatifs ; on retombe ensuite sur le premier cas, quand il s'agit 
d’assigner les valeurs de ac, de bc... En observant ce qui vient 
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d'étre développé, on voit que chaque terme du multiplicande 
a été multiplié séparément par chacun de ceux du multiplica- 
teur : en outre, quand les deux facteurs partiels monomes ont 
eu des signes différens, leur produit a reçu le signe —, tandis 
que dans le cas contraire on a mis le signe +. 

Concluous de là que le produit de deux polynomes se trouve 
en multipliant chaque terme de l'un par tous ceux de l’autre, 
d'apres la règle donnée pour les monomes; puis on prend chaque 
produit partiel négativernent lorsque ses facteurs ont des signes 
contraires, et positivement lorsqu'ils sont de méme signe (tous 
deux +, ou tous deux —) (*). On doit affecter du signe + le 
premier terme , lorsqu'il n'en porte aucun, comme n? 95. 

97. Voici quelques exemples de la multiplication des poly- 
nomes : 


а +30 — 4 за + be — 9 
28 — d за — be + ab 
24* -+ бас — Зай fa" + Jabe — jab 
— ad — Jod 4- d — 2abc — bre’ + abc 
J4* 4- бас — Зай + фаз + эс — | 
— 3‹4 + d' qa* b + Ab -- i^ 
&o b аз + 2ab-4-. br а +b 
а + b а ++, b a — | 
а" + ab аз $ 2b abs а" + ab 
hab + b^ + ab + 2а2*%4 M — ab — b" 
Ca^ 4 2ab4-5* a) + За'%4- 3obo4- 5? а" — bè 


(*,On a coutume de dire que la multiplication comporte quatre règles, pour 
les coefliciens, les lettres, les exposans et les signes. Les premiéres ont été 
données pour les monomes; la quatrième s'exprime ainsi 

+ х ++, + х = X c, — X — = +. 

Н semble alors étrange aux oreilles peu faites au langage algébriqued'entendre 
direque — x — donne; l'espèce de doute qu'on éprouve tient au vice du 
langage; car il est absurde de prétendre multiplier un sigue par un autre : іу 
ne faut pas attacher un sens rigoureux aux expressions dont on se sert , qui ne 
sont obscures que parce qu'on sacrifie la correction de l'énoncé au besoin de 
l'abréger, pour en faciliter l'application. Ce n'est donc pas — qu'on multiplie 
par—, pas méme — b par — d, mais bien а — 5 par c — 2; et la logique la 
plus exacte conduit au théoréme que nous avons donné. En un mot, on ne 
doit pas appeler le principe dont il s'agit, la Règle des signes, mais bien la 
Règle de la multiplication des polynomes. 
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Ces exemples nous fournissent des remarques intéressantes. 

I. Le carré de (a + б) est a -+ 22^ 4- l9, (Voyez п? 61.) 

II. Le cube esta? + За? + Заб? 407. ( F'ayez n° 67.) 

HI. De (a+b) (2—6) —a' — 5*, onconclut que la somme de 
deux quantités multipliée par leur différence, donne pour pro- 
duit la différence de leurs carrés ; (3 +5) < (7—59)== р 5, 
ou 12 X a2 9 — 25 — 24. 

Coupons a en deux parties quelconques; si 4 а — x désigne 
l’une, l'autre est 5 a+ z, et le produit est $ à! 2°; cette 
quantité est < г a°, tant que = n'est pas nul. Donc, si l'on fait 
croître depuis zéro l'une des parties d'un nombre a, l’autre di- 
minue et le produit augmente ; mais dès que la première partie 
devient' a, le produit est le carré de cette moitié, et atteint sa 
plus grande valeur, en sorte qu'il décroit lorsque la premiere 
partie continue de crottre. 

Ces théorèmes servent surtout à abréger les calculs : ainsi, 
dans le second exemple du n? 97, on reconnait aisément qu'on 
cherche le produit de 2a + (bc — 207) par 2a — (bc — 20°) : 
ainsi l’on doit trouver la différence des carrés de 2a et 
(bc — 25^), ou 4a’ — (bc — 20%) : or la première de nos règles 
donne (be — ab*y — bte — Өс + 455; le produit cherché est 
donc фа — bc 4- (PP c — 4b, 

IV. On trouve que (a^4- 0?) (c? + d") ac^ + bc? H- ed 
+ d^; ajoutantetretranchant 2abcd, le produit revient à... 

(ас bd) + (ad zz be} : 
propriété curieuse qui prouve que le produit est décomposable 
de deux manières en deux carrés. Ainsi ( 7*4-2*)(10*2- (7) 6148, 
nombre qui équivaut à (70 + 8)* 4- (28 zz 20)"; donc 6148 
est décomposable en 78* 4- 8* et 62* -- 48". 

V. П est facile d'obtenir la forme du produit de т? facteurs 
binomes (x + a) (x + 0) (x + c)... .; en effet, pour deux ou 
trois facteurs, on obtient les produits 

a*-4- az 4 ab | х фах + ab x + abc 
46x Б 0х" 4 ас х 
+ ex 4x 
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Or, il suit du procédé même de la multiplication, que, 

1°, Les divers termes du produit ne peuvent éprouver de 
réduction entre eux ; en sorte que les lettres a, b, c.... n'ont 
ni coefficiens numérique: , ni exposans. 

2°, Le premier terme est le produit de tous les premiers 
termes , et le dernier estle produit de tous les seconds termes 
des facteurs : entre ces extrémes, les exposans de x vont en 
décroissant d'une unité de terme en terme, et le produit a, 
en général, la forme 


z^ 4- Ах"—' 4 Ban 4- Cx"... d- abcd. 


3*. Tous les termes doivent étre composés du méme nom- 
bre m de facteurs, en sorte que le coefficient 4 de x"^' ne 
doit pas contenir les lettres a, b, c.... multipliées entre elles ; 
que celui В de x*—* doit être formé de produits 2 à 2 de ces 
lettres, ou ab, ac, bc... .. 

4°. Si la lettre a entre d'une manière quelconque dans l'un 
des coefficiens 4, B...., toutes les autres lettres b,c.... doi- 
vent y entrer de la même manière, puisque le produit ne doit 
pas changer en mettant a pour b et b pour a, etc.; donc 


4 est la somme de tous les seconds termes des binomes ; 
B est celle de tous leurs produits différens 2 à 2 ; 

С celle de leurs produits différens 3 à 3, etc. 

Le dernier terme est le produit de tous les seconds termes. 


On ne doit pas négliger les simplifications lorsqu'elles sont 
possibles. Ainsi, pour (4ab — 2ac ) (бай — Зас), on voit que 
le premier facteur équivaut à 2a (20 —c), et le second à 
3a(20—c); le produit est donc 62*(a0 —c)* ouGa*(4b*— {bc+-c°). 

Il y a quelquefois de l'avantage à décomposer les produits 
en facteurs (la division nous apprendra bientót à faireces sortes 
de décompositions) : ainsi, pour 3y?z 4- 3yz? + ру + pz, on 
reconnait que les deux premiers termes équivalent à 3yz (. 4-2), 
etles deux autres à p (y + 2); donc on a (3yz + p) X (y4-z). 
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De la Division. 


98. Soit a le dividende, m le diviseur, g le quotient et r le 
reste, г étant < m, toute division donne l'équ. (n° 16) 


а= ту + г. 

Pour diviser un monome par un autre , comme on peut, sans 
changer le quotient, diviser par un méme nombre le dividende 
et le diviseur (n? 15 et 13), on supprimera les lettres com- 
munes à ces deux monomes , on soustraira les exposans qui af- 

Jectent les mémes lettres, enfin on divisera les coefficiens entre 
eux. On voit d'ailleurs que cette règle est l'inverse de celle de 
la multiplication (n° 96) 


HAC 25 * 
LATE = бе, рер = Заб; TR = зас ; 


b* disparaît dans le troisième exemple, parce que les deux 
termes ont 0° pour facteur commun. 
3abc .4acde ^ ace 
Sabc — ‘* 8hd'e — abd? 
on ne peut pousser le calcul plus loin, et il restera à diviser 
ace’ par 204°, quand on connaitra les valeurs numériques 
dea,5, c, d, e. 
Soit proposé de diviser. 
зоа 4- aë — 35a*b* — 45% par ab? + за? — баі”. 

Le quotient, multiplié par le diviseur, devra reproduire 
le dividende : si l'on connaissait un terme du produit 
20*?ab--( a6— . .. qui résultát sans réduction de la multiplication 
d'un terine donné du diviseur par un terme du quotient, une 
simple division donnerait celui-ci. Or, on sait que les termes 
où une lettre quelconque, telle que а, a le plus haut exposant 
dans les deux facteurs, donnent au produit un terme qui ne se 
réduit avecaucun autre, puisque cette méme lettre a y porteéga- 
lement le plus haut exposant. Les termes {af d'une part, et 2o? 
de l'autre étant dans ce cas, 4a est le produit exact du terme 24 
par le terme du quotient où a est affecté du plus haut exposant; 
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6 
a * AET ә. Ф 
ainsi ce terme est ^ ou 24. Si l'on multiplie tout le diviseur 
a 


par 24, et qu'on retranche du dividende, le reste sera le pro- 
duit du diviseur par lesautres parties du quotient. On est donc 
conduit à diviser ce reste par le diviseur, afin d'obtenir ces 
parties, ce qui exige qu'on reproduise le méme raisonnement, 
et qu'on divise encore par 243 le terme du reste où la lettre a 
porte le plus haut exposant. 

Pour éviter l'embarras de déméler parmi les termes du divi- 
dende , celui où a porte le plus haut exposant, ainsi que dans 
les restes successifs, il est conveuable d'ordonner le dividende 
et le diviseur; c'est-à-dire de placer, comme on le voit ici, 
au premier rang, le terme où a porte le plus haut exposant ; au 
second rang, le terme où a porte l'exposant immédiatement 
moindre, et. ainsi de suite. 


a5—35a*51--30ab^ — 45° 24)—54b* 4-2b? 
— da! toas ja Pb аатай 
167 resto... d-10a b *—25a*bi— 4253 4 зоа09—Ді0 
—10a4b*-4-25a* bi — 10ab* 
3" pU... С] fja3h 110255 — 4b6 
+ Gb —10a4b5 + 4b6 
о 


sos 


3° reste, 


On voit qu'après avoir divisé 4af par 22°, on a multiplié tout 
le diviseur par le quotient partiel 24°, et retranché le produit du 
dividende, ce qui a donné un premier reste. On a divisé de nou- 
veau par 2а? le terme + roa!/^, où la lettre a porte, dans le reste, 
le plus fort exposant, cequi donne-5ab* pour second terme du 
quotient. On a ensuite multipliéle diviseur par ce terme +5ab”; 
on à retranché du premier reste, ce qui a donné un second 
reste. Enfin, — aD? : 2a? == — 20? a complété le quotient 
parce qu'on n'a plus trouvé de reste. 

Lorsqu'on est conduit , comme ci-dessus, à diviser des termes 
qui ont pour signes, l'un +, l'autre —, on donne au quotient 
le signe — , afin que, dans la multiplication , on reproduise le 
premier terme du dividende avec son sigue. Si les termes à 
diviser eussent été négatifs l'un et l’autre, le quotient aurait eu 
le sigue +. H faut prendre ceci simplement comme un fait de 
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caleul, sans chercher à expliquer ce que pat signifier la divi- 
sion de deux termes qui ne sont pas positifsensemble ; en effet, 
il ne s'agit ici que de trouver un ѕууёте determes qui, multi- 
plié par le diviseur, d’après les règles соплиез, reproduise le 
dividende. 

Concluons de là que, pour diviser deux polynomes, on les or- 
donnera par rapport à une méme lettre ; on divisera le premier 
terme du dividende par le premier du diviszur, et l'on auraun 
terme du quotient; on multipliera ce terme par le diviseur, et 
on retranchera du dividende : puis l'on traitera le reste de la 
méme maniere. On pratiquera , pour les divisions partielles, la 
règle des signes de la multiplication. Enfin, on poussera l'opé- 
ration jusqu'à ce que la lettre suivant laquelle on a ordonné, ait 
dans le reste un exposant moindre que dars le diviseur. 

Tl est bien entendu qu'on pourrait ordonner par rapport à 2, 
ou toute autre lettre commune aux deux facteurs, et méme 
dire du plus petit exposant d'uue lettre tout ce que nous avons 
dit du plus grand. 


99. Nous mettrons ici deux autres exemples de division. 


баі4-4а2Ь 1.325324 0 заз ар ba 
бак a3 ab 66и 
ET pestes... — ab —Datb*-— Jab. 5b 1 

4-2ab-4- abt ab? 


IE EP Ar 
ares. ....-.-- aibi dab abs 
inizi 
Leda c Ados deo sus: da 
a5 —b5 "la—h 
—4% +atb apaspa bejat 1 jh 
197 reste. atb—bt 
ETUETLUL 
at теме...... 4209—05 
аа) 
3* гейе..„..„...... 295-05 
—a* bah 
reb om ems abi — 55 
—аһ + b 
OAM DEP NER NES A ) . 


En suivant avec attention la narche de la dernière division, 
on voit que si l'on divise a” —?" par a — b, les exposans de a 
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doivent diminuer , et ceux de b croître d'une unité dans chaque 
reste et dans chaque quotient; les mestes sont donc des binomes 
dont le 1** terme est successivemenit q"—'b, a?—?5*... Lorsqu'on 
arrive au reste арт! — D", la division par (a—0) donne le quo- 
tient exact 5"—!, en sorte que a"—4j" est divisible sans reste 
par (a—b), et l’on a 

а“—б" 

ab 


a", 


Sibi, на" dant deam фа + 1. 


— а"! + a"—b ane + 24 р + b^. 


Au reste, il est facile de prouver la vérité de ces équations 
en multipliant les seconds membres parles dénominateurs a—/, 
а —1, parce qu'on reproduit identiquement les numérateurs 
a"— b", qn— 1. 

Quand on divise a par 1 — х, l'opération n'a pas de fin, et 
l'ou trouve ce quotient indéfini 


-a(i4rd4I£.....). 


t-r 


On peut donc regarder le 1 membre comme la somme des 


termes du 2°; cette fraction est la somme d'une progression 


par quotient, qui s'étend à l'infini, dont a est le 1* terme et x 
la raison. Si l'on a, par exemple, £2 2 : 11 21... savoira=2 
et x у, 1—27— {, on trouve 2 ; $ ou 3, pour la somme de 
cette suite prolongée à l'infini. De méme? (1 4- 2-- (2)*...) — 5 
parce que a—;, x=2. Баба, $(01— j-Fi—$....)— 
vn faisant a =}, zm 
La fraction décimale périodique 0,(54) revient à......,.. 
LI T rss +: en où LE [1 + iis + Ka )*... .‹) =, 
en faisant a= $$ p, xl, En général, si р est " période 
composée de n chiffres, cette fraction est, comme n? 53, 


Li 


, 
7 
91 


£ P cog me © DET, 
+ rome "7 19'—r 999... 
Faisons а==1 et æ =f; il vient —2— 14-1 24- 4. 


On ne conçoit pas Чарб comment, en ajoutant des termes 
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sans cesse croissans et positifs, on pourra trouver — 2 pour 
somme. Mais en poussant la division de а par 1 — x, jusqu'à 
4 termes seulement, on a le reste ахі, en sorte que le quotient 


exact est 2C J-r-4.a*4- I 


tion représentant la somme de tous les autres termes jusqu'à 
l'infini. Mais cette fraction devient — $+, en faisant a = 1 et 
x — 1 ; ainsi, lorsqu'on n'a égard qu'aux premiers termes , ceux 
qu'on néglige forment une somme négative plus grande que la 
partie qu'on prend : les deux parties réunies sont ici......... 
14i. i4X— qui se réduit au те membre — 2. 

Ce paradoxe vient donc de ce qu'on ne peut regarder les n 
premiers termes comme une partie plus ou moins grande de 


гі 
=) › cette derniere frac- 


la somme, qu'autant que va sans cesse en diminuant, à 


I—r 
mesure que le nombre n des termes conservés s'aecroit ; il faut 
donc que x< т. On dit qu'une série est convergente quand les 
termes vont ainsi en décroissant de plus en plus. (oy. n° 618.) 

тоо. On rencontre une difficulté de laquelle il est bon d’être 
prévenu : lorsqu'il y a plusieurs termes où la lettre suivant la- 
quelle on a ordonné porte le méme exposant, quel est celui qui 
doit être écrit le premier, et que devientalorsla démonstration 
que nous avons donnée? Avec une lépère attention, on verra 
qu'il suffit de mettre dans les termes dont il s’agit, la lettre avec 
son exposant en facteur commun, et, entre des parenthèses, 
la quantité qu’elle multiplie. On doit regarder alors cet assem - 
blage comme ne formant qu'un seul terme. Si l'on а, parexem- 
ple, 4atb° — Даі0с + a'c^, on écrira a (40° — 40е + c*) , qu'on 
regardera comme n'étant qu'un seul terme. 

Un exemple fera voir plus clairement la marche qu'on doit 
suivre. 


(4b* -Abe 4-c*)a4—( абс e )atbt M. be 2251-85 f (ab-c)a* — bc ab +81 
he Meere ере arh ае) arb) | (uic avrei 
(2b-c)(b--c)a 10—309 4 bodet jabre] bte) 2ab4-b^ 
нарс) (bte ab 59 4-0be et jatbt—( bee) abt 
І xx —(эЬ—с) ath ue bc аә 
trial) atb*u( Вс аһ 


о 
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Des Fractions et Communs diviseurs. 


101. Tout ce qui a été dit (page 46) sur les fractions numé- 
riques, doit se dire aussi des algébriques. Ainsi 


a à П EM > - 
1°, désigne que l'uuité est partagée en 0 parties, et qu'on 


. a 
en prend a ; en sorte que le produit 7% b est le numérateur a 


(n9 309r 


а а ат 
2°, Quel que soit, ола B" (n* 38); 


ser bd (9 9) 221 n. 
Le signe + s'énonce plus ou moins ; il indique qu'on doit 
prendre le signe supérieur dans les deux membres, ou, si l'on 
veut, l'inféricur dans l’un et l’autre. 


a junte a. c ac 
mb т, 24—04° 
b ) ac 4-5) < (mq +p) - [ 

(« +:)(=+2 )= ти TERP? (n° до, ба); 

re 9. a am mut a,c ad 

dd deber! ЛУТ сеге ЛАЙ Un nt 7 

__ 2(ac et b) +t) ge 

(2+2): (m Tin 066 

102. Cherchons à plus grand commun diviseur D de deux 
polynomes 4 et B : on nomme ainsi une expression qui divise 
exactement ces polynomes, et telle, que les deux quotiens n'ad- 
mettent plus aucun diviseur commun. 

I. Si Æ et Л sont divisibles par D, ils sont de la forme 
A-—Dr,B-Dy; or en divisant 4 par B, et désignant le 
quotient par g et le reste par А, on a l'équation 


ré ы ac 
ENTRE 


R 
А==В1-+ЕВ,‚ d'où Dx = Пуд +R, rey. 
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en divisant l'équation par D : ainsi R doit aussi être divisible 
par D, et de la forme R = Dz, ce qui donne x — 57 4-2. 
Tous les diviseurs communs à А et B le sont aussi du reste R de 
la division de А par B. 

Maintenant supposons que D scit le plus grand diviseur 
commun de 4 et B, c'est-à-dire que x et y n'aient aucun fac- 
teur commun, il s'ensuit que y et z n'en auront pas non plus; 
car s'ils en avaient ип, on prouverait de méme que ce facteur 
diviserait x, et que x ety ne seraient pas premiers entre eux. 
Donc Ze plus grand commun diviseur de А et В, est aussi celui 
de B et du reste R de leur division. C'est ce qu'on a vu n° 23. 

II. Si l'on multiplie ou divise À par une quantité qui soit 
première avec B, le plus grand commun diviseur demeurera 
le méme. Car soient A et B de la forme 4=Dzx, Ву, кеу 
étant premiers entre eux ; il est visible que D sera encore le 
plus grand diviseur commun, si l'on supprime 2:, ou у, ou seu- 
lement quelqu'un de leurs facteurs , comme aussi si l'on mul- 
tiplie Z par une quantité z qui soit première avec 5. 

III. Si un polynome A , ordonné par rapport à а, est divi- 
sible par une quantité F indépendante de a, les coefficiens de 
chaque puissance de cette letire a doivent en particulier étre di- 
visibles par F. Eu effet, soit Ma" + Hat.. ., le quotient de 
A divisé par F, on a donc 42 FMa" 4 FHa* +... ; or F ne 
contenant pas a, il ne peut s’opérer de réduction d'un terme à 
l'autre. Donc chaque coefficient conserve le facteur F. 

Voici l'usage de ces théorèmes. Si, par la méthode que nous 
allons exposer, on cherche le plus grand commun diviseur 
entre deux quelconques des coefficiens de 4, puis entre се 
diviseur et quelque autre coefficient de À, et ainsi de suite pour 
tous les coefficiens, il est clair que si < a un facteur F indépen- 
dant de a, comme il devra l’être de chaque termeen particuler, 
on obtiendra ainsi ce diviseur commun F indépendant de a. et 
l'on aura 4=FA4', 4 étant un polynome connu, qui n’adnet- 
tra plus de facteur sans а. Le méme calcul mettra en cvideicc 
dans B le facteur F’ indépendant de a, s'il en existe un, et lon 
aura B = 1" P. 
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Or, le plus grand diviseur K , entre F et F' est le facteur in- 
dépendant de а, qui est commun entre 4 et B : c'est-à-dire que 
si le plus grand commun diviseur cherché entre 4 et B , est le 
produit ОК de deux facteurs, l'un Q contenant a "l'autre К 
sans a, on sera parvenu à connaitre ce dernier, et il ne restera 
plus qu'à trouver О, qui ne peut être divisible par un facteur 
indépendant de a. Une fois K connu, on aura donc F= Ка, 
F'= Ка, d'où A =K A't, B=KB'8; ôtant le facteur K, Q sera 
le plus grand commun diviseur entre fa et B'A, ou plutôt 
entre 4’ et В’, puisqu'on peut supprimer а et 8 (1T). 

Concluons de.là, qu'après avoir trouvé les facteurs F et F” 
indépendans de a, ou communs à tous les termes, l'un de 4, 
l'autre de B, on supprimera ces facteurs, ce qui rendra les po- 
lynomes plus simples, tels que 4” et B’ : mais on mettra à part 
le facteur K , commun à F ct F'; on cherchera le plus grand 
commun diviseur Q entre 4’ et D", et on le mulüipliera par К; 
KQ sera celui qu'on demande. 

Procédons maintenant à la recherche du facteur О dépen- 
dant de a. 

Comme le quotient g de Æ’ divisé par B’ doit nécessairement 
étre entier, il ne suffit pas ici de procéder comme on l'a fait 


sur les nombres. Après avoir ordonné les polynomes, ils de- 
viendront 


4! .... Ma" $ Ма" +... 
Biroa NAS EN AE ON 


On divisera le premier terme Ма" par le premier Na" ; or si 
N contient quelque facteur а qui ne divise pas M, le quotient 
n'est pas entier. Pour éviter cette difficulté, comme on admet 
qu'on a délivré B’ de tous les facteurs communs indépendans 
de a, а n'est pas diviseur de B’, et l'on a le droit de multiplier 4” 
en totalité par « : alors M deviendra Ma divisible par JV. Ainsi 
les deux premiers termes seront toujours réduits à l'état conve- 
nable pour que la division soit possible, parce qu'on aura ôté 
de N, ou introduit dans M, les facteurs qui s'opposaientà la di- 
vision exacte, On aura soin de faire une semblable opération sur 
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chacune des divisions subséquentes qu'exige le théorème, afir 
de rendre tous les quotiens entiers. 
Soient, par exemple, les polynomes 


36acd—120abed+ 100b*cd, et Зба?с — Ga*be —соай?с. 


Le commun diviseur entre 120abcd et 100b*cd est 20bcd ; entre 
2obcd et 36a*cd , il est cd. On obtient de méme бас pour fac- 
teur commun de tous les termes du second polynome. Suppri - 
mant ces facteurs, les proposés se réduisent à 


ga’ — 3oab 4258 et баб —ab — 157. 


Mais comme 4cd et 6ac ont 2c pour diviseur, on réservera 2c 
pour multiplier le commun diviseur entre les polynomes 
réduits : 2c est Ze facteur indépendant de a. Voici la fin du 
calcul : 

d — 53oab -+ 35b* баз — ab — 155% f За = 55 comm. divis 


баз — Goab + Sob" | теғ quot. 3 2a + 3b 
Heste— 5745 -+ 95b* ja? Beste gab — 198% 
ош — 190 (Ba 5b) ° 


On voit que la division de ga? par 6a* ne pouvant se faire exac- 
tement, Па fallu multiplier la totalité du dividende par 2 ; après 
quoi le quotient 3a conduit au reste—57a5 + 050°, et la ques- 
tion est réduite à trouver le plus grand facteur commun entre 
ce binome et le diviseur; il faut donc réitérer les calculs de pré- 
paration sur l'un et l'autre. Or, on trouve que le binome a — 195 
pour facteur, qu'il faut supprimer; et, comme la division par 
(3a—5b) réussit, le plus grand diviseur commun cherché est 
эс (3a — 50) оц бас — robe, 

Soit proposé de réduire à sa plus simple expression la fraction 
ба? Ga у 4-2a у*%— 2 у? 
124'— 15ay 4- 3y* 

2 et 3 pour facteurs qu'on peut ôter sans changer le plus grand 
facteur commun des deux termes : le diviseur sera réduit à 
Да — 5ay + ^, et le premier terme du dividende à 3a’. Pour 
rendre la division exacte, il faudra multiplier par 4, c’est-à-dire 
doubler le numérateur ; ainsi il faut chercher le plus grand com- 
mun diviseur de 122? —12ay + 4ay? — 45^ et ha —5ay 7" 


: ces polynomes ont respectivement 
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Une premiere division donne le quotient 3a et le reste 
3ajy--- ay — 45?. Pour rendre de nouveau la division pos- 
sible, on multipliera ce reste par 4 ; on pourra aussi supprimer 
le facteur y; et le dividende deviendra 12a* + {ау — 167°. 

Une seconde division conduit au reste тау — 197°, qui doit 
être pris pour diviseur de 4a^—5ay --5^. On supprimera les 
facteurs rg et y dans ce diviseur, qui devient a—y, et qui di- 
vise exactement; а——у est donc le plus grand commun divi- 
ба* + 27° 
12a— Зу” 


seur cherché. La fraction proposée se réduit à 


Voici le calcul : 


Mm jav'— Ца» —5ау+у?* tgar — igy* 
+ ar + vA : ( За +3 a—y comm. divis. 
124'4- far — i e HEAD. > gar 
194 у" 


En cherchant le plus grand diviseur des deux termes, qui 
est 2a* + 2ab — 5°, on verra de méme que la fraction 


_ 4a — hab + jab? — bá а? — заһ + b» 
ба Да? — саф» — Заб 4-303 — $e— ab — ab^ 
5a b — 240° 


Pour la fraction аЗ b gaby бй? le facteur com- 


mun indépendant de « est 3% ; en le supprimant dans les deux 
termes , ainsi que 2 au numérateur, on est conduit à chercher 
le plus grand commun diviseur entre ge^— 4b? et.......,... 
15a'-4- a^b— 3ab°+ 253, On trouve qu'il est 3a+ 25; ainsi 
3b (3a +- 25) est celui qu'on cherche, et la fraction se réduit à 
Ga — 4^ 

5a* — Заб + bY 

On ne doit pas oublier qu'ici, comme au n° too, il faut re- 
garder les termes qui contiennent une méme puissance de la 
lettre par rapport à laquelle on ordonne, comme ne faisant 
qu'un seul terme. C'est ce qui a lieu pour la fraction 


a (*— c) — ab (ab + bc — c) + b (betec) _ 
а (b-p abe 4- 67) — a*b (ab + 3bc 4- с*) + ab (be) 
T. I ^d 
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La considération des coefliciens (b + с), (26° + bc—c), 
(b®—c*), etc., fait bientôt reconnaître que (0 +e) est un 
facteur commun indépendant dea. En le supprimant, on cherche 
le plus grand diviseur entre 


a’ (b—c) — ab (ab —c) + > 
et a! (b 4-с) — а? (ab + с) + ab, 


qu'on trouve, par le calcul, être a — 2; ainsi, celui des deux 
termes dela fraction proposée est a (b + c) — 5 (b 4- c); elle se 
a (b —c) —b* 

a (b c) — ab" 

103. Cherchons Ze plus petit nombre n divisible par deux 
nombres donnés a et b. Ce nombre serait axb , si a et b étaient 
premiers entre eux ; mais soit D un diviseur quelconque de а 
et de b, a= Da’, b— D' ; comme Da == ab" = d'b, раб 
ab 
D 
D est plus grand ; donc la quantité n= Da% est le plus petit 
nombre divisible par a et par b, quand D est leur plus grand 
commun diviseur. Ainsi, 312 et 132 ont 12 pour plus grand 
diviseur; les quotiens sont 26 et 11; donc 12.26 11— 3432 
est le plus petit multiple de 312 et 132. 


réduit à 


est divisible par a et par b. Mais — est d'autant plus petit que 


П. ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 


Premier Degré à une seule inconnue. 


104. Le degré d'une équation est marqué par la plus haute 
puissance de l'inconnue qu'elle renferme : £, Y, 2...... um. 
désigneront les inconnues; a, b, c..... les données. Ainsi, 
ax + 0 — cx est du premier degré; ax? 4- dx = c est du second ; 
2° + qx’ == r est du troisième, etc. 

Pour résoudre un problème proposé, il faut d'abord expri- 
mer, par une équation, les conditions qui lient les données aux 
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inconnues : cette traduction du problémeen langage algébrique 
une fois faite, il faut résoudre l'équation, c'est-à-dire dégager 
l'inconnue de tout ce qui l'affecte, et amener à la forme x— 4; 
A est la valeur cherchée. 

Par exemple, un père a 4 fois Гаре de son 615, la somme des 
deux âges est 45 ans : quel est l’âge de chacun? Soit x l’âge du 
fils, 4x sera celui du pere; ainsi, x + 4x doit faire 45 ans, d’où 
5x—45. Telle est l'équation qui, dans notre problème, ex- 
prime la liaison de l'inconnue aux quantités données 5 et 45. 
Il faut maintenant résoudre cette équation, ce qui se fait en 
divisant le produit 45 par 5; le quotient o est l'autre facteur 
(n° 5); z—9 donne 9 ans pour l’âge du fils, et 36 ans pour 
celui du père. | 

On voit ici bien distinctement les deux difficultés qu'offre 
tout probléme : 1°. poser l'équation, 2°. la résoudre. Nous 
traiterons ces deux sujets, en commengant par le second. 

105. L'inconnue ne peut étre engagée dans une équation du 
premier degré, que par addition, soustraction, multiplication 
et division. Voici les régles qu'il faut pratiquer pour la dégager. 

I. Sil inconnue a quelques coefficiens fractionnaires, multi- 
pliez toute l'équation par le nombre qui serait dénominateur 
commun (n° 38, 1°. et 2°.). Cette opération, sans altérer Vé- 
quation, fera disparaître les diviseurs. Cela revient à réduire 
tout au même dénominateur, puis à le supprimer. Soit, par 
exemple, 

ird-ir—256— 


' — 
PEL = 


En multipliant tout par 12, cette équation devient 

8r + бх — 240 — ax = gr — = — 9б, 
qui se réduit à 127 — 240 = 8x — 96. 

П. On réunira tous les termes inconnus dans l'un des mem- 
bres, et les quantités connues dans l'autre, en donnant un signe 
contraire aùx termes qui changent de membre; c’est ce qu'on 
appelle transposer. Ainsi notre exemple deviendra. ........ 
паж — 8x — 240 — 96, ou 4x = 144. On voit en effet qu'en 

10.. 


148 ALCÈBRE. 


effaçant 240 du premier membre 122 — 240, ce qui le rédurt 
à 12x, оп l’augmente de240; pour ne point troubler l'égalité, 
il faut donc ajouter 240 au second membre. Pareillement, en 
supprimant 8z, on diminue de 8x le second membre ; il faut 
donc aussi retraucher 8x du premier. | 

III. L'équation, d'aprés ces deux régles, sera amenée à la 
forme az —; b est le produit de a multiplié раг æ (n° 5); en 


divisant b par a, le quotient donnera donc x; ainsi x 244 
а 


Donc, pour dégager l'inconnue de son coefficient, il faut 
diviser toute l'équation par ce coefficient. 
. C'est ainsi que єди. 4x = 144, donne x = 144 — 36; ce 


4 


nombre résout l'équ. que nous nous étions proposée ci-dessus, 
c'est-à-dire que les deux membres seront égaux , sil'on met par- 
tout 36 pour т; c'est ce qu'on vérifie aisément, car on a 
24 + 18—20 — 6225 — 3 — 8 = 16. 

IV. Une équ. du premier degré n'admet qu'une solution ; cav 
on peut toujours la mettre sous la forme (n? 107) az 4-besez--d; 
or, six pouvait avoir deux valeurs æ et £, on aurait les équa- 
tions : 

da --bzca-- d, a8+b=c8+d, 
et retranchant, on trouverait а (а — Ё) =c («—4), équ. qui 
revient à (a— c) (а) = о, et ne peut être satisfaite à moins 
qu'on ait «=, puisque a et c sont donnés et inégaux. 

Voici plusieurs exemples de ces diverses règles : 


1°, > + 7 + m= рх + F + п; supprimant la fraction 


+ commune aux deux membres, on a v + m-pzr4-n; mul- 
tipliant tout par ё, il vient ax + bm=bpz + bn; 
transposant bm et bpx, оп a ax — bpx= bn —ùbm, 
ou x (a—bp)= b (n—m); en divisant par a — bp, il vient 
enfin 
EE b (n— m) 

T a—bp' 


W W W roin 


О 
=. 
О 
D 
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2°. pee до Hi x = $ х — 82; transposant, on trouve 

ха 2 = go — 82, qui se réduit à $ x— 2 r= 8; mul- 

tipliant l'équation par 15, on obtient 18x — 107 =8 % 15, 
ou 8x — 8.15, et enfin z= 15. i 

3°. + x -H go | zr — 10 donne g -4 10— 1r — 5 z, et multi- 
pliant par 21, il vient 19><21==72—бх, d'où x—19.21—399. 

4°. Enfin l'équation 3 2 — фо — р бо — ! x donne.:... 
j1t—irJ-ix—100; on multiplie par 9><42<5, ou 180, et l'on 
obtient jox — (Sx + 252x == 180 >< 100, ou 2072 = 18000 : 
donc т = 15532 = 72,8745. 

106. Venons-en maintenant à la principale difficulté, qui 
consiste à poser le problème en équ. Pour cela, on examinera 
attentivement l'état de la question pour en bien compreudre le 
sens; et donnaut, au hasard , une valeur à l'inconnue, on sou- 
mettra ee nombre à tous les calculs nécessaires pour s'assurer 
s'il convient ou non. On connaîtra ainsi la suite des opérations 
numériques qu'il faut faire subir au nombre cherché, lorsqu'il 
est trouvé, pour vérifier s'il convient en effet au probléme. Enfin 
on fera, à l'aide des signes algébriques , sur x représentant Vin- 
connue, toutes ces mêmes opérations, et l'équ. sera posée. 

I. Soit, par exemple, demandé quelle était la dette d'un 
homme qui, après en avoir acquitté la moitié une première 
fois, le tiers une seconde, le douzième une autre fois, se 
trouve ne plus devoir que 63o fr. 

Supposons que cet homme devait 1200 fr. ; la moitié est 600; 
le tiers, 400 ; le douzième, 100 : Па donc payé 1100 fr. ; mais il 
redoit encore63o; donc il devait en tout 1 гоо 4-630,0u 1730 fr., 
et non pas 1200 fr. , comme on l'a supposé. Ainsi, cette hypo- 
thése est fausse ; mais il en résulte une suite de calculs qu'on 
pratiquera aisément sur z, et qui donnera 


гг 0 - 
Le reste n'a plus de difficulté; en multipliant par 12, оп 


a 12z—Ó6z + 4z4-x + 5560—1124-2560 ; d'ou x — 2560 fr. ; 
c'est le nombre cherché , ainsi qu'on peut s'en assurer. 
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Notre règle, pour poser un problème en équation, consiste 
donc à faire subir à x toutes les opérations qu'on fera sur le 
nombre cherché, lorsque après l'avoir trouvé, on voudra vérifier 
s'il répond en effet à la question. 

La valeur arbitraire attribuée à l'inconnue ne sert qu'à mettre 
ces calculs en évidence , et l'usage apprend bientót à s'en passer. 
Voici divers autres problèmes. 

II. Quel est le nombre dont le tiers et le quart ajoutés ensem- 
ble font 63. Soit z ce nombre, з х en sera le tiers, + le quart; 

CNE. ; : 
3 П — 63; cette équation se réduit à 


72 = 12.63, d'où x = =. 12.9 — 108. 


done $ zx + 5x = 


Remarquons que, pour obtenir le nombre dont le cinquième 
et le sixième ajoutés forment 22, il faut recommencer de nou- 


А ч - s d 2 
veau à poser l'équ. , puis la résoudre; on a ainsi 5+6=??; 


d'où 122: 30.22 et x — 30.2 — бо. 

Si donc on veut résoudre à la fois ces deux problèmes, et tous 
ceux qui n'en different que par des valeurs numériques , il faut 
remplacer ces nombres par des signes a, b, с.... propres à 
représenter toutes valeurs, puis résoudre cette question : Quel 
est le nombre qui, divisé para et b, donne s pour somme des 
quotiens? On trouve 


x x abs 
i + je Vola 


Cette expression n'est pas, à proprement parler, la valeur de 
l'inconnue dans nos problèmes; mais elle offre le tableau des 
calculs qui les résolvent tous. On donne le nom de formule à 
cette expression. Cette formule montre qu'on a l'inconnue en 
multipliant les trois nombres que renferme la question, et 
divisant ce produit abs par la somme a+ b des deux diviseurs; 
ou plutôt notre formule n'est qu'une manière abrégée d'écrire 
cet énoncé. L'algébre n'est donc qu'une langue destinéc à expri- 
mer les raisonnemens, et qu'il faut savoir lire et écrire. 
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Tel est l'avantage qu'offre cette formule , que l'algebriste le 
plus expert, et l'arithméticien le moins intelligent, peuvent 
maintenant résoudre l'un et l'autre le probléme. Mais ce dernier 
n'y parviendra qu'en s’abandonnant à une routine aveugle : 
d'ailleurs les diverses questions exigent des formules différentes, 
et l'algébriste a seul le secret de les obtenir. On voit par là 
pourquoi quelques personnes calculent souvent avec une facilité 
surprenante sans comprendre ce qu'elles font, quoiqu'elles sa- 
chent trouver exactement les résultats. 


III. La somme des âges de deux fréresest 57 ans, l'ainé a 7 ans 
de plus que l'autre : on demande l'áge de chacun. Soit x l’âge du 
plus jeune, x + 7 est celui de l'ainé; il faut donc que x ajouté 
à x + 7 donne 57; d'où 2x + 7 = 57 et x = 25 : le plus jeune 
a 25 ans, l'ainé 32 ans. 

En examinant l'énoncé de cette question, il sera facile de re- 
connaitre qu'elle renferme des circonstances inutiles : elle se re- 
duit visiblement à la recherche de deux nombres dont la somme 
est 54 et la différence 7. En général, il convient de dépouiller 
les questions de tout appareil étranger, quine peut qu'obscurcir 
les idées, et faire perdre la liaison des quantités. C'est un tact 
particulier qu'on doit à l'exercice; ni maîtres, ni livres, ne 
peuvent donner la sagacité nécessaire pour déméler, dans l'é- 
noncé, ce qui est indispensable ou inutile. 

Pour généraliser le probléme précédent; cherchons les deux 
nombres qui onts pour somme, etd pour différence. Soit x le plus 
petit; ж-{-4 est le plus grand ; donc ajoutant x + (z 4-4) — 5; 
d'où 2x — s — d, et x ==} (s — d). C'est le plus petit des nom- 
bres cherchés ; le plus grand est z -- 4, ou............., 
5 (s — d) d=} (s +d). Donc 


z=} (s—d), r4-d- (54d) 


sont les nombres qui répondent å la question. On prendra la 
moitié de la somme , et la moitié de la différence données; on 
aura le plus grand en ajoutant ces deux moitiés , et le plus petit 
en les retranchant l'une de l'autre. 
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Une maisou composée de deux étapes a 15 mètres de haut : 
le premier est plus élevé que le second de 1 mètre : on de- 
mande la hauteur de chaque étage. 7 tet 5 sont les moitiés des 
nombres donnés : ainsi 7 i -- *, ou 8 mètres, est la hauteur du 
premier étage; 7 $ — $, ou 7 mètres, est celle du second. 


IV. Partager un nombre a en deux parties qui soient entre 
elles comme m est à n? т étant l'une des parties, pour avoir 


Y . | 5 è nz 
autre, on pose Ja proportion m ; n ;; x ; Taj la somme de 


та | 


mn 


Pour partager a en trois parties qui soient entre elles 


ET nr ut 
ces parties étant a, on a x + m 7*4 d'où x = 


nr t 
minip, étant Pune, Leu seront les deux autres: 


donc x + E +” =a „d'où r = Ey EP „(F oyez la regle 


de société, n? 79.) 

V. Un père a 4o aus, son fils en a 12; on demande dans quel 
temps le père aura le triple de l’âge du fils. Dans x années, le 
père aura 4o + z ans, et le fils 12 -- z; or, 40 + x doit être 
le triple de ra + x; ainsi, 


4o + x — 36 -+ Зх; d'où х==2. 


VI. Plusieurs associés , que je nommerai £, B, C...., fontun 
bénéfice; et conformément à leurs conventions, 4 prend sur la 
masse commune 10 louis, et le 6° du reste; B prend à son tour 
20 louis, et le 6* du reste; C en prend Зо, et le 6° du reste... , 
ainsi de suite jusqu'au dernier qui prend ce qui reste. Le par- 
tage fait, chacun a une somme égale; on demande la masse, 
le nombre des associés et la part de chacun. 

Quoiqu'il y ait ici trois inconnues, un peu d'attention fait re- 
connaitre que si la masse x était trouvée. en effectuant le par- 
tage, on aurait bientôt les deux autres ; ainsi, le problème peut 
etre traité comme s’il n'y avait qu'une inconnue x 
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—10 
Puisque 4 prend 10 louis, il reste 7—10, dont le6* est T5 


— 10 x} 50 
sa part est donc 10 + 6 а=, 


x4 5o 5x— 
B prend 20; le reste est x — pm —2a zT, dont lc 


5х —17 
6* est 18, la part de Z est donc 20 4- — ou 


5x or + 55o 
"TU 

> Re бо = iS ouz- Зоо = 5x + 550; d'où x — 250. 

La masse étant formée de 250 louis, la part de chacun est 


x +50 


o бо; divisant 250 par 5o, on trouve 5 pour le nombre 


. Puisque ces deux parts doivent étre égales, on a 


di associés. 


VII. Avec un nombre a de cartes, on forme 0 tas, composés 
chacun dec points : la première des cartes de chaque tas est coin p- 
tée pour 11 points, si elle est un as, то si elle est une figure ou 
un dix.... etc. Les autres cartes du méme tas ne valent qu'un 
point. Ces tas formés, on vous remet d cartes qui restent, et l’on 
demande la somme x des points formés par les seules cartes qui 
commencent chacun des tas, 

Le nombre des points de chaque tas, multiplié par celui des 
tas, ou be, est le nombre total des points; si de ce nombre on 
retranche les cartes qui ne comptent que pour un point, le 
reste sera — x. Or, le nombre de ces cartes est a— d — Île 
nombre à des cartes qui comptent pour plus d'un point. Ainsi, 
x£= bc —(a— d — ù) ou xzb(e4-1)4- d— a. 

Si Fon a 32 cartes, qu'on fasse trois tas de 12 points, ou 
aura =2==44 7. 

VIII. Lorsqu'on a obtenu une formule qui exprime en let- 
wes l'inconnue d'un probleme, en regardant à son tour cette 
inconnue comme donnée, et quelqu'une des données comme 
inconnue, il suffit de résoudre la mème équation par rapport à 
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cette dernière, pour obtenir la solution du nouveau probleme 
auquel ce changement d’inconnue donne lieu. En général, dans 
toute équation, on peut prendre pour inconnue celle qu'on veut 
des lettres qui y entrent. Il n’est donc plus nécessaire de dis- 
tinguer les élémens d'un problème en données et inconnues : on 
exprime par une équation la relation de ces diverses quantités, 
et l'on regarde ensuite comme inconnue celle de ces lettres qu'on 
juge à propos. Cette remarque tend à faciliter la résolution des 
problèmes où l'inconnue est engagée d'une manière embarras- 
sante. Voici un exemple assez compliqué auquel ces considé- 
rations peuvent s'appliquer. 

La Mécanique enseigne que les tempst, t', des oscillations de 
deux pendules sont comme les racines carrées de leurs lon- 
gueurs 2, l’, comptées du point de suspension au centre d’oscil- 
lation, out: f :: y l: y l; connaissant trois de ces quantités, 
on tire la 4° de l'équation /'t* = 1°. Mais un pendule fait d'au- 
tant plus de vibrations qu'il va plus vite; les nombres n et n' 
d'oscillations faites dans la méme durée quelconque par les 
deux pendules Zet /, sont donc en raison inverse des temps de 


chacune, t: £ 5: n°: п; donc 


nini yl: yt, tyt —nyl. 


Or, l'expérience apprend qu'à Paris, dans le vide, le pendule 
à secondes (celui qui bat бо coups par minute, ou 86400 coups 
par 24 heures moyennes), a pour longueur 


1— 0,9938267 mètres, log Z= 1,9973106, 
ou /— 36,713285 pouces, log / = 1,5648232. 


Il est donc bien facile d'évaluer la quotité n d'oscillations 
faites dans un temps donné par un pendule connu, ou récipro- 
quement de trouver la longueur /' d'un pendule, connaissant le 
nombre л' de ses vibrations dans une durée déterminée. Car 
le second membre de notre équation est connu, et il ne s'agit 
que de trouver l'un des nombres /' ou л”. Le calcul des log. 
facilite l'operaüon. 


/ „ГО! a.D 
BL LOS | Y-F 
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Par exemple, quelle est la longueur 
d’un pendule qui bat 100 ooo oscillations tog ^ = 4,9365137 


In „ double = 98730274 
en 24 heures? On а l'équ. Р = —, ой leg! = 1,997518 

п? wu ЕР E 
n= 86400, n'— тоо ооо; le calcul ci- 10,2 = 7,8703380 


t’ = om4 18653 
contre donne // en mètres; c'est la lon- et at 


gueur du pendule qui bat les secondes, 
quaud on divise le jour en то heures, l'heure en 100’, la mi- 
nute en 100". 


IX. A et B se sont mis au jeu chacun avec une somme égale: 
la perte de À est 12 fr. ; celle de B, 57 fr. ; par là, B n'a plus 
que le quart de ce qui reste à 4. Combien chacun avait-il avant 
le jeu? Réponse, 72 fr. 

X. Si l'on doublait le nombre de mes écus, dit un homme, 
j'en donnerais 8; on accomplit ce souhait trois fois consécutives, 
et il ne lui reste rien : combien cet homme avait-il d'écus? 
Réponse, 7. 

XI. Quel est le nombre qui, divisé par a et b, donne deux 
abd 
b— a 

XII. Trouver un nombre dont le produit de ses rn parties 
égales soit le méme que celui de ses m + 1 parties égales (le 


produit des 3 tiers égal, par exemple, à celui des 4 quarts). 
On a 


quotiens qui ont d pour différence? On trouve x = 


(m+ irm 
À Ogre TE 
XIII. Un chasseur promet à un autre de lui donner à fr. 
toutes les fois qu'il manquera une pièce de gibier, pourvu que 
celui-ci donne с fr. chaque fois qu’il atteindra. Après n coups 
de fusil, ou les deux chasseurs ne se doivent rien, ou le premier 
doit d au second, ou le contraire a lieu : on demande une for- 
mule propre à ces trois cas, et qui fasse connaître le nombre x 
de coups manqués. Le gain est c fois lenombre n— x des coups 
heureux ; la perte est b fois х; doù рас (п а) 3 d 
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On trouve r— ; d est nul dans le 1" cas: on prend 


+ 
738 
le signe supérieur dans le 2°, et l'inférieur dans le 3°, 

XIV. Une fontaine emplitun réservoir en un nombre d'heures 
désigné par À ; une autre peut le remplir en À' heures; on de- 
mande combien ces "n mettraient de temps en coulant 


, 


ensemble? Réponse, x — FLY On résoudra facilement le pro- 


h + 
bléme pour plus de deux fontaines, méme en adinettant que le 
réservoir se vide (оу. IN, p. 102.) 


Remarques sur les Équations du premier degré. 


107. Les formules algébriques ne peuvent offrir d'idée nette 
à l'esprit qu’autant qu'elles représentent une suite de calculs 
numériques , donc l'exécution est possible. Ainsi la quantité 
isolée 0 — ne peut signifier qu'une chose absurde lorsque а 
est > b. Il convient donc de reprendre les calculs précédens , 
parce qu'ils offrent quelquefois cette difficulté. 

Toute équation du premier degré peut être ramenée à avoir 
ses signes tous positifs, telle que (*) 

ax4j-b-cx-4-d..... (0. 
Retranchons cx+b de part et d'autre, il viendra ax —exz—d—^, 
4—0 

ruas (2). 


а с 


d'ou х= 


Cela posé, il se présente trois cas : 1°. ou d > beta» с; 
2°. on l'une de ces conditions a seule lieu; 3°. ou enfin Ё 7» d et 
c 2» а. Dans le premier cas, la valeur (2) résout le problème, 
dans les deux derniers, on ne sait plus quel sens on doit attacher 
à la valeur de x, et c’est ce qu'il faut examiner. 


(*) On changera les termes négatifs de membre, ce qui sera toujours pos- 
sible, puisque rien n'empéche d'ajouter aux deux membres une méme quan- 
tité. On ue pourrait pas la soustraire dans tous les cas, puisqu'il faudrait qua 
les deux membres fussent plus grands que cette quantité soustractive. 
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Dans ledeuxième cas, l'une des soustractions d—b, a—c, est 
impossible : soit, par exemple, b deta c; il est clair quela 
proposée (1) est absurde, puisque les deux termes ax et b du 
premier membre sont respectivement plus grands que ceux cr 
et d du second. Ainsi , lorsque cette difficulté se présentera , on 
sera assuré que le probléme est absurde , puisque l'équ. n'en est 
que la traduction fidèle en langage algébrique. 

Le troisième cas a lieu lorsque б > detc > a; alors on a 
deux soustractions impossibles : mais nous avons ôté cx +b des 
deux membres de l'équation (1) afin de la résoudre, ce qui était 
manifestement impossible, puisque chacun est < cz + b. Ce 
calcul étant vicieux , nous ôterons az + d de part et d'autre , et 
il viendra  —d— cx — ax, d'où 


Cette valeur, comparée à (2), n'en diffère que parce que les 
signes sont changés haut et bas; elle ne présente plus d’obscurité. 
On voit donc que lorsque ce troisième cas se rencontre, il an- 
nonce qu'au lieu de passer tous les termes inconnus dans le 
premier membre, il aurait fallu les mettre dans le second : et 
il n'est pas nécessaire, pour rectifier cette erreur, de recom- 
mencer les calculs; il suffit de changer les signes haut et bas. 

Un des principaux avantages qu'on se propose en Algébre 
est d'obtenir des formules propres à tous les cas d'une méme 
question , quels que soient les nombres qu'elle renferme ( p. 150 
et 151). Or, nous remplirons ici ce but en convenant de prati- 
quer sur les quantités négatives isolées les mémes calculs que si 
elles étaient accompagnées d'autres grandeurs. Par exemple, si 
l'on avait m + d — b et b 7» d, on écrirait m — (b — d); 
lorsque m n'existera pas, nous convenons d'écrire encore 
d — b= — (b — d), quand б sera > d. 

b—d 
а— с' 
et nous divois que toute solution négative dénote une absurdité. 


La valeur de x, dans le second cas, devient x = — 
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Pareillement , pour diviser le polynome — af + 3a: * 4- etc., 
par — a + б* + etc., on divisera d’abord le premier terme 
—a! par—a?, et l'on sait (n° 98) que le quotient а? a le sipne+-, 
Nous en dirons autant de ces quantités isolées — at, — a*; de 
sorte que dans le troisième cas, la valeur (2) de x aura la forme 
ч 2 
— (c — 

108. m convention , qui n'entraine aucun inconvénient, 
réunit donc tous les cas dans la formule (2). Mais on ne doit 
pas oublier que les quantités négatives isolées — #, 5 , пе 
sont que des êtres de convention, des symboles, qui n'ont au- 
cune existence par eux-mémes, et qu'on ne les emploie comme 
s'ils en avaient une, que parce qu'on est assuré de remplir un 
but important , sans qu'il en puisse résulter d'inconvénient. En 
effet, de deux choses l'une : ou le résultat aura le signe —, 
et l'on en conclura que le probléme est absurde, le — n'étant 
qu'un symbole qui annonce cette absurdité ; ou le résultat aura 
le signe +, et il est prouvé qu'alors il est ce qu'il doit être, quoi- 
que provenu de la division de deux quantités négatives. Con- 
cluons de là que: 

1°. On a le droit de changer tous les signes d'une équation, 
et de la multiplier par une quantité négative. En effet , si l'on 
est dans le premier de nos trois cas, l'équation deviendra, il 
est vrai, absurde d'exacte qu'elle était; mais la division des 
quantités négatives rétablira les choses dans leur état primitif. 
Dans le deuxième cas , l'absurdité du probléme sera encore ma- 
nifestée par une valeur négative; etenfin , s'il s'agitdu troisième, 
le changement de signes aura rectifié le vice du calcul. 


)" qui se réduit ihe 2: comme elle doit étre (3). 


2*. Lorsque l'équation sera absurde , on pourra encore tirer 
parti de la solution négative obtenue dans le deuxième cas ; ; car, 
mettant— pour т, l'équ. proposée devient—az 4 b= E. 


© b 
diu x = 
a 


d 7 : ^ 3 
, valeur égale à (2), mais positive. Si donc on 


inodifie la question, de manière que cette équ. lui convienne, 
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ce second problème , qui aura avec le premier une ressemblance 
marquée, ne sera pas absurde, et, au signe près, il aura même 
solution. 

Présentons , par exemple, le probléme V comme il suit : un 
père а 42 ans, son fils en a 12; dans combien d'années l’âge du 
fils scra-t-il le quart de celui du père? On a ёз + 2==4 (124-2), 
d’où x — — 2; ainsi, ce probléme est absurde. Mais si l'on 
met — x pour x, l'équ. devient 42 — x = 4 (12— x), et 
les conditions qui y correspondent changent le problème en 
celui-ci : un père a 42 ans, son fils en a 12 , combien d'années se 
sont écoulées depuis l'époque où l’âge du fils était le quart de 
celui du pere? On a x — 2. 

Quel est le nombre x qui, divisé par a, donne s pour somme 
du dividende x, du diviseur а, et du quotient? 

а (s — a) 
a--1i 
népatif, etla question est absurde ; ce qui était d'ailleurs visible 
d'avance; parexemple, a—11, s—5; donnent x zz — 5 1. Mais 
changeant x en — x dans l'équ., on trouve11 —x— 45 2225; 
de sorte que x = 5 2 est le nombre qui, joint au 11° de 5: , et 
retranché de 11, donne 5 pour reste. Sous cet énoncé, le pro- 

bléme a cessé d'étre absurde. 

Quel est le nombre dont le tiers et le cinquième ajoutés, di- 
minués de 7, donnent ce méme nombre? Ona z4-iz—7—z; 
d’où z == — 15. La question est absurde; mais remplaçant x 
par — x dans l’équ. (ou plutót— 7 par + 7), on verra que 15 est 
le nombre dont le tiers et le cinquième ajoutés à 7, forment 15. 

109. L'équation (2) présente encore deux singularités. Si 

d—b 


x bs ' 
Onaad-z-- = =s, Чой = . Or, sia >s, x est 


а= с, опа ж == 


; mais la proposée devient dans ce сав 


ax + b = az + d, d'où рага; ainsi tant que b est différent 
de d, le problème est absurde; et n'est plus de nature à être 


modilié comme ci-dessus. En faisant décroitre n, la fraction x 


augmente ; pour z = $, 5z5, тетт › les résultats deviennent 2, 
100 , 1000 fois plus grands. La limite est l'infini, qui répond 
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à n—0; on voit donc que le problème est absurde quand la so- 
lution est infinie; ce qu'on désigne par le signe т==%. 

Mais si a= c et b = d, alors x—?; et la proposée devient 
ax +0 = ax-r-b ; les deux membres sont égaux quel que soit x, 
qui est absolumentarbitraire. Ainsi, Ze problème est indéterminé, 
ou reqoit une infinité de solutions, lorsqu'on trouve x — ? dans 


l'équ. (1). Voy. n° 114. 
Premier Degré à plusieurs inconnues. 


тло. Lorsqu’on a un nombre égal d'inconnues et d'équations, 
pour obtenir les valeurs de ces inconnues, on peut opérer de 
trois manières. 

T. On tirera de chaque équation la valeur d'une inconnue 
comme si le reste était connu; on égalera ces valeurs deux à 
deux, et l'on formera ainsi autant d'équ. moins une, qu'on en 
avait d’abord; en répétant ce calcul, on éliminera chaque fois 
une inconnue; puis, lorsqu'on aura obtenu la valeur de la der- 
nière, on remontera de proche en proche pour avoir celles des 
autres inconnues. 

Ainsi, pour 5z — 3y = 1, 7y — 4x — 13, on tirera 

de la premiere... .. == +! ; 


et dela seconde. ... =, 


égalant ces valeurs, опа Va =? , équation qui ne 
renferme plus qu’une inconnue y, et d’où l'on tire 127 + 4 
= 35y—65; puis, 35y — 127 =65 + 4; ou 23y — 69; enfin, 
y= 3 : remontant à la première des valeurs de x, il vient 
rm 3,31 __ 
=- =n 

Pareillement 2r + у — 33— 3, 
Зх — Ár + :——2, 

5r— y 42:94, 
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2r 
donnent з == S СЕ 


Chassant les dénominateurs (105, I), on trouve 
ar. 5y — 3 = 12у — дт — 6, 
ou у — ur = 3, ТУ — z = 13; 
on en tire 7y —3 4- 11z = 13 4- x, d’où r= 1 ; et remontant 
aux valeurs de y et z ci-dessus, on trouve enfin 


ME a, PTS 
г ИЕП 3 N 
II. La méthode des substitutions consiste à tirer, comme ci- 

dessus, la valeur de l'une des inconnues; puis à la substituer 

dans les autres équ. : on a ainsi une équ. et une inconnue de 
moins, et l'on réitére le méme procédé. 

Soient Зх +27 —12, 2z у — 5, x -E y --32—8; la 
seconde donne у = 5 — 2z; en substituant dans les deux au- 
tres, elles deviennent 3r — 4z2 2, r + z —3. 

Celle-ci donne z— 3 — z, ce qui change la précédente en 
9 — 3z — 42==2; d'où z= 1, et par suite, z—3—z—2, 
у= 5 — 222: 3. 

ПІ. Le premier procédé , quoique plus simple que lesautres, 
est rarement employé à cause de sa longueur ; le second ne sert 
guère que quand toutes les inconnues n'entrent pas dans les équ.; 
venons maintenant à celui qui est le plus usité. Prenons 

ar--by-c,ar-4-by-c..... (А). 
Supposons que a et a’ soient égaux, en soustrayant l'une de 
ces équ. de l'autre, x disparaîtra; si a et а’ étaient de signes 
contraires, il faudrait ajouter les ёи. Mais lorsque a et а' ne 
sont pas égaux, on multipliera la première par a’, la seconde 
par a, et notre condition sera remplie, puisque aa’ sera le coef- 
ficient commun de x (*). On obtiendra donc, en retranchant ces 


+= 3. 


(*) Si a et а’ ont un facteur commun , il ne faut prendre pour multipli- 
cateurs respectifs que les facteurs non communs à a et à a^, comme pour la 
réduction au même dénominateur (n° 38, 19. et 20.) 


Pr I. Il 


W V V W | Lo 1 X 
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produits l’un de l'autre, абу — ab'y = a'c — ас'. De méme, 
éliminons y, en multipliant la première équation par /' et 
la seconde par b, puis retranchant les produits, d’où 
a'bx — ab'x = Бс — b'c. Donc enfin on a 


bc — b'c М a'c — ас 
db = ab t= ape 


111. En traitant de la méme maniere les équations 


ax+by+ez=d 
ах Ру tés (C), 
ах + b^y-- cz Г... 


qui sont les plus générales à trois inconnues, on trouverait les 
valeurs de x, y et z. Mais ce calcul ne permettrait pas de dé- 
couvrir la loi des résultats sans recourir à l'induction ; c'est 
pourquoi nous le présenterons d'une manière un peu différente. 
Multiplions la première par À, la deuxième par A', et de la 
somme de ces produits retranchons la troisième, il viendra 


(каа а) x + (kb 4- I — b^) y 
4 (ke "A c — e) zo KL —d*. 


Les nombres k et k étant arbitraires, on peut leur attribuer 
des valeurs propres à chasser deux inconnues, y et z, par exem- 
ple. On posera pour cela les équ. 


kb 4- V)! m ^, Ec4- We ес"... (р), 
qui serviront à faire connaitre Å et k’; et l'on aura 


— kd4-kd' —d' 
"FPES. e. 


П faut ensuite déterminer # et 4^, et en substituer ici les valeurs; 
mais on peut abréger beaucoup ce calcul. En effet, le numé- 
rateur de x se déduit du dénominateur, en changeant a, а’, а" 
en d, d', d"; et comme À et k’ sont indépendaus de ces quan- 
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tités , la méme chose aura lieu également après la substitution 
des valeurs de & et K’. 

Il s’agit donc d'évaluer le dénominaféur, puisque le numé- 
rateur s'en déduit en changeant simplement les a en d; les for- 
mules В appliquées aux équ. D donnent 


Бе y bbe" 
ps cb' — be’ T eb — be!" 


alb c" — c'b^) + a' (cb — be”) 


cb — bc 


doù ka а а" = — d 
On réduira au méme dénominateur, qu'on supprimera comme 
étant commun aux deux termes de la fraction Е, et l'on aura 
pour le dénominateur cherché 


K za (I c' — c b*) -- a'(cb* — be) + a' (be — eb). 


En faisant attention à la manière dont il faut exécuter ces 
multiplications, on observera que le calcul se réduit à l'opé- 
ration suivante. On prendra la différence bc—cb, entre les deux 
arrangemens des lettres b et c; puis on introduira la lettre а 
à toutes les places, en commençant par la première à gauche, 
et changeant de signe chaque fois que a changera de place ; + bc 
engendrera -+ abc, — bac et + bca; — cb donnera — ach, 
+ cab et — cba. Enfin, on réunira ces six termes, et l’on mar- 
quera d'un trait la seconde lettre de chacun, et de deux la der- 
nière; le dénominateur К est donc 


K zz alc" — бас" A- bea" — ac l^ + ca! b^ — cl a*, 


Pour trouver y, il faudrait égaler pareillement à zéro les 
coefficiens de x et z dans l'équation ci-dessus ; mais la symétrie 
des calculs prouve qu'il suffit de changer б en a, et réciproque- 
ment dans la valeur de x. On changerait c en a pour la valeur 
de z. Concluons de là que, 1°. Je dénominateur des valeurs de x, 
y etz, est le méme ; 2°. le numérateur de chacune se déduit du 
dénominateur, en changeant les coefficiens de l'inconnue en les 


KI.: 
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termes connus. Ainsi 
ае — bd'c* + bed" — dc l^ + db = ceb 
K , 
ad c" — da + de'a" — ac d" + ca'd* — cda" 
FUMER DUE TS 
A ара" — bad 4- bd' a" —ad b" + dd b^ — dba? 
————— 
La loi que nous avons démontrée suit de la nature même du 
calcul ; en sorte que si l'on a quatre inconnues et quatre єди. , 


ax+by+ez+di=f, ах Uy ci: dim, etc, 


il suffira de chercher le dénominateur commun, et l'on en dé- 
duira chaque numérateur ; de plus, ce dénominateur sera formé 


suivant la méme loi. 

On prend donc les six arrangemens des lettres abc qui servent 
de dénominateur ci-dessus (en supprimant les accens), ou 
abc — bac + bca — etc. : on fait occuper à la lettre d, dans 
chacun de ces termes , toutes les places, à commencer par la 
première à gauche; puis on change de signe chaque fois que d 
passe d'une place à la suivante; enfin on marque d'un trait la 
deuxiéme lettre, la troisieme de deux et la derniére de trois : le 
dénominateur commun est 
da'l/c" —ad' V c" + ab d' c" —al/ саас --bd сес... 

Voici quelques problèmes, 

I. Une personne a des jetons dans ses mains; si elle en porte 
un de la droite dans la gauche, il y en aura un nombre égal 
dans chacune ; mais si elle en passe deux de la gauche dans la 
droite, celle-ci en contiendra le double de l'autre : on demande 
combien chaque main en contient. On trouve 
E—i-—y41,e(6r4-2-2(y—2); d'où x —10, et y —8. 

II. On a acheté trois bijoux dont on demande les prix ; on sait 
que celui du premier, plus la moitié du prix des deux autres, 


fait 25 louis; le prix du deuxième, plus le tiers du prix du pre- 
mier et du troisième, fait 26 louis; enfin le prix du troisième, 
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plus la moitié du prix des deux autres, fait 29 louis. On a 
т у-+&1#=5,у+1-+Ь)=—6,54-1х-Ь 1у—зд, 
d’où l'on tire x == 8, y == 18,z— 16. 

ПІ. 4, B et С ont un certain nombre d'écus; 4 distribuant 
des siens à B et C, leur en donne autant qu'ils en avaient déjà; 
B double à son tour ceux qui restent à 44 et ceux que C a entre 
les mains ; enfin € distribuautà 4 et В, double pareillement les 
nombres qu'ils se trouvent avoir ; tout cela fait , chacun en a 16; 
on demande combien ils en avaient d'abord. x, y et z désignant 
les nombres d'écus respectifs de 4, B et C , avant ces distribu- 
tions, on trouve ces équ. 


ty 10, dy—r—:-—8,):—zr—y-316, 
d’où l'on tire zx —26, y = 14, z= 8. 


112. Il arrive quelquefois qu'une équation ne peut exister à 
moins qu'elle ne se partage en deux autres; ainsi х? + y? — 0, 
suppose x = o et у — o, puisque deux carrés étant positifs, 
l'un ne peut détruire l'autre, et rendre la somme nulle. De 
méme (x —1) -+ (y —2)y —o, donne x—1, ety —2; et 
quoiqu'il n'y ait qu'une seule єди. , c'est comme s'il y en avait 
deux. Il faut en dire autant de la question suivante, qui n'a 
qu'une seule condition. Trouver deux nombres tels, que si l'on 
ajoute 9 au carré de l’un et à 5 fois le carré de l'autre, le ré- 
sultat soit le produit du double du second nombre, par 3 plusle 
double du premier. On a 


бх* + y* gaz (ау +3), 

qui revient à (zx!— [xy +y’ -- x! —-6r4-9—0, 
ou (эх == 9)* 4- (т — 3) == о; donc ar—y— о, etr —3-o; 
partant x —3, et y— 6. 

C'est par la méme raison que l'équation x°+ y? -- 1 = o est 
absurde. 

113. Voici un cas bien remarquable dans lequel une équa- 
tion se partage en deux. 

Supposons que les élémens d'une question soient liés par 
l'équation À + a —B 4-8; que plusieurs de ces élémens soient, 
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variables ensemble , ‘et que l'équation doive subsister dans tous 
leurs états possibles de grandeur; qu'enfin quelques termes À, B, 
demeurent coNsTANS, tandis que les autres а, 8, seraient va- 
riables et susceptibles de décroître ensemble autant qu'on le 
veut; cette équation se partage en deux , lune A =B entre les 
termes constans ; l'autre a == 8 entre les termes variable. la- 
quelle aura lieu pour toutes les grandeurs que la question permet 
d'auribuer à la fois аа et 8. En effet ; Si l’on admet que les cons- 
tantes 4 et В ne sont pas égales, leur différence étant К, 
ou 4 — B= + K, onen tire 8—@:=:-Є К; les variables 8 et « 
conserveraient donc entre elles une différence fixe K , et ne se- 
raient pas de nature à pouvoir étre moindres que K , ce qui est 
contraire à l’hypothèse. 

C'est ce principe qui constitue la MÉTHODE prs LIMITES , dont 
nous ferons un fréquent usage par la suite. Quand on peut faire 
approcher une grandeur variable Аа d'une autre À qui est fixe, 
de manière à rendre leur différence « moindre que toute grandeur 
donnée, sans cependant qu'elles puissent jamais devenir rigou- 
reusement égales, la seconde À est dite LIMITE de la première 
A—a. Au reste, chaque fois que nous appliquerons ce théorème, 
on fera bien de s'exercer à reproduire le raisonnement ci-dessus, 
afin de répandre sur les résultats la clarté convenable; nous 
exhortons les étudians à se soumettre à ce conseil, dont ils re- 
connaitront l’utilité. En voici deux applications, propres à 
montrer la marche du calcul et du raisonnement. 

І. Soient y'a et4/ Б deux incommensurables, zet г leurs va- 
leurs approchées, x et y les différences qui existent entre ces 
valeurs et les radicaux; ona z =y a—z,t—Vyb—y; 
or, les produits rationnels 2 X t et 1 X 2 sont égaux ; donc 
Мах уб ас V bX y acc ё, en représentant par «et £ 
tous les termes où + et y sont facteurs dans chaque membre. 
Observez que si lon pousse davantage l'approximation, les er- 
reurs y et z décroitront, etcela autant qu'on voudra , sans que 
cette équ. cesse d'avoir lieu ; les facteurs y a, y b demeurant 
invariables , x et 8 décroitront indéfiniment : donc l'équation sc 
partage en deux, “ах M b V tX y a, eta — 8; c'est- 
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à-dire qu'on peut aussi bien intervertir l'ordre des facteurs irra- 
tionnels que celui des rationnels. 

IL. Soit demandée la valeur S de la fraction décimale pério- 
dique о,(54), d’après la notation du n° 5r. En ne prenant que 
deux fois la période, et représentant par & la valeur des frac- 
tions négligées, on a $— k= 0,5454 ; multiplions par 100, nous 
aurons 100$ — 100k = 54,54; et retranchant, 995 — 99k 
= 54 — 3i. Mais si l'on eût pris trois ou quatre fois la pé- 

54 


Лоде, ce dernier terme fût devenu ou A ainsi , l'on 
rı ‚ Ce dernie 100 , too! ? Й 


voit qu'on peut faire décroitre indéfiniment ce terme , en méme 
temps quel'erreur k, en prenant la période un plus grand пот- 
bre de fois; onpeutdonc donner à l’éq. la forme 9g9$—4-—54—8; 
d’où l'on tiregg9$— 54, et.$— у, commeonlesait déjà. On a en 
outre a = 6, quelque nombre de périodes qu'on ait considéré ; 
en effet, si l’on prend la période deux fois, par ex. &—0,0000(54) ; 
d'où тоо 0,(54) — $5 , et gok = LL, оцш=с=й. 

Soit S—o,(p), la période p étant composée de n chiffres, 
on a 10* Sz2p,(p) ; et par le méme raisonnement (10*— 3) $p, 
d'où S= LA = JP... comme n° 53, 3°. 

114. Les formules d'élimination (B) présentent quelques par- 
ticularités qu'il convient d'examiner. Tant que ces valeurs de x 
et y sont positives, la solution résulte de ces formules, et il n'y 
a ni doute, ni difficulté. Mais il peut en être autrement , ce qui 
conduit à trois cas d'exception de nos équ. (B). 

1°. х ou y peut être négatif; alors le problème, tel qu'il est 
proposé, est absurde, et on peut le rendre possible à l'aide d'une 
simple modification qu'on trouve en changeant cette inconnue 
de signe dans les équ. (4) : le calcul réduit en effet la question 
à n'avoir qu'une seule inconnue, et l'on est ramené à ce qui a été 
dit (n? 107). 

2°. Lorsque les formules (В) sont infinies, les coeffici en 
ont des valeurs numériques telles, qu'il en résulte a'b—ab'=o, 


, 
a , 


ou mm. Pour connaitre alors la nature de la question 
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il faut introduire cette condition dans ye équ. (4); mettons 
y, 


donc E pour a', la seconde сушы Z y * + Uy =c; donc 


pour que le cas présent ait lieu , il faut que les équ. proposées 
soient az + by —c, b' (az + by) 2x bc. Or, elles ne s'accordent 


c 


b 
entre elles qu'autant que b'ec=bc , ou — =. Cette relation 


peut être satisfaite, ou ne pasl'étre; si elle n'a pas lieu, Ze pro- 
blème est absurde, puisque les conditions de la question sont 
contradictoires : cette circonstance est annoncée par des valeurs 
de x et y infinies. Alors les coefliciens forment une proportion 
a: a :: б : b, à laquelle le rapport des termes connus c et c' ne 
peut faire suite. 


3°. Mais si, outre la relation qui rend le dénominateur nul, 
a Vv E d 

ой = == p^, оп aencore т — — ze deux équations (A) n'équiva- 
Re plus qu’à une seule, les Bo, conditions de la qdestion ren- 
trent l'une dans l'autre; et comme on n'a qu'une équation et 
deux inconnues, le problème est indéterminé (n° 117). Cela ar- 
rive quand les coefhciens de l'équation forment trois rapports 
égaux entre eux, a t a :2 6 20^ :: c: ; et attendu qu'on a aussi 
a'c == ac’, ce cas est mis en évidence par des valeurs de x et y 
qui ont la forme 5. 


И. с”. Ж СРС 0 Mods. t 


Prenons pour exemple ce probléme : deux courriers partent 
Гап de À, l’autre de B, et vont dans le méme sens 4C; le 
premier fait n kilomètres par heure, le second m ; la distance 
initiale est 42 =d; cherchons à quel instant les courriers se 
trouveront à la distance CD = K Yun de l'autre. 4 parcourt 
la distance 4C — x dans une durée qu'on trouve par la pro- 


е T 4 А 
portion m? 1:: 2 : — ; de mêneZ est le temps que B met à 
nm n 


parcourir BD == y. Si les mobiles sont en méme temps, l'un 
«n C, l'autre en D, ces fractions sont égales, d'où nr = my. 
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Mais d'un autre côté 4D =x фу -4+ d: donc l'élimination 
donne 


| m(d—k) n(d—k) 

Ty am A) Jm ==, 
à; 3 F L j z i X y" d—k 
C'est ce qui arrive dans le nombre d'heures ihid л 


En faisant Ё==о, on a le lieu et l'instant dela rencontre des 
deux courriers. 

Mais les mobiles seront encore distans de £ , après que 4 aura 
dépassé B : alors ils auront parcouru l'un 4C'— х, l'autre 
ВР =y , et on aura x —k-y --d; il suffit donc de changer 
le signe de k dans nos équ. C'est une seconde solution du pro- 
bléme. 

Pour donner à cette analyse plus de généralité, il faut sup- 
poser que les courriers sont en route depuis quelque temps, et 
que „4 et B sont des points où ils se trouvent ensemble. Et si 
la valeur de y est négative, comme cela arrive quand m < n 
etd >> k, cela annonce que le lieu du 2° courrier est situé à 
gauche de В, quand sa distance au 1** est —£ ; l'instant est an- 
térieur à l'arrivée en B. 

Quand les courriers marchent en sens contraire, il suffira 
de prendre n et y négatifs, ainsi qu'on peut s'en assurer direc- 
tement. Voyez ce qui sera dit ci-après sur l'emploi des signes 
négatifs en géométrie. 

Sim=n, x ety sont infinis, etle probléme est absurde : ce 
qui vient de ce que les courriers, ayant la méme vitesse , ne 
peuvent satisfaire à la condition prescrite. Cependant si d=#, 
x et y sont 5, etil y a une infinité de points de rencontre; en 
effet les mobiles partent du méme point sans que leur distance 
change. 


Des Inégalités. 


115. Les expressions où entre le signe > pour marquer 
quelle est la plus grande de deux quantités, sont des inégalités. 
La différence demeurant la méme lorsqu'on y ajoute ou qu'on 
cu ôte le méme nombre, on peut, sans troubler une inégalité , 
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ajouter aux deux membres , ou en ôter des quantités égales , et 
par conséquent les soumettre aux mémes calculs que les équa- 
tions (n° 105), c'est-à-dire en multiplier ou diviser tous les 
termes par un méme nombre, et transposer quelque terme en 
changeant son signe. Scit 3x—77» x + 11; ajoutons 7 aux deux 
membres , puis retranchons-en x, nous avons 3x —z 7» 114-7, 
ou 22 > 18; d’où x >g. Cette question, Trouver un nombre 
dont le triple, diminué de 7, donne un excès qui surpasse ce 
nombre plus 11, a ure infinité de solutions, puisque toute 
quantité > 9 y satisfait. 

Plusieurs inégalités, renfermant x, donnent chacune une 
limite de cette inconnue; or, 1°. si ces limites sont dans le 
méme sens, comme хо et x 27, alors il y a une des inéga- 
lités qui dispense d'avoir égard aux autres; 2°, si les limites 
sont dans des sens opposés, comme r7» 9 et x < 15, alorson 
ne peut prendre pour x que les valeurs intermédiaires. I] se 
peut méme que ces limites s'excluent mutuellement, comme 
æ>4etx <3, alors le problème est absurde, et renferme des 
conditions contradictoires. 

Quel est le nombre, plus grand que 15, dont le triple, plus 1, 
est moindre que le double plus 20; et tel en outre que, diminué 
de 1 et augmenté de 3, le quotient de cette différence par cette 
somme surpasse $? Ces conditions s'écrivent ainsi : 


>15, 3r4-1:« 2x4 20, езг. 


On en tire x > 15, x < 19 et z 7 17. I est clair que le 
nombre devant être compris entre 17 et 19, la 1 condition 
donnée est inutile ; et l'on peut prendre pour x, 17 5, 174. . ., 
et un nombre infini d'autres valeurs. Mais si x doit être entier, 
le probléme ne comporte que cette solution x = 18. 

Quand on a a < beta’ < b’, on en tire visiblement 


a4-a« bU, a-- i «bea, aa < MW, 
a b ^ " 
р <=) *<0 Va<vVb:; 


done, on peut ajouter, multiplier membre à membre , deux inc- 
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galiiés dont le signe est dans le méme sens; former les puis- 
sances, extraire les racines , en conservant les mémes signes 
d'inégalité : on peut soustraire ou diviser membre à membre 
deux inégalités dont des signes sont inverses, en conservant le 
signe de l'inégalité qui a fourni les dividendes. 

L'expression a non > ù, qui désigne que a ne peut être plus 
| «y 
mêmes calculs que les inégalités simples. Par exemple, quel est 
le nombre dont le triple diminué de 2 ne peut étre moindre 
que 7, et dont le décuple moins т, ne peut surpasser 11 plus 
6 fois ce nombre? Ces conditions s'écrivent ainsi : 


grand que à, s'écrit souvent ainsi а „б; elle est soumise aux 


Зиа > 105—1 cur, 


d’où 8x7 +2, оба +1 : 


ainsi x — 0u 7» 3, ctr =ou <3, ou plutôt r= 3. 


116. Nous terminerons paruneremarque importante. Faisons 
varier x dans a— zx, À mesure que x croit pour s'approcher 
dea, a — x, qui est positif, diminue, et devient enfin nul lors- 
que z =a: si x continue de croître, а — x devient négatif. 
Nous exprimerons ces circonstances en écrivant а — x > о, tant 
que a — x est positif; et a— x <o, dès que x surpasse а. Ce 
n'est pas qu'en effet il puisse y avoir des quantités moindres 
que zéro ; mais il est visible que si l'on convient qu'on traitera 
à l'avenir ces inégalités à la manière des équations, l'une don- 
nera a 5» x, et l'autre a «7 x; et ce ne sera qu'une façon’ d'é- 
crire que a — х est positif dans un cas, et est négatif dans 
l'autre. Nous regarderons donc les quantités négatives comme 
moindres que zéro, etles positives comme plus grandes que zéro; 
ce qui n'est en effet qu'une convention commóde pour faciliter 
les calculs. 

Comme a — x 7 о donne — х >a, е а} t, on voit 
qu'on n'est pas en droit de changer les signes de tous les termes 
d'une inégalité, à moins qu’on ne change aussi 7» en <, ou ré- 
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сіргодчешепі; on ne peut non plus multiplier une inégalité 
par une valeur négative, sans le méme changement : ce qui 
établit, dans les caleuls, une différence importante entre le 
mécanisme propre aux inégalités et celui qui convientaux équa- 
tions: 1, 2, 3... sont des quantités croissantes; et —1, —2, 
— 3... sont décroissantes; on a 4 < 5 et — 4 > —5. 


Des. Problémes indéterminés. 


117. Lorsqu'on n'a pas un nombre égal d'équations et d'in- 
connues , il peut arriver deux cas. 

1** cas, S'il y a plus d'inconnues que d'équ. , le probléme est 
indéterminé , puisqu'on peut disposer arbitrairement de quel- 
ques inconnues, afin qu'il n'en reste plus qu'un nombre égal à 
celui des équ. : l'élimination fait alors connaître ces dernières 
inconnues. Les valeurs qui satisfont aux équ. , ou au probléme 
dont ces équ. expriment les conditions, sont donc en nombre 
infini. Cherchons, par exemple, deux nombres x et z, dont la 
somme soit 70 ; il faudra trouver deux quantités qui satisfassent 
à l'équation unique x + z 70; d’où x= 7o — z. On voit que 
x ne peut étre connu qu'autant que z est donné; et si l'on met 
tour à tour 1,2, 32... pour z, on trouvera x == бо, 68, 66;,.. ; 
donc 1 et 69, 2 et 68, 31 et66 7... remplissent la condition 
exigée, ainsi qu'une infinité de nombres tant entiers que frac- 
tionnaires, 

Saient demandés trois nombres x, y, 2, dont la somme 
soit 105, et dont les différences deux à deux soient égales : on 
az-Jj-y*-4-2-105, x —y — y —z, c'est-à-dire trois incon- 
nues et seulement deux équ. Ce cas revient au précédent; car, 
en retranchant ces équ. pour eu éliminer x, il vient y= 35, 
d’où x + z= 70. On fera donc z ou x égal à telle grandeur 
qu'on voudra; l'autre inconnue s'en déduira, et ces nombres, 
concurremment avec у = 35, seront des solutions de la ques- 
tion. 

Soit encore l'équation zx? — ax = y? — ay; on en tire 
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r' — y Hay —ах==о; cet comme ху (x 4-7) (x — у), 
il vient (T + y) (x — у) — а(к—у)==о,‚ оп. ........., 
(x — 7) (x 4- у — а) == о. Ce produit ne peut être nul, à 
moins que l'un des facteurs ne le soit; on a donc, à volonte , 
l'une des équ. x =y ou ж == а — у. En attribuant à y toutes 
les valeurs possibles, il en résultera des valeurs de x qui seules 
satisfont au probléme : il suffit que les deux inconnues soient 
égales, ou bien que leur somme soit — а, ce qui arrive d'une 
infinité de manières, 

La Règle d'alliage peut rentrer dans cette théorie. 

1°. Supposons qu’on mêle ensemble deux substances qui n'é- 
prouvent pas d'action chimique; soient p et g les prix de unité 
de mesure pour chacune ; le prix total du mélange est pz 4- gy, 
en désignant par x et y les nombres d'unités mélangées. Mais 
le tout est composé de x +y unités; donc le prix de chacune est 


Ainsi 8 bouteilles de vin à 157 le litre, et 12 à 10^, font 
20 bouteilles, dont le prix est8 X 15 4-12 X 10 240; donc 


le prix de chacune est 22^, ou 127. 


On a un lingot d'or formé de 4 kil. à o,95 de fin (*), et de 
5 kil. à 0,86; quel est le titre du mélange? La formule ci-dessus 


45€ 0,95 4- 5 X 0,86 
ЕСГ 


donne z — = 0,9. 


.(*) Lorsque l'or ou l'argent contiennent 0,1 d'alliage, et que le reste est 
pur, on dit que le métal est à o,9 de fin. Autrefois le degré de pureté s'esti- 
mail différemment : on partageait par la pensée le lingot d'or en 24 parties, 
qu'on nommait karats, de sorte que l'or à a1 karats contenait 3 parties d'al- 
liage et 21 d'or pur. Le karat se divisait en 32 parties ou grains, ainsi l'on 


о 12 т 
désignait par 18 karats 20 grains, 18 parties ES d'or pur, et 5 5 d'alliage. 
L'argent se divisait en 12 parties ou deniers, chacune de 24 grains; ainsi un 


HJ dg 
lingot d'argent à to deniers 20 grains contenait 10 parties al de métal pur et 


1 s d'alliage. 
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2°. Réciproquement; si l'on demande quelle doit être la com- 
position du mélange, la valeur moyenne étant donnée, on cher- 
che les quantités x et y, connaissant les prix p, get z; alors 
l'équ. F contient deux inconnues , et le problème est indéter- 


mE. km. tel 1” xh 
miné. Ор a z = » 2) y; ainsi l'on y satisfait en prenant 


rzci—q, у==р— 
z est d'ailleurs intermédiaire entre p et у. On pourra, outre 
ces valeurs, en trouver une infinité d'autres , en les multipliant 
ou divisant par un même nombre quelconque : on aura par là 
toutes les solutions entières de la question, si l'on veut que ce 
facteur, et z, p et g soient entiers (n? 118). 

Un boulanger, par exemple, veut faire du pain qui revienne 
à 87 le kilogramme; combien doit-il mêler de farine de blé à 
ro”, et de seigle à 77 le kilo- f 10:1. Bé. 
gramme? Aprés avoir écrit ces 3 РХ moyen 8 р ^, Seigle 
nombres, comme on le voit ci- 
contre, on mettra 8 —7,901,à cóté de 10; puis 10 — 8, ou 
2, prés de 7. Ainsi т kilogramme de farine de blé sur 2 de 
seigle, répondent au probléme. On peut aussi prendre 2 sur 4, 
ou 3 sur 6, etc. 

Sil'on donnait une seconde condition pour déterminer le pro- 
blème, on la traduiraitalgébriquement,et l'on éliminerait rety 
entrel'équ. (F) etcette dernière. Ainsi, lorsque la quantité x+y 
du mélange est donnée — m , alors on a 


r4ymm,ctpt4qy-zm; 


d'oà fI) —— (p — 2). 


P- 


Après avoir obtenu les valeurs ci-dessus, on les multipliera 


donc par 7 Dans notre exemple, si Роп veut que le mélange 
des farines pèse 21 kil., on multipliera les résultats obtenus г et2, 


2: — 4; de sorte que 7 kil. de farine de blé à то”, 
10 — 7 


par 
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mélés à 14 de seigle à 7^, forment 21 kil. de farine à 87, 


De méme soit demandé de former 7,54 kil. d'argent à o,9 de 
fin avec de l'argent à 0,97 


et 0,84. L'opération prouve 0597... 9,06 х LA = 8,48 
qu'il faut 3*,48 de la pre- 0,9 - С 

miere, et 4*,06 de la seconde 0,84... 0,07 x 29 = 4,06 
espèce. 


On appliquera facilement cette théorie au cas où l’on voudrait 
méler ensemble plus de deux substances. 


2° cas. Si l'ona, au contraire, plus d'équ. que d'inconnues, 
le problème est plus que déterminé, c'est-à-dire que si l’on éli- 
mine toutes les inconnues, il restera, entre les données, un cer- 
tain nombre d'équ. auxquelles elles devront satisfaire, et qu'on 
nomme, pour cette raison, éguations de condition : si elles ne 
sont pas satisfaites, la question est absurde ; et si elles le sont, 
plusieurs conditions rentrent dans les autres; les conditions 
sont en nombre égal à celui des inconnues, et sont expri- 
mées par autant d'équ. distinctes , auxauelles les proposées se 
réduisent. 


Cherchons deux nombres x et y, dont la somme soit s, la 
différence d et le produit р: ou r 4-y —5, т y — d et 
ту == p. Les deux premières équations donnent (n? 106, IIT) 
x=; (s + d), у = $ (5 — d); substituant dans la troisième, on 
trouve p= s*— d’. Si les données s, d et p ne satisfont pas à 
cette relation, le probléme est impossible ; et si elle subsiste, 
l'une des équ. données est inutile , comme exprimant une con- 
dition qui a lieu d'elle-même , et est comprise dans les deux 
autres. 


Quelle est la fraction qui, lorsqu'on ajoute т à son numéra- 
a 


P 4 а э E . у 
teur, devient = j et qui est => lorsqu'on ajoute m’ à son 
dénominateur? En désignant par т et y les deux termes , on a 


x + т a x a 


Fr. Бут WW 
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L’élimination donne 
(а — a'b) x = a' (bm 4 ani), (al/ — a' b) y eb (Ут + am/); 
mais x et y sont entiers; dmc, ou aj! — a'b = + 1, ou bien 
ce binome divise les seconds membres, On a donc une con- 
dition , sans laquelle ce prebléme est impossible, quoiqu'on 
ait cu autant d'équ. que d'nconnues. 

118. Cherchons tous les systèmes de valeurs entières de x 
et y qui satisfont à l'équ. indéterminéc 


ax + by — À.... (1), 


a,b,A, étant des nombres donnés, positifs ou négatifs, etqu'on 
peut toujours rendre entiers. Du reste, a et b doivent étre pre- 
miers entre eux ; car s'ilsavaient un facteur commun d, en di- 
a 
d 
membre devrait étre entier, puisque le premier l'est ; le pro- 
bléme est donc absurde quand A n'a pas aussi d pour diviseur ; 
et s’il l’a, on peut supprimer ce facteur dans tous les termes. 

Soit x = а, y == Ê une solution de l'équ. (1), ou aa +b8=A; 
retranchant de l'équ. (1), on trouve a(z—«) =—b(y — £), et 
comme a et Ù sont premiers entre eux, у — Ê doit être un 
multiple de a (n° 25), tel que at; d’où 


і b an. 
visant tout par d, on aurait —. + = ainsi le second 


z= a— bt, y=8s+at.... (2). 


En substituant ces valeurs dans l'équ. (1), il est visible qu'elles 
y satisfont, quel que soit le nombre entier t, positif ou négatif. 
Mais ces expressions sont les seules qui jouissent de cette pro- 
priété; car soit t—«', y— &', uneautresolution, ou ae 4-08 =A; 
en retranchant де as + 58—A , on a a(a/—«) — — b (8' — £) ; 
donc 8 —£ est un multiple at de a, f= + at, «zz «— bt, 
valeurs comprises dans la forme (2). 

Il suit de là que si l'on avait une des solutions (« et 8), on 
connaîtrait toutes les autres, en faisant £ = 0,1,2....; et 
comme les résultats «,« — б, а —25...,8, 64-а, É4-2a..., 
sont des équidifférences , on voit que toutes les valeurs de x et 
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de y forment des progressions arithmétiques, doni les coeffi- 
ciens réciproques b et a sont les raisons, l'un pris avec un signe 
contraire ( elles sont croissantes! toutes deux, siaet b ont des 
signes différens; l'une est croissamte etl'autre décroissante, daus 
lecas contraire ). 

119. La question est ramenée à trouver une solution т===, 
у==й. Soit a 7 b : résolvant l'équ. (1) par rapport à y, et 
extrayant a contenus dlans la fraction, on a 


_A— ax es, 


k et Z sont les quotiens, B et c les restes, de A et a divisés 
par Ё. Le probléme consiste à trouver les valeurs de x qui 
rendent B — cx divisible par b. Or, si с==1, en faisant 
B— = и 

—— = entier z, опа х= В — bz, et toute valeur entière 


b 


de z rendra x et y entiers; le problème sera donc résolu. Mais 


X : 
quand c > г, on posera I - entier 2, ou óz4- cz — В, 


et il s'agira de résoudre en nombres entiers cette équ. où 
c < b. On opérera donc comme ci-dessus, c’est-à-dire qu'on 
résoudra l'équ. par rapport à x, on extraira les entiers, et il 
viendra 

B — bz C — dz 


X = ——— 


K et I sont les quotiens, et C, d, les restes de la division de B 
et 6 par c; il faudra que cette dernière fraction devienne un 
nombre entier и; or si d—1, on aura C—z=cu, z2—C—cu, 
et toute valeur entière de x rendra z entier, et par suite aussi 
т et y. Mais quand d 7» 1, on pose 

C — dz C — cu 


== м z =~, ctc. 
c , d ‚ 


Les coefficiens des inconnues successives 2,u,v,... sont visi- 
blement les restes qu'on obtient par la méthode (5° 23) du 


commun diviseur entre а et b; et comme ces nombres sont 
qe 12 
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premiers entre eux, on est assuré d'arriver, en dermière ana- 
lyse, à un coefficient — 1, qui donnera une relation de la 
forme v + gs —G, entre les entiers vet s, Фо p= G— gs. 
Ainsi tout nombre entier pris pour valeur de s rendra v entier, 
et par suite u,z,x et у: on obtiendra donc une solution du 
problème ; les équ. (2) seront alors applicables. 


Un exemple éclaircira ceci. L'équ. 8x — 27y = 7 donne 


^ * 
re ETE = зу „+2 


А 22 — 1 . 
faisons DE = d'où ; = ———н-——— 


égalant cette fraction à v, il vient u= 2и — т. Faisons, par 
exemple, v= 1 , nous aurons и = 1,2222, y —3, z—i1; 
donc les formules (2) deviennent 


r= pHa, у = 34- 8t. 


Si l'on eût pris pour v toute autre valeur entière, on serait 
parvenu aux mêmes valeurs, quoique différentes en apparence. 
Soit v——3, il vientu=—7,2=—10,#=—20, x=—97, 
d'où x = — 97 + 271, y = — 29 + 8 : mais on peut mettre 
t + 4 au lieu de t, ce qui ramène aux valeurs ci-dessus. En 
faisant t —... —2, — 1,0,1,2,... on trouve des équidiffé- 
rences croissantes, infinies dans les deux sens, dont les raisons 
sont 27 et 8, et dont les termes, correspondans deux à deux, 
sont autant de solutions de la question, et les seules qu'elle 
puisse comporter. 


х =... — 43, — 16, 11, 38, 65, 92... 
у=... — 13, — 5, 3, 11, 19, 25... 


120. Récapitulons tous les calculs, omettant les raisonne- 
mens sur lesquels ils sont fondés. Nous avons trouvé les frac- 
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tions successives, qui doivent se réduire à des nombres en- 
tiers : 

À—ar В — bz C— cu D— dv 
y——L— t=, = ж u= ———... (M) 


с с 


les facteurs c, d, e,. .. sont des restes de divisions, ainsi que 
B,C,D,... Nous donnerons à ces quantités la disposition sui- 
vante, et nous en tirerons un algorithme, ou procédé de calcul 
rapide, qui conduira aux valeurs entières des inconnues у, 
ERO 


“ [] c id + / g ce... 1 
A B C D E Nc MEME S | (N) 
g x & n " г $e... © 


La 1* ligne est formée des diviseurs , dividendes et restes de 
l'opération du commun diviseur (n° 23) entre a et Ù , condui- 
sant nécessairement à un dernier terme = t. La 2° ligne se 
compose ainsi qu'il suit : après avoir écrit le second membre A 
de la proposée sous а, on divise А par à, et on écrit le reste В 
sous  : puis on divise В par c, et on écrit C sous с; on divise 
C par d, et ainsi de suite, les diviseurs étaut successivement 
les mêmes que dans la 1** ligne. On ne tient aucun compte des 
quotiens, parce qu'ils sont sans usage. 


Quant à la 3° ligne, elle est composée des valeurs entières 
Y ,2,2,... qu'on calcule sur le type des équ. (M), en commen- 
çant par la droite. Ainsi pour trouver с, il faut avoir d’abord 

ы 2 Е > C — cu A 
calculé u, puis chercher le quotient entier 7, qu'on 
écrira sous C, Toutes ces fractions de méme forme doivent se 
réduire à des nombres entiers, en ayant soin d'avoir égard 
aux signes des produits, des différences et des restes. 

On écrit la valeur 3 de y sous Је coefficient a de x, et celle « 
de x sous celui à de y, et l'on obtient ainsi une solution dc 
l'équ. (т); enfin on complète ces valeurs par des multiples —bt 
et at, conformément aux équ. (2). 

Il faut observer que le dernier diviseur de 1а т" ligne étant 
1, lereste qui lui correspond au-dessous est zéro, nombre ter- 

12.5 


WwWw.rcin.org.pl 


180 ALGÈBRE. 
minal de la 2° ligne, et que par conséquent le reste précédent 
est la valeur du dernier quotient entier. 
Soit par ex. l'équ. 328x + 229, — 1741; 
328 229 99 31 6 ' 
1741 138 39 8 
105 —68 3o —9 2 o 


J х I u Vass 


» 
= 


On cherche le commun diviseur entre les coefficiens 328 et 229, 
et les restes successifs donnent les nombres de la 1'* ligne. On 
écrit le 2° membre 1741 sous 328, on divise par 229, et l'on 
écrit le reste 138 sous ce diviseur : on divise 138 par 99, et 
l'on écrit le reste 39 sous 99; on divise 39 par 31, et on écrit le 
reste 8 sous 31 , etc. Le reste 2 est la valeur de la dernière in- 
connue v; puis on dit 2 X 31262, qui retranché de 8, donne 
— 54; divisant —54 par 6, le quotient —9 est la valeur de и; 
—9 X 99 — — 891, ôtant de 39, le reste est +930; divisant 
par 31, le quotient est 3o, valeur dez; et ainsi des autres. Ou 
a ainsi y — 105, x= — 68, d’où 


y-—105— 328, T — — 68 4- 2291. 
Pour l'équ. Зтох 4- 153y — 2001, on a 
370 153 6j 25 14 11 3" du* t 


2001 12 12 13 12 7 QU AE 
—193 “+48 —20 48 —{ +í —'-4 0 
у x z v PTT 


Donc у: — 103 4 3701, z= 4- 48 — 1534. 


Ces calculs supposent que la proposée a tous ses termes po- 
sitifs : s'il en était autrement, on prendrait en signe contraire 
la valeur de l'inconnue dont le coefficient a le signe —; et on 
aurait la solution de l'équ. ax — by = А, ou — ax | by =A, 
A étant positif. Par exemple, l'équ. 3707 — 193у == 2001, 
xlonne 


y= 103-4370, x — (8 4 1531, 
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Résolvons encore l'équ. 29x — ДТУ = 112 


4 29 18 . ra 7 d 3 i 
112 25 7 7 о o о 
-{ +3 —i +. о о о о 
х у z u I 


La dernière inconnue —0, il en faut dire autant des précé- 
dentes, jusqu'à v — 1 = -+ 1, etc. ; ainsi changeant le signe de 


у (à cause de —{77), onaz—=—1#47, y — — 3-291. 
121. La proposée est quelquefois susceptible de simplifica- 
tions. 
1°. S'il y a un facteur commun m entre a et 4, en divisant 


2 ax by й. РЫБ: 4 
l'équ. (1) parm, ona +=; m doit étre entier, 


puisque les autres termes le sont; ainsi y est multiple de m. 
Posons y == my", il vient , en divisant la proposée par m, une 
équ. plus simple. 

Soit 12007 — бту = 1000; on fera y == 2ооу', et divisant 
едо. par 200, on aura бх — бту’ = 5; on en tire aisément 
у'==— 5, у == — 1000, x——55; ainsi 


JA = — 1000 + 12001, x — — 55 4 6y. 


Pour l'équ. ýx — 35y — 165, comme 44 et 165 ont le fac- 
teur 11, €t que 35 et 165 sont multiples de 5, on fera yz гу”, 
r—5z',d'oü fx 17 — 3:0ntrouve desuite y — —1,x— —1, 
puis y ——11 HA, t= 5 4 354. 

2°, Observez que dans toute équidifférence 4, 4 + b, 
4d +2b,... si l'on divise les a premiers termes par a, tous 
les restes sont différens , quand a et b sont premiers entre 
eux; en effet, si deux termes pouvaient conduire au méme 
reste , leur différence serait divisible par а (n? 16), ce qui 
est absurde, puisque cette différence est de la forme kb, k 
étant < a. Concluons de là que ces a restes inégaux accom- 
plissent tous les nombres o, 1, 2, 3..... (a — 1), mais 
rangés dans un ordre différent : ainsi, l’un de ces dividendes 


g.pl 
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` 
A+ lb donne zéro pour reste, ou est mulüple de а; et y =l 


A+ by А А, 4 
rend "7 un nombre entier. Or, il arrive souvent qu'en 
a 


substituant o, т, 2, 3,.... pour y, on découvre la valeur ¿< a 
qui satisfait à cette condition. Ainsi, pour que (premier exemple) 
Зу 2-5 . ^ : 

— soit entier, on fait y = o, 1, 2, 3.... les restes de 3y 4-7 
divisé par8 sont 7,2, 5, о,.. Chaque terme de cette série se forme 
en ajoutant 3 au reste précédent , et supprimant 8 de la somine 
lorsqu'elle surpasse 8. Il est visible que y —3 est la valeur cher- 
chée. Au reste, on ne peut regarder ceci que comme un táton- 
nement souvent plus long que la méthode générale. 
35 + 1 3» 419r — 

s av rJ 
faisons x = о, І, 2....; cette dernière fraction К. aux 
restes 11, 6, 1, 8, 3, 10, 5, o,... en ajoutant sans cesse 7, et 
ôtant 12 lorsque cela se peut; ainsi x = 7 donne le quotient 
exact y= 14; d'où y =14+ 19, x— g + 124 

122. П arrive quelquefois que la question ne peut admettre 
que des solutions positives; alors on ne doit plus prendre dans 
les formules (2) toutes les valeurs entières pour £; mais on po- 
sera e — bt 7» 0, 8 J- at о, d’après ce qu'on a dit p. 170; 


ces inégalités donneront les limites de £., 


11 ET. 


Pour rendre entier y = 


1°. Si ces limites sont dans le même sens, elles n'en donnent 
qu'une, et la question a une infinité de solutions croissantes 
ensemble; dans ce cas, aet б sont de signes contraires dans la 
proposée , car sans ecla az + by ne pourrait constamment étre 
== c. Dans le 1“ problème on a £> — H et 7» — i; ainsi, on 
peut prendre £—0, 1,2,... inais onite peut donner ач aucune 
valeur négative. Dans le 2* probléme p. 180, опа t =ou >> о, 
savoir, 1220,1, 2, 8, 4... 

29. Si ces limites sont , l'une par exces, l'autre par défaut, on 
trouve les valeurs intermédiaires que / peut recevoir, et il n'y 
a qu'un nombre fini de solutionis : z croit quand у décroit , ce 
qui exige que a et б aient mêmes signes. 11 pourrait méme sc 
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faire que ces limites s’excluassent mutuellement , et la question 
serait impossible en nombres entiers et positifs. Dans le 1** 
exemple, p. 180, ona t +25 et > ÏÈ}; ainsi il n'y a aucune 
solution positive. 
Voici encore diverses apjplications de cette théorie : 
Partager 117 en deux parties, dont l'une soit un multiple de то 
А 117—1 
et l'autre de 7; опа еф = 117; d'où y — =, 


est un nombre entier. Faisons r= 1, 


donc — eU = 
7 7 
d'où y= 14, puis z = 1 — Jtet y — 14 + 190. 

Si l’on veut que les parties de 1 17 soient positives, il faut en 
outre qu'on ait 1 — 7t 2» 0 et 14 4- 19: > 0; d'où £« i et 
> — 15. On ne peut alors satisfaire au problème que d'une 
manière; #4 = o donne T= 1 et y= 14; de sorte que 19 et 
98 sont les parties demandées. 

Payer 2000 fr. en vases de deux espèces, les uns à 9 fr. , les 
2000—137 

9 ; 


= un nombre entier: ainsi 


autres à 13 fr. On trouve Qx-p 13y == 2000; d'où r= 


il faut rendre ir. ou CD 


y-22—4, d'où kde 228; puis enlin 
r-—228— 134, y——44-9t. 


Les valeurs négatives de y indiquent combien on reçoit de 
vases de la 2° espèce, en échange de ceux de la 1**, pour ac— 
quitter 2000 fr. dus. Mais si l'on veut que x et y soient posi- 
tifs, il faut que l'on ait 228 — 13: > о et — 4 + gt > о; 
d'où («18 et 7» о. Eu faisant t— 1, 2, 3.... 17, опа, pour 
les 17 solutions de la question, x= 215, 202, 189.... 7; 
у==5, 14, 23.... 149. Ainsi, on peut donner 215 vases à 
ofr., et 5 à 13 fr. ; ou, etc. 

Un négociant a changé des roubles estimés 4 fr. contre des 
ducats de 9 fr.; il a donné 15 fr. en sus; on demande combien 
de sortes de marchés il a pu faire. On а gy —Áx +15; d'où 
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Lorsqu'on veut que x et К soient positifs, les limites de z coin- 
cident, et l'on a t» —1; faisant?—0, 1, 2,... ona un nombre 
infini de solutions renfermées dans les séries x = 3, 12, 21... , 
4 —8, 7, 11...5 on a donc pu changer З roubles contre 3 du- 
cats, ou 12 roubles contre 7 dncats, ou etc. 

L'équ. 6x — 12 — 4 ne peut être résolue en nombres en- 
tiers, parce que 7 n'a pas le facteur 6, commun à 6 et 12. 

Il en est évidemment de méme pour 2x + Зу == — 10, quand 
x et y doivent être positifs : au reste, le calcul le prouve, puis- 
qu'il donne x = 3t — 5 et y= — 21; et les limites t7» $ et 
«Co sont incompatibles. 


3e ; d'ou y — 41+ 3et x —9:4- 3. 


: JA I 

Partager en deux la fraction FL dont le dénominateur 
d= ab, est le produit de deux nombres a et b premiers entre 
eux; pour cela on fera ^ 4^ р , et l'on devra résoudre en 


nombres entiers RE rana MM n. 

Ainsi, pour $$, comme 77 == 115€ 7, ona 11z + 2y == 58, 
d'où x= 7t —3, y= 13 — 111; il y a un nombre infini de 
solutions, quand {$ doit être la елес des deux fractions 
cherchées ; mais si 4 en est Ја somme, il n'y a qu'une solution 
qui répond à t= 1; on a 2$ — $ 4- 5 

Faire бо s, avec Mec piéces de 2 s. et de 18 d. Soient x le 
nombre des pièces de 2 s., et y celui des pièces de 2s.; on a 
2x 4+] y= 50, our + Зу = 100; on en tire x = 1 — 3t 
ety — 32 -- Át; en faisant ¿= 0, — 1, — 2, jusqu'à —8, on 
a x-—1,4,7...,J 2282, 28, 24... Si l'on prenait aussi Jes 
valeurs négatives de x ou de y, alors les pièces de 2 s. seraient 
données eu échange de celles de 18 d., de manière à produire 
5o s. de différence. 

123. La méme méthode s'applique lorsqu'il y a ЗДЕУ... 
1nconnues et autant d'équ. moius une. En voici divers exemples. 

Quel est le nombre 7V qui, divisé par 5 et par 7, donne 4 
el 2 pour restes, c’est-à-dire qui rend entières les quantités 
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N —4 et N—a 
5 
nous aurons N—5z 4-4, IN4y +2; d'où тр 5x —2; 
on résout cette équation par les moyens indiqués, et l'ona 
z=] +4: ety=5t+1, ce qui donne N= 35t -- 9. Le 
nombre demandé est l'un de ceux-ci : 9, 44, 79,..: On serait 
parvenu plus aisément au résultat, en remarquant que N= 4 
rend visiblement la 1°° fraction un nombre entier, et que tous 
les nombres qui jouissent de cette propriété sont compris dans 
N= 4 4- 5v; mais on ne doit prendre pour v que les valeurs 


N—a эм p42 


? Désignons par x et y les quotiens respectifs ; 


qui rendent aussi entière la quantité ; on voit 


de suite que v= t , et plus généralement v = 1 + 74; donc, 
en substituant, N= 9 + 364. 

En comptant les feuillets d'un livre 7 à 7, il en reste 1; 
10 à 10, il en reste 6; enfin 3 à 3, il ne reste rien; combien 
le livre a-t-il de feuillets? On suppose que ce nombre N est 
entre 100 et 300. Il s'agit de trouver pour /V un nombre qui 
rende entières les fractions - — e — et u La dernière 

g 


" " 3z— 1 32—6 
donne N= 32; les deux autres deviennent o 


4 
celle-ci exige que z =2 + rov; ainsi, en substituant, l'autre 


s L 
c s ds ou 4v + сз: m: donc v — 1 + 3t, 
j 


se change en 
s 
Lj 


d'où z= 12 + 701; et enfin, IN. 36 +210£. Par conséquent, 
si l'on fait £— 0, 1, 2,... on trouve N= 36, 246, 456.... 
Le livre a 246 feuillets. 

Trouver un nombre N qui, divisé par 2, 3et 5, donne t, 2 
et 3 pour restes. On trouve 


N—3ot4- 23; ainsi, N— 23, 53, 83, 113,.... 


A р . ,‚ T22 01 
Оп propose de rendre entières les trois quantites 22 7m á , 


04 252r— 11 
35 16 


: voici comment on simplifiera les calculs. 
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Comme 504 == 2°, 3*. 7, 35 — 5.5, 16— 2f, on décompose 

Îles trois fractions en 

а212—11 1202—41 121х—Д1 Q4: HA ri(z—1) 

Р ? 3° » 7 » 7 T$ 5^? 2i , 
„эң _—5 =. 

TT s 4= А BE. ad éx a, = —1, 
8 9 7 7 5 16 

en extrayant les entiers. On supprime la 3* fraction qui est la 

méme que la quatrième , et la 1 qui est comprise dans la 

dernière, car x — « ne peut étre divisible par 16, sans l'être 

aussi par-8. 1l reste donc à rendre entières les quantités 


4x—5 эє®-+ 1 Á4x--1 аа 
eu: > , EU. , "1475 , "a0 
—1 


я 1 
la 1'*'donne x—=—1 4-91, ce qui change la 2° en 


ci, ainsi t 22 + 96, et xr—17-63/. La3* devient 
+0, d'où Г 2222 -- 50, et x == — 109 | 3196. Enfin 


пее 24-11 
№ 4° donne T 


soit l'entier 2, x= 3041 +5040 z. 


, d'où 0 — 10 + 162; et enfin, quel que 


Lorsqu'on n'a qu'une équ. et trois inconnues , on opere ainsi 
qu'il suit. Soit бх + 8y + 72 = 5o. En faisant 50 — 7z—u, 
ona 5r--8y == и, d’où l’on tire, par notre méthode, en re- 
gardant и comme donné, z—$Bt—3u et y == 20—565 re- 
mettant 50 — 72 pour и, il vient 

rz2124-8t— 150, y= 100 — 142 — 5t. 


z et t sont des nombres entiers quelconques. 
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ill. DES PUISSANCES, DES RACINES ET DES EQUATIONS 
DU SECOND DEGRÉ. 


Des Puissances et Racines des Monomes. 


124. La règle (р. 81) simplifie l'élévation aux puissances, en 
évitant la multiplication réitérée; car soit proposé d'élever'a à 
la puissance m=” -+ p; on а ат == а" >< а?, de'sorte qu'après 
avoir formé 2" et a? , le produit donnera a”. De même on pourra 
décomposer m en trois parties n--p-]- 4, d'où =a" а? >< a, 
comme n? 96, etc..... 

125. П suit des règles de la multipiication (n? 96), que pour 
élever ur: monome à une puissance , il faut multiplier l'ex- 
posant de chaque lettre par le degré de la puissance. Ainsi, 

(2ab*y = fat ; (== Parts 
cd* cg 
On tire encore de là un moyen facile de former certaines 
puissances des nombres: car a", lorsque m — np, revient à 
a"? — (а")?. Si т= npq...., on fera la puissance n de а, la 
puissance p de a^, la puissance g de a"... . De méme pour l'ex- 
traction des racines: ainsi, comme 12 == 3.2.2, on trouvera 


2 З, . E * . 

V 531441 en prenant la racine carrée, qui est 729; puis celle 

de 729 qui est 27 ; puis enfin la racine cubique de 27 qui est 
13 

3 = py 531441. (Fay. n? 60.) 

Réciproquement,.pour extraire la racine m* d'un monome, 
on extrairà celle de chaque facteur; cette racine se trouve 
en divisant chaque exposant par m. En effet, pour que ab”; 

3 s 
soit y (a959), il suffit que 203, élevé au cube, reproduise а°09 ; 
or, c'est ce qui a lieu d'apres la règle qui précède, si l'on а di- 
yisé les exposans par 3. 


"D m) m. b 
VPE, Vez Sde ) a" 
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Lorsque le degré de la racine est pair, on doit affecter cette 
racine du signe +; y/9 = 2 3. Cela vient de ce qu'algé- 
briquement parlant, pour qu'un nombre у soit racine de 9, 
il suffit que m*— 9, ce qui a lieu, que » ait le signe Æ ou — 
(p. 157). Si le degré de la racineest impair, le signe de la puis- 
sance est le méme que celui de la racine : 


V —2;——3, 04243463, 


126. Les expressions radicales éprouvent souvent des simpli- 
fications. Ainsi | ^ 


У43э=2. V54=3. V16=6. va; М0) 24 VN; 
V e =< td); vdar—6ab 438%) — (a — &) y3. 


3 
va+ hiye iyi z3ya-auyb. 


Varna Visty b утуо) Vars v 25$ УЗ= МЗ; 
V 25a) —4 3a iab За; 17a b— hab —a(3—b*) Bab 


- - - 
VET FLAIR Lu Ау Е 
Ma V a7 D V3 
127. Nous avons vu ci-dessus que pour extraire la racine 


d'un produit, il faut extraire celle de chacun des facteurs; 
or, cela est vrai méme lorsque les extractions ne se peuvent faire 


exactement : par exemple, \/ (ab) = va x Vb, puisque le 
cube de cette dernière quantité se forme visiblement en éle- 
vant chaque facteur, ce qui donne ар. En général , de ce que 
la racine d'une quantité est le produit des racines de chacun 


л m 
de ses facteurs (125), il suit que Va x Vi y (ab). Donc, 
pour multiplier ou diviser deux quantités affectées du méme 
radical, il faut faire le produit ou le quotient de ces quan- 
tités, et l'affecter de ce radical. Par exemple, 


v6x y8— Vi8= V3; 


ns V20ar=V 10047 ТАР 


26 — » s 
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и — yi 00, „== лген... 
ВЕ узуп “уз vr XV 9 = ү ~ pa; 
Var Уа JA LU 
= ; aq f = y (alb); 
Ug Vs 
(Vat VE) =a+b + ayab; 


(a+ y by ama! 4- 3a yb + Заб 40у. 
En supprimant le radical, (y/a"b"y»—a"b". 

128. Comme il n'y a pas de nombre qui, multiplié par lui- 
méme, puisse donner un résultat négatif — т, y/—m repré- 
sente une opération impossible : c'est ce qui lui a fait donner 
le nom d'Imaginaire ; ym est appelée Réelle. Nous aurons par 
la suite (n? 139, 1?.) occasion de remarquer que ces symboles, 
quoique vides de sens, n'en sont pas moins importans à consi- 
dérer. Ajouter, multiplier... de semblables symboles, sont des 
opérations dont il est difficile de se rendre raison; cependant on 
convient de faire ces calculs sur les imaginaires, comme si elles 
étaient de véritables quantités, en les assujettissant aux mémes 
régles; nous en reconnaitrons l'utilité par la suite. 

La régle n? 127 doit éprouver quelques modifications; ainsi 
V — ах — a, n'étant autre chose que le carré de y — a, 
est visiblement — a : or, la régle ci-dessus semblerait donner 
pour produit y + a° ou a. Mais observons que ya’ est + а; 
l'incertitude du sigue, en général, n'a lieu que lorsqu'on ignore 
si а? provient du carré de Ha, ou de celui de — a; or, c'est 
ce qui ne peut exister ici, et l'on a —a pour produit, à l'exclu- 
sion de + a. 

Concluons de là que y — a X иа = — а. 

De méme 4/— a x V/— b revient à 
Va. V—1X yb. V —1, ou — V (ab). 

On verra que y/—4a a pour puissances 1°, 2°, 3°, Д*...., 
И—а,—а,—ау—а,-+4а*,-+„а'у/ү—а,—4&,‚е\с.......... 
Celles de — y —a sont —a, +a y а, à,—a y а... 
Le carré de 1 4 y — 1 se réduit à 2/ — 1. Le cube de 
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—14- V-—3est 8; Vat vam 


и — р m V~l 
Le produit 

(x4-a4- b y —1) X (za ym) est = (Ha) 4", 
quantité Réelle (n? 97, 11). 

129. Il suit de la règle (127) que pour élever à une puis- 
sance un monome déjà affecté d'un radical, il faut élever à 
cette puissance chaque facteur sous le radical. Aiusi le cube 
de y (3a°b) est y/(27295?) ; celui de y/» est y8 2172. 

Concluons de là que lorsqu'on veut extraire une racine d'un 
monome déjà affecté d'un radical, il faut, s'il se peut, extraire 
la racine dela quantité radicale; ou, dansle cas contraire , mul- 
tiplier l'indice du radical par le degré de la racine à extraire. 


у а ^ - 
Ainsi la racine cubique de y'a’ est ya, Va") = Var, 
з у 
VV{abt}= ab. 
130. On peut donc, sans changer la valeur d'une quantité 
radicale , multiplier ou diviser par un méme nombre les expo- 


sans et l'indice du radical, puisque c'est d'une part élever à la 
puissance , et de l'autre extraire la racine; 


» 6 € 4 
Vaya, Vaya, val!) = Vv (ga). 

Par là , il devient facile de multiplier et diviser les quantités 
affectées de radicaux différens ; car il suffit de les réduire à 
étre de méme degré; on multipliera pour cela les exposans et 
l'indice du radical par un méme nombre qu'on choisira con- 
venablement, comme pour la réduction des fractions au même 
dents (38). Par exemple, 


yay b= yax veo ab), 


Ver. yit e Vario, E = yE Je’ 
Vh 


у | ad + sg" 
рус т be V тух" 
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Des Exposans négatifs et fractionnaires. 


131. Nous avons démontré que le quotient de, est aua, 


en supposant que m soit > n; sans cela, m—n serait un nom- 
bre négatif, tel que — р; et comme on ignore encore le sens 
qu'on doit attacher à a, on ne pourrait multiplier a? рага"; 
ainsi on ne saurait prouver que a? >< a"—" doit reproduire a”. 

Mais remarquons que l'expression 27? n'a aucun sens раг 
elle-inéme , puisqu'on ne peut y attacher l'idée propre aux 


^ ^ c^ T 
exposans (12). On est donc le maitre de désigner g; par a7?, 


ainsi que nous le ferons dorénavant. D’après cela, dans tous 
a" 
les cas, on pourra dire que = = а"-"; car la chose est dé- 


montrée, si m 7» n, etelle résulte de notre hypothèse, lorsque 
т< n, puisqu'en divisant les deux termes par а", on a 
Sn, p p 
AL 
“ш. ma ar, 
ati a" 

L’Algèbre apprend à trouver des formules qui, par leur gé- 
néralité, conviennent à toutes les valeurs numériques qu’on 
peut imposer aux lettres : on doit donc regarder comme un 
grand avantage de n'avoir pas besoin de distinguer , dans une 


expression algébrique, qui renferme des quantités de la forme 
- | 


z> tous les cas qui peuvent résulter des suppositions de m > 


- a" à 
ou < п; on mettra а““" au lieu de met la formule sera vraie 


dans toutes les hypothèses (comme au n° 108). 
П faut aussi avoir égard au cas de m — n; alors a"-" de- 
vient a°, symbole tout aussi insignifiant par lui-même que 


a7?. Nous conviendrons donc de faire a?^— 1, puisque alors 
a? 
r] B А A 0 
— == 1. L'expression a? est un symbole équivalent à l'unité. 
a 


Ainsi, lorsque nous rencontrerons dans une formule a? et 
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q-?, ces expressions seront faciles à comprendre, en exa- 
minant leur origine : a? et 47? n'ont pu provenir que d'une 


WES a 4 
division > dans laquelle on avait m =n dans le premier cas, 
Li 


et n —m 4- p dans le second. D’après cette convention , on peut 
faire passer un facteur du dénominateur au питёгаіеиг, еп 
donnant à son exposant un signe négatif : ainsi 


t= =(р+°=() =! ; 
"Тасы | = 
e rem = 


a" b" 4 t des cxt АЙ 
Foo tail за E 
a) 4- 5 


a+ be 


= (a 4-5?) (a* + bris, 


Voilà donc les puissances nulles et négatives introduites dans 
le calcul, par une suite de principes qui ne souffrent aucune 
difficulté. Venons-en aux puissances fractionnaires. 

132. La régle donnée pour l'extraction des racines des mo- 

т n 
nomes, prouve que ya = a"; mais il faut pour cela que n 
soit un multiple de лт, car on tomberait sur un exposant frac— 
tionnaire, dont la nature est encore ignorée, et on ne pourrait 


n 


démontrer qu'en rendant a" m fois facteur, le produit seraita". 
On est donc ici dans le méme cas que pour les exposans néga- 


n 


üfs, et il est visible que a" n'ayant aucun sens par soi-même, 


m 
on peut lui faire désigner ү/а"; pav là les formules pourront 
convenir à tous les cas, que n soit ou non multiple dem; ce qui 


est conforme au génie de l'Algébre. 


n 
Donc, lorsque nous rencontrerons a" dans une formule , il 
sera facile d'en avoir une idée nette, en observant que cette ex- 
pression n'a pu provenir que de ce qu'on a voulu extraire la ra- 
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cine m° de а", La règle donnée pour faire cette extraction est 
donc générale dans tous les cas. 


Ainsi (32) = (30), Vete 
p = М, p= vi, ср (cp) 


VENDÉE v ee 


133. a*,a7?, a" sont les expressions de convention attribuées 


л 


1 E E n а Қ 
d ‹ : ” 3% “4 
aux valeurs 1, E et y/a*. Maiso, —p et "A doivent point 


étre regardées ici comme de véritables exposans, dans le sens 
attaché à cette dénomination , quoique ces quantités occupent 
la place réservée aux exposans. Ce serait donc abuser des ter- 
ines que de se croire autorisé à dire, sans démonstration, que 
a"»a'—q"*^, quand m et n ne sont pas tous deux entiers et 
positifs. Tl en est de méme de la division, de l'élévation aux 
puissances et de l'extraction des racines. Démontrons donc que 
ces symboles suivent les mêmes règles que les vrais exposans 
entiers et positifs ; qu'on a, quels que soient m et n, 


Р = 
а" ; а= q"—^, (ar = а", V/a"— a. 


I. S'il s'agit d'exposans négatifs : on a (m, net p étant positifs) 


On voit de méme que a^" >< a7" ame, 


о а" е 4 "m LJ т-а 

2. ==: za xata 
~m а" 

Пе méme on trouve que —— = 2777", et que =; = a*7^; 
а" 
1 1 
e (q7"y—([(—yL——-—a, 
3 (а7") (zy а" 2 
"m I 1 t m 

4°. va HL quU s zmd 
а" 

T. 13 
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IL Pour les exposans fractionnaires, on peut d’abord en 
multiplier les deux termes par un même nombre p; car 


L. m mp 
(n° 130) a"= уа" = pya"? am ai, On peut done réduire ай 
méme dénominateur les exposins des quantités qu'on veut mul- 
tiplier ou diviser entre elles. 
- E m m m ny 
1°, Soit a" x a" zz ya >< уа yat ama ™ 


Р = »-p 
m 


а" ya : Va Var = а ; 


2°. a" 

( = А т z 

3°. Ҳа" zz (yay = Va" —a"; 

2 pom mp m 

p. vVa*Vv(yanzyan—an. 

Remarquons en outre que ces calculs relatifs à l'exposant frac- 
tionnaire permettent de le supposer aussi négatif. 

ПІ. Prenons le cas des exposans irrationnels , et soit par 
ex. aV? >< aY 5; désignons par z et z' les valeurs approchées de 
ces exposans, ou z = V/2 + h, z =y 34k, hetk étant des 
erreurs, qu'on peut diminuer à volonté, en poussant plus loin 
l'approximation. Or, si l'on se contente des valeurs appro- 
chées z et z’, le produit ne sera lui-même qu'approché : et en 
désignant par « l'erreur qui en résultera, erreur qu'on peut 
rendre aussi petite qu'on voudra, on aura exactement 


as x< av? + = = а == gii y Mee = VV se aitt : 


mais plus À et л’ seront petits, plus a**^ approchera de 1 ; ainsi 
on peut donner а ce 2° membre la forme aV **V3 + 8, 8 dé- 
croissant indéfiniment avec a, h et k’. Égalant les termes 
constans (113), on trouve aV? >< aV == аУ*+?. On prouve- 
rait de méme que les exposans irrationnels sont soumis aux 
mémes regles que les entiers , dans la division et l'extraction : 
c'est d'ailleurs une conséquence de ce qui vient d’être dé- 
montré. 

IV. Quant aux exposans imaginaires, d’après leur définition 
(128), les régles relatives aux quantités réelles s'appliquent 
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à celles qui sont imaginaires lorsqu'on veut les livrer au calcul Р 
quoique celles-ci ne soient que des étres de raison ; ainsi il n'y 
a lieu à aucune démonstration. 

On facilite quelquefois les calculs par ces principes; par 


> 
exemple , pour diviser (уа?! par V/a'h°, on écrira..,,,,... 


1 * 3 
RIO ta! b! , et réduisant les exposans au méme dénominateur, 
il vient 
g 18 ‚9 15 22 35 
an 025 • ab — ap шш yanib”, 


Les polynomes qui contiennent des exposans négatifs ou frac- 
tionnaires sont soumis aux règles ordinaires, etil convientd'ac- 
quérir l'exercice de ces calculs. La division suivante indique la 
marche à observer. 


6a4—234* y—1—134b —204-2247'5 y. 1 bath 2a*-54./-1-3a— b 
—ба+4-15а* Yi gab Заз усаа 
ir resta — Баз y —1— $ab—204-22a- 5 y - 1--6a7 *5* 
+ Ba*y—1 -20— 1227 b y/-1 
a" reste, — фа? --10a7'b y- 14-64-55? 
3° resto, o 


Observez que le quotient peut admettre des exposans négatifs 
pour a, et cependant être exact; or, si la division se fait exac- 
tement , il est clair que la somme des moindres exposaus de a 
dans le quotient et le diviseur, doit donner le moindre dans le 
dividende. Ainsi, retranchez les plus petits exposans de a dans 
ces deux premiers polynomes, et vous aurez le plus petit dans 
le quotient , si la division se fait exactement. On est donc assuré 
qu'on n'est pas dans ce cas, lorsque le quotient est poussé jus- 
qu'à un exposant moindre que cette différence. 


Des racines carrées et cubiques des Polynomes. 


134. 1°. Tout nombre composé de n chiffres est entre 
10" e£ 107—7'; son carré est donc compris entre to*" et то*"—?, 
qui sont les plus petits nombres de on+ т et 2n — 1 chiffres; 
donc le carré a эп ou 2n — 1 chiffres, ainsi qu'on l'a dit (62). 

13:9 
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2°, Soient a et a + 1 deux nombres eomécutifs; leurs carrés 
a et a? + 2a + 1 diffèrent entre eux de 2a -+ 1 ; ce qui est 
d'accord avec ce qu'on sait (n° 66, 4°.). 

Comme 2a + 1 représente tous les nombres impairs, on voit 
que tout nombre impair est la différence d:s carrés de ses deux 
moitiés inégales et entières; ;5—:39*— 38, 37—19°—18",etc. 
Du reste nous prouverons en traitant des équ. indéterminées 
du 2* degré, que lorsqu'un nombre inpair n'est pas pre- 
mier, il y a plusieurs manières de faire ette décomposition. 
Ainsi, 257—144 — 1326 —3*; 105 2 5) — 53!— 19* — 16* 
=13—8—11— 4°, 

3°. Si А" estle plus grand carré contenu dans iV, ket k+1 sont 
approchés de yN à moins d'une unité; 7 étant le reste entier 
que donne #, on Мг, comme (k +1) — A +4 4-2, en 
retranchant ces équ. on a 


N —(k--iymr—k-—1 


or si г > k, on a VN 9 $, et А-{-1 est plus voisin que & 
de y N; c'est le contraire quand rak. Ainsi selon que le reste 
r est 2» ou « la racine entière А, on preadra & + т ou È pour 
valeur approchée de yN. 

4°. Lorsqu'on a poussé le calcul de l'extraction jusqu'à con- 
uaitre plus de la moitié des chiffres de la racine, les autres se 
trouvent par une simple division, ce qui abrége surtout les 
calculs d'approximation. 

En effet, soit N le nombre dont on cherche la racine a + x; 
a étant la partie déjà calculée par le procédé ordinaire, et x 
celle qui est inconnue et doit compléter la racine, Y N=a +x. 
Bien entendu que pour donner aux chiffres de 2 leur valeur 
propre, on a dû ajouter à la droite n zeros, c'est-à-dire au- 
tant que т a de chiffres, autant qu'il reste de tranches de Nà 
descendre prés des restes successifs. N = a° + 2ax-Fx* donne 

, 
i = х-+ = "i R étant le reste N—a’ qu'a donné 

2a 2a 24 
a, près duquel on a descendu toutes les tranches de deux 
chiffres non encore employées. Cela posé x étant composé de 
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n chiffres, x? en a au plus 2n, tandis que, par hypothèse, a 

en a au moins n + 1, lesquels sont suivis de n zéros; on voit 
1 x’ ' 

que a sera 7» 2°, et par conséquent Ta 35 on aura donc 


Ма? 
х= 


, lorsqu'on пе voudra que la partie entiere de 


VN; ce qui arrive toujours, puisque dans les approximations, 
et méme pour les racines des fractions, les nombres doivent 
être préparés de manière à ce que l'extraction ne porte que 
sur des parties entières (n? 66, 1?.). 

On divisera donc /V— a^, ou le reste de l'opération qui a 
servi à trouver a, par le double de a; et pour cela, on regar- 
dera la partie conuue a de la racine comme des unités simples 
(en omettant les п zéros qui devraient être mis à sa droite), et 
l'on supprimera aussi n chiffres à la droite de /V. 

Ainsi, pour y/3. 37.67.98. 17, les trois 1'* tranches donnent 
d'abord 183 pour racine, et 278 pour reste : si donc on divise 
27898 par 2 fois 183, ou 366, on aura 56 pour les deux autres 
chiffres de la racine, qui est 18376. 

De méme, y/2 — 1,4142, en ne poussant l'approximation 
(n° 64) qu'aux roooo* : pour trouver 4 autres décimales, comme 
le reste est 3836, on divisera 38360000 par 2 X 14142 ou 
28284 : le quotient est 1356; donc, etc. On trouve 

М2==1,0142135623732, / 3 == 1,7320508076. 
135. Soit proposé d'extraire la racine de 
да+ — 12а°0 + 34a'l^ — зод + 2501; 

représentons ce polynome par X. Nous dirons, pour abréger, 
que le terme où la lettre a porte le plus haut exposant, est le 
plus grand. Soient x le plus grand terme de la racine cher- 
chée, y la somme des autres termes; d’où (n° 97, 1°), 
X=(x+y) =r +ocy +y; х° est visiblement le plus 
grand terme du carré Ж, ainsi x° — gat, ou z = За? pour 
1% terme de la racine, et X = да! +- ба?у + у”. Otant 9а4 
des deux membres , il vient 


— 12a'b + 34a*0* зоа? 4- 3501 == Gay 4 у”, 
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y est en général un polynome, aussi bien que ба?у; ог, у 
n'ayant que des termes où l'exposant de a est moindre que 2, 
il est clair que le plus grand terme de (ба? 4 у) >< y est le 
produit de ба" par le plus grand terme de y; ainsi ce dernier 
sera le quotient de —12a"b, divisé par ба°, double de la racine 
trouvée. П en résulte que — 24b est le 2° terme de la racine. 

Pour achever lc calcul, faisons За" — 22b, ou x — 2ab — x, 
et désignons par 3” les autres termes de la racine. On а 
X za" + ary +7"; dtons x* de part et d'autre; 2° se 
compose de z^, déjà ôté, pais de — ax >< заб + (2ab)*, ou 
— 2àb (2z—2ab). Si donc ou écrit le 2* terme — 2ab de la 
racine, à côté de ба°, double du 1**, et si l'on multiplie par 
—2ab , en retranchant le produit du reste ci-dessus, on aura 

3oa'l? — 20ab! + 3551 — эх'у' + у”. 
Si y" est un polynome, il est aisé de voir que le plus grand 
terme Зоа?ф? est celui de 2x°y', c'est-à-dire est le produit du 
plus grand terme de 22* раг celui de у”. Si donc on divise 30a°b° 
par ба?, le quotient 50° sera le 3° terme de la racine. 

Faisons 3a* — zab 4.5 ou x + 50% — x", et désignons 
par y” la somme des autres termes de la racine : on aura 
X — x" z5 олу" +y"; or, pour retrancher z^* de X, comme 
on a déjà бїё x" il faut, du dernier reste 30a'0* —204a5 4- 35/4, 
ôter encore 22°.50 + (5b*)*, ou 56°(22° + 50°). On écrira 
donc + 5b? à côté du double 6a* — {ab des deux 1*'* termes 
de la racine, et l'on multipliera par le 3* terme 50°; enfin, on 
retranchera le produit du 2° reste. Comme ce produit et ce 
reste sont égaux, опа X — х" —o, d'oà y" = oet z^— V X. 
Ainsi la racine demandée est За? — 2ab + 50°. 

Voici le type du calcul. 


gi^—i2281b4-340* b^ —2060 4-255 4 A3a'—aab + 5% 
—gat Ae T. N PP dau д 
16 reste, —124!]-4-3449 5? —20ab 1 4-355 4 (ба —2ab) x —2ak 
120 b —ja*b* , 
2* reste, --Joa*b* —320ab 1-355 | би’ —iah + 5 
E, УЧЕ Ie SURE VNES о „ж 5b: 


On voit qu'apres avoir ordonné , il faut prendre la racine du 
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1* terme, et continuer l'opération comme pour l'extraction 
numérique (n°62). Les exemples suivans montrent que la méme 
marche de calculs donne la racine lorsqu'il y a des imaginaires 
ou des exposans négatifs ou fractionnaires. 


ga i—12a? y.—1—245(2—3 y/—2)4- 44 aa | За®—за y -14- y-a 
zo —— Á—oT" iQ MÀ 
167 reste, — 12a? y/.—1—2a*(2—3 y. —2)H-4e уз—2 raV) x —2a y —t 
фаза? ма thar ц | ==" 


төнө, _ ax „+ у, 


*— i248) ра Ваа 2a—3b' --3a-* 
LI 


NI resto—1225*-4-95-]-12 184—854 -9a-* (án—35*] х —35* 


+ , 
ciae = фа—60? + За-' 
a* reste, 13—18a7*4* apga" X-4-3a-* 
C. ERE TROPPO о 
r'—a' х—1!ах7!—!а!х7%—.... 
—+ ГР, (ara r)a 
1** reste, —a* CPE ET LE 
+a— aix х—{ах— 


2* reste, —;jalx 
айат i a6a7i ах 
3* reste , —id x^ ete. 


Ce dernier exemple montre comment on doit se conduire 
lorsque l'extraction ne peut se faire exactement, ce qu'on ге- 
connait quand on trouve quelque terme de la racine oà a porte 
un exposant moindre que la moitié de son plus faible exposant 
dans le carré. Du reste, on a ici 


- 


, $ аб 
Иб" а) х © — À 


Sn М TE СО. 


136. Le cube de x+y est x°+3x°y4 3x7? (n° 97, П), 
il sera facile d'appliquer les principes précédens à la recherche 
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de la racine cubique d’un polynome. Nous nous bornerons à 
l'exemple suivant : 


8a6 — 36a4b + 54а*04 — 27904 ( * даз — 35^ racine. 
c 


—Ba^ 
tits Р 1246 = 18а*)» + obi 
1% reste, — 36atb» + 542904 — 2700 f х —3Ь» 


2? reste. ........ 0. © 


Après avoir ordonné, cherché la racine 3° du 1° terme 825, 
qui est 22^, et retranché 846, on a un 1*' reste. On en divise 
le 1°" terme — 36ба*0° par 12a*, triple du carré de 24^; le 
quotient — 30° est le 2° terme de la racine. Près de 12a, on 
écrira — 18a*b? + ob, ou le triple du produit de — 32° par le 
т" terme 24°, et le carré de — 30° ; on multipliera ce trinome 
par —30°, etl'onretranchera le produit du 1*' reste. Le résultat 
étant zéro, on a de suite 2a* — 30° pour racine cubique exacte: 
s’il y avait un second reste, on opérerait de méme sur ce reste. 
Nous ne dirons rien ici des racines 4°, 5°... 


Équations du second degré. 


137. En passant tous les termes dans le 1* membre, réduisant 
en un seul tous ceux qui contiennent soit 2, soit x^, et opérant 
de méme sur tous les termes connus, l'équ. du 2* degré prend 
la forme 242° 4- Bx + C — 0o, et faisant 


n € 

7 =); 4 =; 
ona z'4pr443-20....(0, 
équation qui peut représenter toutes celles du second degré à 
une inconnue, et dans laquelle p et 4 sont des nombres connus 
positifs ou négatifs. 

Divisons 2 + px + q par r —a, а étant un nombre quel- 
conque, il viendra le quotient x 4-а 4-р, etle reste a*J- pa 4-4. 
Ce reste est ou n'est pas nul, selon quea est ou n'est pas racine 
de l'équ. proposée (on nomme racines les valeurs qui satisfont 
à cette équ., parce qu'on les obtient par une extraction). Donc, 
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ioul nombre a qui est racine d’une équation du second degré, 
donne un diviseur binome (x—a) du premier membre de cette 
équation, laquelle prend alors Ва forme 


(x—a)(rxr+a+p)=o. 


Or, on demande toutes les valeurs propres à rendre ce produit 
nul; ainsi z—— а — p jouit aussi bien de cette propriété que 
x=a. Donc, 1? toute équation du second degré qui a une racine 
a, en admet encore une seconde = —(а +p). 

2°. Cette équation ne peut avoir que deux racines :cette pro— 
position sera démontrée plus tard. 

3°, Les deux racines étant + a et — (a+ p), leur somme 
est — p, et leur produit est — (a° + ap) = 4, à cause de 
a? 4- pa + q— о; donc, le coefficient p du second terme en 
signe contraire est la somme de deux racines, et le terme connu 
q en est le produit. Par exemple, pour 2° — 824-15 — 0, 
x= 5 est une racine, ainsi qu'on le reconnaît en substituant: 
on trouve que le premier membre est divisible par x — 5 ; le 
quotient est z— 3 ; les deux racines sont 3 et 5, dont la somme 
est 8, et le produit 15. 

4°. П est facile de former une équation du second degré dont 
les racines À et Z soient données ; on en fera la somme Ё -- Z, et 
le produit A/, et l'on aura z* — (44-1) x + к= о. On pourra 
encore former le produit (z — k) (= — 1). Par exemple, si 5 et 
— 7 sont les racines, on multiplie x — 5 par x + 7 ; ou bien on 
prend 5—у==—2; 5 > —75—— 35 et changeant le signe 
de la somme, z*4- 2x — 35— o est l’équ. cherchée. 

5°. Résoudre l'équ. (1) revient à chercher deux nombres 
dont — p soit la somme et + 7 le produit. 

6°. П peut arriver que les racines # et Z soient égales; alors 
les facteurs x — k et x — étant égaux, z? 4- px + 9 est le 
carré de l'un de ccs facteurs. 

138. Pour résoudre l'équ. (1), remarquons que si z?--px +q 
était un carré, en extrayant la racine, on n'aurait plus qu'une 
équ. du 1* degré; comparons ce trinome à (x + n) où 
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x?4-2xn 4- n; n est arbitraire ; ainsi faisons m= : p, pour que 
les deux 1** termes soient égaux de part et d'autre. 
Donc, si n°, ou ; p*, se trouve =q, z* + pz-4-q est le сатте de 


x4-ip;cetrinome n'est un carré que quand 4 p?— q. En rempla- 
B C x 
gant p et g раг -7 et —, on trouve que pour que Ax* -+ Bx 4-С 
soit un carré , il faut qu'on ait entre les coefficiens la rellation 
В ДАЄ = o. 
Dans le cas ой 1p'— 4, la proposée revient а (x + 5p)? — о, 
et les deux racines sont égales à — ; р. 


Mais si cette condition n’a pas lieu, ajoutons ! p^ — g aux 

deux membres de l'équ. (1) , il viendra 
+pr tip = (+ ip'eeip—34, 

extrayant la racine, x -+ į ра y (1p*—4), 
d’où х==—{рЖ\ү/(\р%—@).... (2). 
Nous avons donné (n? 125) la raison du signe Œ. Ainsi, la va- 
leur de x est formée de la moitié du coefficient du 2* terme en 
signe contraire, plus ou moins la racine du carré de cette moitié, 
ajouté au terme connu passé dans le 2° membre. Dans chaque 
exemple on aura de suite la racine, sans s'astreindre à refaire 
les calculs précédens sur le trinome proposé. 

Pour 2° —8z + 15 —o, on trouve 

xd (16—15) = 421, cest-à-dire x — 5 et— 3. 
De méme 2° + 2x = 35 donne 

xyl—i1xy(354-1)2— 31726, ourc5et—-— 9. 

139. Le résultat (2) offre plusieurs cas. Faisons, pour abréger, 
ip —4 m, d'où да { p^ — m; ce qui change x? + px 4-3 
en r'Lpr4-ip—m, ou (æ+ip)—m; 
c'est la quantité qu'on veut rendre nulle par la substitution de 
certains nombres pour =. 

1°. Si m est négatif ; comme } p° est toujours positif, ce cas 
n'arrive que si q est positif dans le premier membre de la 
proposée (т), et 7» £ p^. Mais alors la proposée revient à.... 
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(x + ip) moo; on veut donc rendre nulle Ja somme de 
deux quantités positives, probléme visiblement absurde : et 
comme on trouve alors x =m- 5p 22 /—m., le symbole /—m, 
absurde en lui-même, servira à distinguer ce cas. Donc, ѓе pro- 
ёте est absurde lorsque les racines sont imaginaires, c'est- 
à-dire quand q est positif dans le 1** membre de l'équ. (1), et 
que q surpasse le carré de la moitié du coefficient p du 2° terme. 

Cependant nous dirons encore, dans ce cas, que la proposée 
a deux racines, parce qu'en assujettissant ces valeurs..,.... 
ж == — !p#ty—m, aux mêmes calculs que si elles étaient 
réelles, c'est-à-dire les substituant pour + dans la proposée , 
elles y satisfont; nous ne donnons ceci que comme un fait al- 
gébrique. C'est ainsi que les valeurs négatives, quoique vides 
de sens en elles-mémes , peuvent servir de solution à une équa- 
tion (n° 107) sans convenir au probléme, à moins qu'on n'y 
fasse quelque modification. 

2°. Si m est nul, ce qui exige que 9 soit = } p* et positif 
dans le 1** membre de la proposée (1), alors z* 4- px + 4 ге- 
vient au carré de x + t p, et les racines sont égales ; c'est le 
passage des racines imaginaires aux réelles. 

3°. Sim est positif, q doit être négatif dans le 1“ membre, 
à moins que q ne soit positif, et {X į p°; dans ce cas (n? 97, П.) 


(x bip —mc(xd4ipdMtvm)x(cxTip—Vym. 
Tels sont les facteurs du 1° membre de la proposée (1) ; les ra- 
cines sont — 3р ч V/m et — : p — Vm, dont la somme est — p, 
et le produit 2 p^ — ou 9. 

4°. Si m est un carré, les deux racines sont rationnelles. 

5°. Si les racines sont réelles et de méme signe, il faut que 
; p l'emporte sur le radical, qui a le signe Ж; ainsi: p» V/ m 
ou 1 p* 2» ip! —q, ou enfin g> o. Ainsi, quand 9 est négatif, 
les racines ont des signes contraires, et lorsque q est positif 
(et < z p^), leur signe est le méme, mais opposé à celui de p. 

Voy. n? 108, 2°. pour l'interprétation des racines négatives. 

6°. Si q = o, sans recourir à la formule (2), on a 


Spr-zxr(x4-p)zzo, d'où х= о et r——p. 
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7°. Sip=o, ona +g — 0, d'où r=+ y — д, valeur 
réelle ou imaginaire, selo: le signe de g. 

8°. Quand la proposée la forme 4x°+ Вх 4-С о, le 
1% terme ayant un coefficient 4, nous avons dit qu'on le dé- 
gage, en divisant tout pa: 4; mais on peut aussi rendre се 
1“ terme un carré, en mutiphant l'équ. par 44: ona 


jx? + LABx + 4AC— о; 


on compare, comme ci-deisus, au carré de 24x + n, on voit 
qu'il faut prendre n = В, е(ајоџќег B? pour compléter le carré ; 
donc 

— B+ өт 
(adr Ву = ВАС, et LISXvo- 440 


2.4 

C'est ainsi qu'on trouve. en résolvant par rapport à y l'équ. 

Ау» + Bay + Cz? + Dy + Ex + F— о, 
— Bz — D+ у (В+—АСухз 4-2 BD — ЗАЕу + Dr — 4AF] 
О 9 ——————————— 
24 

9°. On а 42° + Dx --C— А [(r4- p)! — m], m étant 
négatif, nul ou positif, suivant que les racines sont imagi- 
naires , égales ou réelles. Dans les deux 1% cas, quelque valeur 
qu'on substitue pour =, lemultiplicateur de À étant positif, le 
produit, ou 4r°+ Bx + C, doit avoir le méme signe que 4. 
Mais si m est positif, soient a et 5 les racines réelles, on a 

Ах 4 Bx+C— A(x—a)(x — b), 

et l'on voit que si l'on donne à x des valeurs plus grandes ou 
moindres que a et Ё, le signe du résultat sera le méme que 
celui de 44; mais il sera différent si x est compris entre a et ù. 
Le trinome , qui conservait ci-dessus le méme signe pour toutes 
les valeurs de x, change donc maintenant deux fois de signe, 
lorsqu'on fait passer x d'un état compris entre a et , à un 
autre qui soit ou > ou < a et ù. 


On pourra s'exercer sur les exemples suivans 


1" саз. Qr'O—i12r4-8—0.. =, 


2... O9r—12xrJ-(-o... xr—?, 
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Qr—12r4-3—0... x), оц r—1, et r—;, 
Зее. 121*4- 3r4-1—0... х==—МЁ],оцх==—,е(к=——1, 


Pp— ж=—э—=о..‚ r-!z25,our-a,etr—-—i1i, 
5... 2 Dxm—b... x=3, etr-2, 
Ул { X'— 9 =0. .... х=$, е@@х=-—3, 
3 204. 9 —0..... xrm3y-—i. 


140. Í. Trouver un nombre x tel, qu'en ôtant 2 de son carré 
le reste soit 1. Ona x°— 2 —1, doù r =£ y З. 

П. Partager a en deux parties telles, que m fois la 1'*, 
multipliée par n fois la 2°, donne le produit p. On a 


mæ.n(a—x)=p, d'où eat y/(i a — 


Si l’on veut partager а en deux parties, dont le produit p soit 
donné, il faut faire m — n — 1. Comme les racines sont ima- 
ginaires lorsque p 71a, on voit que le produit ne peut surpas- 
ser le carré de la moitié de a, c.-à-d. que le carré de + a est le 
plus grand produit possible qu'on puisse former avec les deux 
parties de a (n° 97, III.). 


- 


HI. Étant donnés le produit p de deux poids et leur diffé- 
rence, trouver chacun d'eux? Опа xy =p, z—y-d;doà 


è= dyd p) 
et у=—{@@4#=ү(%4'+Ер). 

IV. Trouver deux nombres tels, que leur somme a, et celle à 
de leurs cubes soient données. De x 4- y = a, x?-- y? = 5, 
on tire à? — 3u°x + Зах” =b, et faisant б = af, on a 

rlaq4y(if— £a) 
et y—ila—wy(if-—:ie) 

V. Quel est le nombre m n fois la puissance p est égale à 
7n fois la puissance p 4-2? x — 6 y(n tm). 

VI. Plusieurs personnes sont tenues de payer les frais d'un 
procés, montant à 8oo fr. ; mais trois sont insolvables, et les 


autres, suppléant à leur défaut , sont contraintes de donner 
chacune бо fr. outre leur part ; on demande le nombre x des 
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zrj7g—69 d'où z'-L Зх = До et 
r—iUHy44)2-—1i-5;aini, il y avait 5 payans, 
au lieu de 8. Il est aisé d'interpréter la racine négative — 8. 
VII. On a deux points lumineux 4 et B (fig: 1), distans 
entre eux de AB — a ; l'intensité de la lumière répandüe par 4 
est m fois celle de В; on demande le lieu D qui reçoitla méme 
clarté de part et d'autre , sachant que la lumière transmise par 
un point lumineux décroit en raison du earré de la distance. 


payans. On a 


Soient « et 2 les intensités des lumières que communiquent 


les foyers 4 et B à la distance 1 ; PP 5 ... seront celles que 


reçoit le point D lorsqu'il s'écarte de / à la distance 1,2,3. .. ; 
: E bd Н " р 
ainsi, zi est celle qui répond à 1 espace AD — x; et comme 


BD = а — x, la lumière que B transmet à D est ue ; on 
a — x) 


a donc = = 2 d’où (E Pep en posant 
z*  (a— x}, B^ Vox ‚ E" 


a — m2 ; extrayant la racine, on trouve enfin 


_аут_ 


^ ym: 


Е * а " (m zc Vm). 

En général, on doit éviter la double irrationnalité des deux 
termes d'une fraction (n? 65), etsurtout celledu dénominateur. 
Ici, on a multiplié haut et bas par ym zc 1 , ce qui a donné 
(n° 97, IIT) pour dénominateur m — 1, et pour numérateur 
ay/m(y/m + 1). On en dira autant des cas semblables. 


VIII. Soitdonnée une fraction 7; quel est le nombre x qui, 


ajouté, soit au numérateur а, soit au dénominateur P, donne 
deux résultats dont le 1“ soit & fois le 2°, ou 

а+ = ka 

3 = HI + (a-4-b)r-ab(k—1); 


donc yxc-—i(a4-5)2- i y [(a— 6) + abk]. 
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IV. Des mAPPORTS. 


Des Proportions. 


хдл. 1°, L'équidifférence a.5:c.4, équivaut à a — 0 — c— d; 
d'où a + d — c + b. Si l'équidifférence est continue, on a 
: a. bd, d'où 2b — a+ d. (Foy. n? 52.) 


2°. Soit la proportion а: 0 :: с: d, ou = y on а ad = be, 
d’où d— T. Si la proportion est continue # a 2 6 ; d, on а 


b= V (ай). (Far. n° 72.) 
3. a — lj zz m т", ou (44h) (a— 0) —m(1—m), 


j lé 1-77, 

donne la proportion ——b 
1+2 РУС 
De méme 1 — x* —a donne + = шт 


| LINT ETE 
4°. Ajoutons + m aux deux membres бег; il vient 


azcmb es аа ES >: b sim ato = 
b cimi 4° сой 


( Foy. n° 53. 1 


5°, Soient 7 P3 < = F= ‚ une suite de rapports égaux, de 


sorte kw ou а= 04, c —dq,e zzfq... 


En ajoutant toutes les équations on a (n° 93, 3°.) 


aee... =q (bd tft.) 


‚Ж GC ep... — "d 
d'ek Pdf... 1-0 


6°. 51 а: 0 7: ctd, опа 


a" фт e^ а", рар Vet Vd. 
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Des Progressions arithmétiques. 


142. Soit la progression +a.b.c....i.k.l, dont est d la 
raison, n le nombre des termes; on a les (n—1) équ. 


b-a4-d, с==04+а..., 104-4; 


en ajoutant, il vient /—a + d (n—1), comme (n° 85). 

Cette expression de la valeur du літе terme de la progres- 
sion est ce qu'on nomme le terme général; il représente tour à 
tour tous les termes, en faisant n= 1, 2,3... 

Soit s le terme sommatoire de la progression, c'est-à-dire 
la somme de ses n premiers termes; l'on a 


= ab 4 et... hit LE, 
ou s=a+{(a+ d) H- (ad- 3d)... a 4 (n—1)d, 
et aussi s Ё-{- (1—4) 4 (1— 24d)... 4- I— (n—1)4, 


en écrivant le 2° membre en sens inverse. Ajoutons ces équ. ; 
commeles termes correspoudans produisent la méme somme, 25 
est visiblement égal à a + Z pris autant de fois qu'il y a d'unités 
dans n; ainsi, s— i n(a-|]-I). On remarquera qu'en général 
Ja somme a + l des extrêmes est la méme que celle de deux 
termes qui en sont également éloignés, et est le double du terme 
moyen lorsque le nombre des termes est impair. 


143. Reprenons ces deux équations 
1= a+ d(n—1) ets in(a4-T) 


Nous pourrons en tirer deux quelconques des cinq quantités 
а, L, d, n et s, connaissant les trois autres. 

Voici divers problémes relatifs à cette théorie. 

I. Trouver n, connaissant a, d et s? L'élimination de Z donne 
s= an +! dn (п 1); d'où 


i-i --2] 


Par exemple, un corps qui descend du repos tombe de 
4 mètres et 5: dans la 1'° seconde de sa chute, du triple dans 
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celle qui suit, du quintuple dans la suivante....; on demande 
combien il mettra de secondes à parcourir [00 mètres. (oy. ma 
Méc., n° 157. ) La progression + 4,9-1 #,9.3 + 4,9.54-..., 
donne s = 400, a = 4,9, d = 2a =9,8; on trouve 


n= м; >= Vis d'où n — 9,03 et 83", 6 environ. 


Il. Combien une horloge frappe-t-elle de coups à chaque 
tour du cadran? Si elle ne sonne que les heures, on a.. 
14-2 4-3 4-... +12; d'où s=6 X 13 = 78. Si elle sonne les 
demies, on a 2 4-3 4- 4. .. +13, et s —9o. 

ПІ. On a un amas de boulets de canon disposés en progres- 
sion par différence, et composé de 18 rangs dont chacun con- 
tient 2 boulets de plus que le précédent ; on demande combien 
il y en a dans le dernier rang et dans l'amas, sachant que le 
rang supérieur en contient 3. On a a—3,nzc18, d 2; et l’on 
trouve 4—37, s = 360. 

IV. Entre deux nombres donnés a et, insérer m moyens 
proportionnels par différence. Comme m-4-2— n, оп a 


M 1 
a+ 4(т-+-1) d'où d= ЕР comme (n° 85). 


Des Progressions par quotient. 


144. Soit la progression # a: b : .. ¿s Z, la raison 
étant g, on a les n — 1 équations 


b-aq,c-bq, d= tg.. LU dq 
or, en les multipliant et supprimant les facteurs communs, . il 


vient {== aq"^', comme n° 86; c'est le terme général. On peut 
toujours donner à une progression la forme 


Haag ag: agt... ag"; 
donc les puissances entières et successives d'une méme quantité 


q sont en progression par quotient. П en est de méme de toute 


série de termes dont les ecposans sont en progression par diffé- 
TOT 14 
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rence, telle que bx* + bx drata LLL... Celle-ci revient 


à la 17* en faisant a= bx", q — xh. D 
Ajoutant nos n — 1 équations, il vient 
(b4-c 4d. . . D) m (a b c... . Hig. 
Or, en désiguant par s le terme sommatoire , on a 
b+ otd... tls а, abd cu. Lis 1; 
17 — a 


2—v 


donc $—az(s—l)g,ous— 


Si la progression est décroissante, tout ceci est également 
vrai, seulement g < 1. Mais à mesure que la série se prolonge, 
la somme s des termes que l'on considère s'approche de plus en 
plus de celle $ de la progression entière : soit а la différence 
S— s, qui est indéfiniment décroissante; de plus le dernier 
terme 7 devient en même temps aussi petit qu'on veut, po- 
sons ( n? 113); 


p Р. 1Р0 d'où $—4- -.— —$, dass, 
1—9 1—9 1 — 

On a donc encore comme р. 139, la somme totale d'une pro- 
gression infinie, dont le 1** terme est а, et la raison g «7 1. Tl est 
visible que notre raisonnement revient à avoir posé l == o, 
comme désignant une quantité infiniment petite. 

On rapporte qu'un souverain voulant récompenser Sessa, 
inventeur du jeu des échecs, lui accorda un présent que sa 
générosité trouvait trop modique : c'était autant de grains de 
blé qu'il y a d'unités dans la somme de la progression double 
1222418: 16... étendue jusqu'au 64° terme, attendu que 
Véchiquier a 64 cases. Cherchons quelle est cette somme. On а 
a= 1, q=2, n= 64; d'où 120 et s — 2954 — 1. Cette puis- 
sance a été calculée p. 81 , et l'on trouve que s = 18 446 774 
suivi de r2 autres chiffres. Or, un kilogramme de blé ordinaire 
contient à peu prés 26150 grains, et l'on sait qu'un hectare 
ne produit guère que 175o kilogrammes de froment, savoir 
45 762 500 grains. En divisant s par ce nombre, on trouve 
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que Sessa demandait le produit en blé de 403 milliards d'hec- 
tares environ, c'est-à-dire 8 fois la surface entière du globe ter- 
restre, en y comprenant les mers, les lacs, les déserts, etc. 
Les équ. I2 aq*7,5— a (*—1)4 

servent à résoudre tous les problemes oü, connaissant trois des 
cinq nombres a,25n,q et s, on demande les deux autres. Du 
reste, les calculs qu'il faut exécuter ne sont quelquefois prati- 
cables que par des méthodes qui ne sont exposées que dans ce 
qui suivra. Par ex., a, n et s étant donnés, on ne peut obtenir 
q qü'en résolvant Реди. ag*— sq + s= а, qui est du degré n. 
Lorsque l'exposant n est inconnu, on doit recourir à la doc- 
trine des log. n? 147,3°. 


Des Logarithmes. 


145. Faisons varier x dans l'équ. y — a*, et observons les va- 
riations correspondantes de y. 

1°. Si а > 1, en faisantz = ө, оп a y — 1; z= 1, donc 
У ==а. À mesure que x сгойга depuis o jusqu'à 1; et de là à 
l'infini , y croitra de 1 vers a, et ensuite à l'infini; desorte que 
quand x passe par toutes les valeurs intermédiaires, en suivant 
la loi de continuité, y croit aussi, quoique bien plus rapide- 
ment. Si l'on prend pour x des valeurs négatives, on a y —2a77, 


1 m x " : 
où (n° 131) уу. Ainsi, plus x croit, et plus cette fraction 
у décroit ; desorte qu'à mesure que x augmente négativement 
у décroit de 1 vers o; y — o répond à x infini. 


2°. Si a€ 1,0n fera a, b sera > т, et l'on aura у= у, 


ou y = b7, suivant qu'on prendra x positif ou négatif. On re~ 
tombe donc sur le méme cas, avec cette différence que z est po- 
sitif lorsque y < 1, et négatif pour y > 1; 

3°. Si a= 1, on a y= т quel que soit =. 

Pourvu que a soit autre que l'unité, on peut donc dire qu’il 
y a toujours une valeur pour x qui rend a? égal à un nombre 
donné quelconque y. L'usage perpétuel qu'on fait des belles pro- 

Lt - 
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priétés de l'équation y = a* exige qu'on fixe des dénomina- 
tions à ses parties, afin d'éviter les circonlocutions. On nomme 
x le logarithme du nombre y ; la quantité arbitraire et inva- 
riable a est Za base. Donc le logarithme d'un nombre est l'ex- 
posant de la puissance à laquelle il faut élever la base pour 
produire ce nombre, 

Lorsqu'on écrit x = Log. у, pour désigner que z est le loga- 
rithme du nombre y, ou que y = а=, la base a est sous-en- 
tendue , parce qu'une fois choisie, elle est supposée demeurer 
fixe. Mais si on la change , on doit indiquer la nouvelle base, 
c.-à-d. de quel système de logarithmes il s'agit. C'est ainsi que 
10'—1000, 25—32 indiquent que 3 est le logarithme de 1000, 
et que 5 est celui de 32 ; mais la base est то dans le т“ cas; elle 
est 2 dans le second. 

146. On tire de là plusieurs conséquences. 

19. Dans tout système de logarithmes, celui de 1 est zéro, et 
celui de la base a est un. 

29. Si la base a est > 1, les logarithmes des nombres 7» 1 
sont positifs, les autres sont négatifs. Le contrairc a lieu si 
ал. 

3^. La base étant fixée, chaque nombre n'a qu'un seul loga- 
rithme réel ; mais ce nombre a visiblement un log. différent 
pour chaque valeur de la base, en sorte que tout nombre a une 
infinité de logarithmes réels. Par ex., puisque 9 —81 ,31=81, 
2 et 4 sont les log. du méme nombre 81, suivant que la base 
est 9 ou 3. 

4. Les nombres négatifs n'ont point de logarithmes réels, 
puisqu'en parcourant la série de toutes les valeurs de x depuis 
— jusqu'à +, on ne trouve pour у que des nombres po- 
sitifs depuis o jusqu'à +. 

La composition d'une table de log. consiste à déterminer 
toutes les valeurs de т qui répondent à у — 1,2,3.... dans 
l'équ. у = ах. Si Von suppose a* == m , en faisant 

r-o а 2« Ju a Sa... logarithmes, 
on trouve y =1 т" т" m' m! m*... nombres; 


LOGA RITHMES. 215 
les log. croissent donc en progression par différence, tandis 
que les nombres croissent en progression par quotient; o et 1 
sont les deux 1*** termes : les raisons sont les nombres arbi- 
traires « et m. On peut donc regarder les systemes de valeurs 
de x et у qui satisfont l'équ. y — a*, comme classés dans ces 
deux progressions, ce qui met d'accord les deux définitions que 
nous avons données des log. (n° 87 et 145). 

Le signe Log. sera dorénavant employé à désigner le loga- 
rithme d'un nombre dans un système indéterminé; réservant 
le signe log. pour les log. de Briggs, dont la base est 10. 

147. Démontrons par Algèbre les propriétés des logarithines. 

1°. Soient x et x’ les log. des nombres y et y", oux—Log.y, 
x = Log. y :ona а= y, a” =y; en multipliant et divi- 
sant ces deux équ. l'une par l'autre, on obtient 


gere уу atro, 


Mais il suit de la définition que les exposans x + x' et x —x 


sont les log. de уу” ev 
a Log y + Log y = Log (xy), 
£ 
Log y Вову = A 
Er g Y = Log (2) 


2°. Si l'on élève à la puissance т l'équ. y = a*, et si l'on en 


m 
extrait la racine т“, on a y" — а", y y — a" : la définition 


donne mz zz Log (y), == Log Vy ; donc 


PE 
Log у"= m Log y, Log V у=—®>., 


m 
ces résultats sont conformes à ce qu'on a vu (n° 88). 
3°. Pour résoudre l'équ. c — a”, dans laquelle c et a sont 
donnés et x inconnu, on égale les log. des deux membres et 
Von en tire Log c = x Log a; une simple division donne donc 
Log c 
Eno Le a 
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On peut donc trouver la valeur de Рехроѕат n dans еди! 
1 — aq "^, du n° 144, relative aux progressions par quotient: 


Log l= Log a + (n—1) Log q, d'où nz 1 VI 
L'inconnue étant x dans l'équ. 4a*-4-Ba*—-4-Ca*-*, Р; 
on écrit a? (4-545. es -—P,ou Qa*—P; 


ud 
d'où 56 А ^ 
a LT 


Dans a*— b, si z est dépendant p ee О ir, et qu on 
ait == 4x" Вх"”'!.. comme == pe em un nombre connu 
K, il reste à résoudre l'équ. du degré m, K= Az" -4+ Bam.. 
Soit, par ex An 524—0); onen tire(x*-5x 4-4) log f= log М 


donc z* —5х + (— — 2, équ. du 2° degré qui donne z— 2, 
eno. 

4°. Soient deux nombres у et у +m; la différence des log. 
pris dans uu méme systéme quelconque est 


Log (y + m) — Log y = Log. (= = Los (19-7). 


m iz 
quantité qui s'approche de Log 1, ou zéro, àmesure que y dé- 


croit, et qui est d'autant moindre que y est plus grand : donc 
les log. de deux nombres différent moins quand ces nombres sont 
plus grands et plus voisins. C'est ce qu'on a vu n?91, Ш. 
148. Lorsqu'on a calculé une table de log. dans un système 
dont la base est a , il est facile d'en former une autre dont la 
base soit 0; car dans l'équ. а= — y, x est le log. de y dans le 
systéme qui a pour base a : or prenons les log. des deux nom- 
bres dans le système D; nous aurons x Log a= Log y. Ainsi 
pour trouver le log. de y dans le 2° système, il faut multiplier 
х, oulelog. de y dansle 1“ système, par Log а: et si Гоп mul- 
tiplie par Log a tous les log. de la 17° table, on en formera une 
nouvelle pour la base b. Ce facteur constaut Log а, qui traduit 
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ainsi tous les log. du système a dans le système ò, est appelé 
module ; c'est le log. de la premiere base a calculé dans le sys- 
teme б ; et si l'on divise Log y par z , qui sont les logarithmes 
d'un méme nombre quelconque dans les deux systémes, le 
quotient sera le module Log a relatif à ces systémes, et par 
conséquent sera constant pour tous les nombres, 

Lorsqu'il arrive qu'on trouve moins d'avantage à prendre la 
base—10, qu'à préférer un autre système , il est donc aisé, 
à l'aide d'une seule table de log., tels que ceux de Briggs, de 
calculer toutautre log. dans ce nouveau système. Parex., le log 3; 


Log3. 

dans le système dont la base est?, est Log V basa Beg? 

| DU Loi Log5— lag]. 

la base est ici ce qu'on veut, et si on la prend — 10, tout de- 
f ; —0,17609:125 . 

vient connu, et l'on AREE! ,2050476 pour le log. 


cherche. 


Pareillement Log 2 , dans lesystème À , est logi „„ lgarlos3 

log? log3—loga 

ou — 1; ce qui est d'ailleurs évident, puisque l'équ. y = a? 
devient ici ў = (2)= —(3)7*, et x est visiblement — г. 


149. Tl importe de s'exercer à l'usage des logarithmes dans 
les calculs algébriques; voici divers exemples : 


15. log [5.5,6.d...) — log a -log 5 4-log c+ log d. 


, 
abc 
2% log (Ж = log а + log 5 + log с Іор d — loge, 


J^. log (a*.5",cr...) — m Tog a -+ n log 5 4 p log e..., 
am b» 


4? log т) = mlog a +nlog &— ploge, 
5e Rte HAE PAS ] zog (a4-2)4-log (ax ), 
69. log V (arat) = = > log (9+ х) += ; lot (a x ^ 


à 3 i5 
39. log (afa!) = 3 log a + j log a= T lena, 


89. log V (a3 et) = Н log (a — =) + T log ( а» 4p ах хэ), (р. 139 


En ajoutant ct ôtant ax du trinome, il devient (a+ x} — ax, 
si l'on pose z? — ал, # sera facile à trouver par log., ct l'on 
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aura(a4- r)' —z*ou(a--x-Pz)(a--x —z); donc 


log У(аз—х\у"= И (log («— 7) log (axes) + log (ах) 


Ce calcul résout а? — х° en ses facteurs et permet l'emploi 
des log. 

99. , vla -- x*), en posant 2ax — z' , devient. М (а x)* 29 5, 
log v(a) = 5 [log (a dex) + log (adem — 6) 

v (ar) 

6 err 

11°, Pour insérer m moyens par quotient entre a et l, il 
faut faire n —m + 2 dans l'équ. Z EVE (n° 144), d’où l'on 


tire la raison g= vC ) et m 1— AM a 


termes aq, а4,... ont pour log., log a + log g,log a + 21069... 
Ainsi, pour insérer 11 moyens епітет et 2, comme ici log a — 0, 
on trouve log 4 — 7: X log 2 = 0,0250858, ety = 1,059463; les 
log. des termes consécutifs sont 2 log g, 3 log q..., et la pro- 
gression est (c'est la génération harmonique de Rameau) 


: 1,059463 ; 1,122461 : 1,189207 : ... 1 1,885747: 2. 


12°, La base du système étant a, on à al 85 z; car d’ aprés 
la définition des log. dans l'équ. а? =z, у est le log. де z. 


109. E 2 log (а — x) — 3 log (а). 


Les divers 


РУ 
T 1 


De méme ah log s — (log (et) — 24, 


13°. Soit x l'inconnue de l'équ. y = omz, ўх=—р; on еп 
tire ( — 2) log b —mz.logc-- (z —p)log f : il reste donc 
à résoudre l'équ. du 2* degré 

(m log c4-log f) z* — (n logé +p log f ) x +a logt =o. 


log a — log ^ 


4°. ст =a, ba donne T—mlogc—nlogb 


15°. La population d'une ville s’accroît chaque année de; 
combien y aura-t-il d'habitans au bout d’un siècle, le nombre 
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étant actuellement тоо ооо? Faisons п = 100 000; au bout 
d'un an, la population sera п J- ўз nan. rl Aprés l'année 


suivante , n' deviendra de méme л“. H =n (22)*.. . On trouve 
ainsi qu'au bout de 100 ans, le A 
1 log 31 = 1,4913616 
des habitans sera ee A Eee 
2,014204f 
п ($ 39'* = x =a 654 874, 100 fois. .. 1,424044 
, log п = 5,000000 
comme le montre le calcul. Si l'accrois- log x = 5, ja$o4í 


sement annuel de la population est d'un 
r*, on trouve de méme que le nombre primitif n des habitans de- 


: А è T ' 
vient, aprés g années, z=n( +), On peut prendre pour 


inconnue l’une des quantités x, n, r ou q, les autres étant 
données; et l'on trouve 
log += log n-f q [log (14-7) —log г], log n = ор x — 4(log (14-7) — loge], 
log = — log n Э log x—log n 
1 - ) = <M 
т=з” (+; ; 
Problèmes dépendans des Proportions. 


150. Règle d'intérét. Ce qu'on a dit n° 8o, prouve que le ca- 
pital C placé à i pour cent par an ; produit en j jours, l'intérét 
simple 

AU B 
= 36000 ^ бооо^ б 
€t comme j peut être décomposé en parties aliquotes ou divi- 
seurs de 6000, et ѓ en diviseurs de 6, on retrouve le procédé de 
calcul exposée n? 8o. 

Intérét composé. Quand chaque année on laisse le capital 
s'accroitre des intérêts échus, voici ce qui arrive. Si r fr. rap- 
portent т fr. après un mois ou un an, le capital a s'est accru 


a 
de уе est devenu 
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Mais ce nouveau capital а’ placé durant le mois ou l'an qui 
suit, devient de méme ag, ou ag’. Ainsi, on a successivement 


аф, ag*,... et après t fois l'unité de temps, Ze capital accu- 
mulé avec les intéréts échus, est 


m (H 


Cette équ. donnera l'un des quatre nombres a, t, x et r ou g, 
les trois autres étant connus. Si l'on veut quel'intérét soit sti- 
pulé à tant pour cent, on fera гі == 100, g = 1 J- 0,01 X i. 
Par ex., un homme destine une somme de ro ooo fr. à payer 
un bien de 12 000fr.; il place à cet effet son capitalà 5 pour cent 
par an, et y jointchaque année les intérêts échus : on demande à 
quel instant son but sera rempli; on a ¿=5, r—20,4 ==, puis 


12000 zz 10000 XX (27)', ou 6—5 >< (5) 


d’où l’on tire la valeur del'exposant t, parle théor&men? 147,3?., 
savoir, ¿= 3 ans et 9 mois environ. 

La table ci-jointe suppose qu'un capital de 1000 fr. est placé 
à 4, 5 ou 6 p. ?/, par an; que l'intérét est payé par semestre; 
et que chaque intérét est immédiatement joint au capital pour 
devenir productif d'intérét. 

On y voit qu'une somme de 1000 fr. à 5 p. *f, l'an, produit 
1996',50 au bout de 14 ans, en cumulant sans cesse les intérêts 
semestriels. 

C'est donc la même chose de payer actuellement 1000 fr. , 
ou de donner 1996',5о dans 14 ans, quand le taux d'intérét 
annuel est 5 p. 5f, : celui qui est obligé de payer 1996,50 dans 
14 ans, sans intérêt, peut escompter, ou se libérer, en payant 
de suite seulement 1000 fr. 

Ou voit aussi que le capital est doublé en moins de 14 ans 
et demi, à 5 p. */, l'an; il serait triplé en 19 ans à 6 p. *f,. 

Quand le capital est 2 ou 3 mille francs, il faut doubler ou 
tripler les nombres ci-dessus, et ainsi proportionnellement pour 
tout autre capital. Par exemple , 2500 fr. capitalisés avec les 
intérêts pendant 12 ans produiront 2,5 >< 18085,73—( 52:182; 
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ÁCCROISSEMENT de 1000 fr. par intéréts composés de 6 en 6 mois, 
aux taux de 4, 5 et 6 pour cent par an. 


хм [4 р. оу, | 8р. 9, | бр. °/ fass] 4 р.°/ь | р. °{ | бр. 9 


1020foo | 1025foo | 103ofoo 1515/65. | 1679/58 | 1 

1 це 1050,63 1060,99 u (рый 172057 1916,49 
1061,21 | 1076, 1092, А 1 BE 

2 1082, 3 107050 TD 13 iioii 5691 M 2,7 
1104,08 | 1131,41 1159,2 1640,01 | 1853,94 

3 meo | m 1194» 13 | 1673,42 190039 21 9 
114 1188, 1229,87 17 1947: 2221y 

4 L'un, 1218,40 | 1266,77 || 14 | 1741,02 | 1990,50 6, 
1195,09 | 1248, 1 327 177584 2046,41 32 

5 | 1218, 1280, 1345,92 || 15 #18, 2097 27 
1243, 1342,09 | 1 325 47 2150,01 ,08 

6 | 1268, 1344,89 144526 16 fı E 2203, 5,08 
1 (|1 1 | 1468,53 1922,33 | 2258, 

7 { 1310,48 | 1412 1512, t7 | 1960, 2315,32 Зз 

8 i П * 1 1 19999 t 23 NE ee 
1372,79 | 1 t | a6oÿ,71 | 18 À 20 2422,54 | , 
1 joa 1521,62 1652,95 2080 80 d РЕ 

9 À 1528,25 | 1 170242 t9 | 2122,30 55,68 | 3074,78 
1456,81 | 1595,65 | 1753,51 2164,5 261; e 3165,03 

10 | 1485,95 | 1638, 156/11 20 | 2205,04 2685, 322,04 


et c'est la méme chose de payer actuellement 2500', ou de don- 
ner 45215,82 dans 12 ans. 

Si l’on devaitpayer30oooof dans5anssansintérét, on pourrait 
escompter actuellement, en donnant une somme qu'on trouve 
par cette proportion : si 1280,08 deviennent 3oooof, 1000! de- 
viennent x—23436",04, somme à payer de suite, au lieu de 
3oooof dans 5 ans, au taux de 5 p. °/, par an. 

151. Annuilés. On nomme ainsi la rente d'un capital а, 
calculée de sorte qu'en payant chaque année unesomme z, qui 
soit toujours la même, cette somme soit formée des intérêts 
échus et d’un à-compte sur le capital, lequel se réduisant ainsi 
peu à peu, soit rendu nul après un temps déterminé. 

Le capital vaut ag après la 1'* année ; on paie x, et l'on ne 
doit plus que d'—aq — x; Après le2* paiement x, a se trouve 
de même reduit à a'g — x, ou ag — qx — x : continuant de 
méme à multiplier par 7 et à retrancher T, pour avoir ce qui 
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reste dû après chacune des années successives , оп еп vient enfin 
à trouver que l'emprunteur doit encore après t années, lors- 
qu'il vient d'effectuer son 1° paiement æ ( n 99, 144). 


ze —rg mr = x 
ou mag malg Hg. h =a T), 


ou z= (a— хг) C D m, 


à cause de gr = 1 + г. Si l'emprunteur s'est acquitté, z о, 
et l'on trouve 
aUe e. ER 
RQ TE ETS 

Du reste, on peut prendre ici pour inconnue l’une quel- 
conque (v. p. 154) des quantités x, a, g, rett, lesautresétant 
données. Les log. sontalors d'un usage trés commode, ou même 
indispensable. S'il faut résoudre l'équ. par rapport à l'expo- 
sant £, on trouve g'(x + a — ag) = х, d’où (n° 147, 3°.) 


1982 —log(x +a—ag) _ log x + logr— log (rz — a) 
aii og 9 Б log (1 + 7) — log r 


De méme, si l'on veut que l'inconnue soit x ou a, on posera 


rre — а 
foe 
d'où ru ,acr(r—Jyy) 
r= у 


équ. qui donneront x ou a, lorsque y sera connu. Or, substi- 
tuant ci-dessus pour x cette valeur, on trouve (1 4- r)y = п". 

C'est sur cette théorie que sont établies les rentes dont le ca- 
pital et les intéréts s'éteignent à la mort du préteur, et qu'on 
nomme viagères, On suppose que le préteur doit encore vivre 
t années , lorsqu'il place le capital а, et l'on demande quelle 
somme z on doit lui payer chaque année , pour qu'à l'expiration 
de ces t années il n'ait plus droit à aucune somme : cette rente 
est donnée par la valeur ci-dessus de x. Si, par ex., l'intérét.de 
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100 fr. en perpétuel est 5 (5 pour cent, ou le denier 20), on a 
r—20; etsi lon prend a = roo fr. pour capital, on obtient 


зои = ж 
у= 3201) = 158v — 10 —J7' 


Il est vrai qu'on ne sait pas d'avance combien d'années le 
préteur doit encore vivre ; maison le suppose, d’après les tables 
de mortalité : et quoique cette présomption puisse étre fau- 
tive, elle devient exacte pour un grand nombre d'individus pris 
ensemble, parce que les uns gagnent précisément en durée de 
la vie ce que les autres perdent. On sait , par expérience, quelle 
est la durée de vie probable d'un individu dont l'áge est connu, 
La 1™ ligne est celle des âges, la 2° le nombre £ d'années qui 
restent probablement à vivre. (Voy. l Annu. du Bur. des Long.) 
Ages... 1. 5 -10.15.20 25 .30 .35,40,45.50.55.60,65 . 70.75.80 ans, 
(oss 37.45443. 39.357.327. 20). 26.23.20. 17.14. 11. 85. 6}. 5. Fans... 

C'est sur cette probabilité qu’on établit l'intérét des rentes 
viagères. Ainsi un homme de 4o ans pouvant encore espérer 


23 ans d'existence , t = 23, et l'on trouve у = m =6,5 


environ, d’où z = 7,4 : le capital doit être daos en viager 
à 7,4 pour cent par an. Les chances zéservées aux membres 
des sociétés connues sous le nom de Tontines sont aussi réglées 
sur le méme système. 

152. Escomptes. Soit a le capital, i l'intérét de 100 fr, 


: А ., atu ‚Л, 
par mois, r le denier, t le nombre de mois; est l'intérét ; 


ainsi, pour l'escozpte en dehors, la somme à payer pour le ca- 


pital a est 
t 
T ZC -— =a( ki -— 


Pour l'escompte en dedans, il faut raisonner ainsi: puisque 
100 + ti doit être réduit à тоо, à combien а est-il réduit? d’où 


ооа аг 


“tooti ret 
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Si la somme S n'est exigible que danst mois, et qu'on veuille 
avoir égard aux intéréts des intéréts éurant ce temps, il faut 
recourir à la formule de la p. 218; on trouve que le capital S 
doit étre réduit à 


PTE 


153. Règles de fausses positions. Soit ax == б Féquation qui 
lie entre elles les parties d'une question; si l'on suppose à x 
une valeur arbitraire s, et qu'on l’assujettisse à satisfaire aux 
conditions du probléme, ce ne serait que par basard qu'on 
trouverait as = b. Supposons donc qu'on ait as = с; en divi- 


\ uud ue 
sant terme à terme par ax = 0, on trouve — =; : ainsi le ré- 
т 


sultat qu'on obtient est à celui qu'on doit obtenir , comme le 
nombre supposé est à l'inconnue. 
Cherchons un nombre dontla $, le; et le? réunis fassent 456. 
Supposons que 200 oit ce neni sa Iiic» ison quart etson 
cinquième forment 190, au lieu de 456; aiusi 200 n'est pas le 
nombre cherché : on posera la proportion 


190 : 456 :: 200; х, d'oirz = 8o. 


Combien faudrait-il de temps pour remplir un bassin à l'aide 
de quatre robinets, dont l’un le remplirait en 2 heures, le 2° 
en 3, le 3° en 5, le 4° en 6. Supposons qu’il fallüt une heure; le 
premier robinet emplirait la moitié du bassin, le 2° le 5, le 3° le 
5, le 4* le 5; et comme on trouve į + + +: + у=. au 
lieu de 1, il y avait erreur à supposer une heuré; on dira 
борае 0 до 50 = бо тімціеѕ. 

Ce procédé, „тез applicable aux règles de société, d'in- 
térêt, etc.. ne l'est pas à tous les problèmes du premier degré, 
puisque l'équation la plus générale est ax + b = cz + d. Si 
la supposition x = s ne rend pas as + b égal à cs + d, il en 
résultera une erreur e, de sorte que as + Ù — (cs 4 d) = e; 
retranchant de là ax-]-b—(cx--d) — o, on a (a—c) (s—x) =e. 
Une autre supposition ғ qui entrainerait l'erreur e', donnerait 
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(ас) (52) = e' : divisant ces résultats terme à terme, on a 
:2—r € 


= d'où Ж =———-. 
РА -— n at e— € 


Ainsi, multipliez [a 1" erreur par la 2° supposition, et récipro- 
quement; retranchez les produits, en ayant égard aux signes des 
erreurs ; divisez ensuite par la différence des erreurs, le quo- 
tient sera l'inconnue.. C'est en cela que consiste la règle de dou- 
ble fausse position, applicable à tous les problèmes du pre- 
mier degré. 

Dans notre dernière question; la supposi- 
tion de x 1^, a donné £, et par conséquent — 9"PPos. Ege 
l'erreur + ;. En faisant x = '*, on a 2 pour 8 heure + 5 
résultat, et — $ d'erreur. J'écris ces nombres » ^^^ 77% 
comme on le voit ci-contre, je multiplie en croix, et je re- 
tranche ; j'ai ^ 4-7 ou *; la différence i erreurs est } + 2 
ou] ; enfin je divise : : par È, et j'ai z— 3. 

Un père a До ans, son fils en a 12; quand 


'áge du pére sera-t-il triple de celui du fils "Pus gen 
(page 152)? Je suppose 5 ans : le père aura 2 E i 


alors 45 ans, le fils 17; le triple de 17, au 6 4. 2 
lieu de produire 45, donne 6 ans de plus. En 

supposant r an, l'erreur est de — 2. Les produits réciproques 
des erreurs par les suppositions donnent 16 pour différence; 
divisant par la différence des erreurs, qui est 8, j'ai 2 : c'est 
dans 2 ans que l'áge du pére sera triple de celui du fils. 
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LIVRE TROISTEME. 


ÉLÉMENS DE GÉOMÉTRIE. 


La Géomérie est la science qui se propose de mesurer l'É- 
TENDUE et d'en considérer les formes et les propriétés. Tout 
corps a trois dimensions , Longueur, Largeur et Épaisseur ou 
Profondeur : les limites qui le déterminent en sont la Surface. 
Mais les surfaces d’un corps, en se rencontrant deux à deux, sont 
elles-mêmes terminées par des Lignes; les limites qui bornent 
les lignes sont des Points. Ce sont ces diverses limites des corps 
qui nous servent à reconnaitre leur Figure. 

Quoiqu'il n'y ait pas de corps sans trois dimensions, on fait 
souvent abstraction de l'une d'elles ou de deux : par ex., si l'on 
parle de la grandeur d'un champ, ou de la hauteur d'un édifice, 
on n'a égard qu'à une surface ou une ligne. Afin de procéder 
du simple au composé, par une gradation qui facilite l'étude , 
nous diviserons la Géométrie en trois parties : la première 
traitera des Lignes, la seconde des Surfaces, la troisiéme des 
Volumes. 


1. Des исмеѕ. 


Des Droites, des Angles et des Triangles. 


154. On peut regarder une ligne comme la trace que laisse 
un point À (fig. 1) qui se meut vers un autre point B. On dit 
que la ligne est DROITE quand, en la faisant pirouetter autour 
de deux de ses points A et B (fig 1), aucun des autres points 
de AB, n'éprouve de déplacement: sinon, la ligue est com- 


WA NW 
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posée de lignes droites brisées AC,CD,DB (fig. 2) disposées bout 
à bout; ou bien cette lipne n'a aucune partie rectiligne et est 
appelée Course AMB (fig. 3). 

Donc 1? lorsqu'une ligne AB (fig 1) est droite, et qu'on 
prend sur son cours deux points C,D, la droite CD qui joint ces 
points se confond dans toute sa longueur avec les points de AB; 
et si l'on imagine au-delà des extrémitésCet D d'unedroiteCD, 
deux autres points A et B, tels que la droite AB coincide avec CD; 
ces points А et B sont dits sur le prolongement de la droite CD. 

2°, Toute droite CD doit être conçue prolongée indéfiniment 
par ses deux bouts. 

3°, Deux droites qui ont deux points communs, coincident 
ensemble. у 

4°. Deux droites ne peuvent se couper qu'en un seul point, 
puisque si elles avaient deux points communs, elles coïncide- 
raient. А 

Un Prax est une surface sur laquelle est appliquée toute ligne 
droite joignant deux points quelconques de cette surface. 
Étant donnés trois points non en ligne droite, on peut tou- 
jours faire passer un plan par ces trois points, puisqu'en tour- 
nant autour de la droite qui joint deux de ces points, on 
pourra faire passer le plan par le 3° point : et il est évident que 
la position absolue du plan sera alors déterminée, c.-à-d. fixée 
de manière qu'un autre plan ne pourrait contenir ces trois 
points sans coincider avec le premier. 

155. Lorsqu'on veut ajouter deux lignes droites ou deux 
longueurs BC, CA (fig. 1), on porte l'une CA sur le prolonge- 
ment de l'autre BC, et la somme est ВА == BC CA. Si les 
parties BC, CA sont égales, BA est double de CA : on peut de 
méme tripler CÀ, etc. 

Pour soustraire CA de BA, on trouve ВС==ВА —CA ; ainsi on 
sait retrancher une longueur d'un autre. En général l'addition 
ou la soustraction de tant de droites qu'on voudra, la multi- 
plication, la division des longueurs sont des opérations faciles 
à concevoir, 

156. Deux droites CB, CA (fig. 4) n'ayant qu'un seul point 
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C commun, ne peuvent enclore un espace ; l'étendue indéfiinie 
comprise entre ces droites prolongées sans limites, est ce qu'on 
appelle un Ахоге. Le point C de section des deux lignes esit le 
sommet de l'angle. 

On désigne un angle par la lettre placée au sommet ; et lors- 
que ce point estcominun à plusieurs angles, comme fig. 10, 12»..., 
on distingue ces angles en énonçant les trois lettres écrites sur 
les côtés, celle du sommet entre celles des côtés. L’anglle С 
(fig. 4) est aussi désigné par BCA ou ACB. 

157. Deux angles ACB, acb (fig. 4) sont égaux, quandl en 
les posant l'un sur l'autre, ils peuvent coïncider : appliquions 
le côté cb sur CB, les sommets c,C, se confondant, le côté ca 
se couchera sur CA. 

Les côtés d'un angle devant toujours être considérés counme 
indéfiniment prolongés, on voit que Za grandeur d'un amgle 
ne dépend pas de la longueur de ses côtés, longueur qui est 
censée illimitée, mais de l'écartement des deux lignes. Qu'on 
fasse tourner le côté BC autour du sommet C(fig. 5) pour lui 
faire prendre Ja position DC, langle BCA devenu DCA, aura 
augmenté de l'angle DCB; DCA est la somme des deux autres, 
ВСА la différence entre DCA et BCD ; DCA = BCA--BCD, ВСА — 
DCA — ВСР. Si BCD == ВСА, DCA est le double de ВСА = on 
comprend ce qu'on doit entendre par le triple d'un angle, sa 
moitié, son tiers , etc. 

158. Lorsqu'une droite BC (fig. 6 et 7 ) tombe sur une autre 
droite AE, elle fait deux angles BCE, BCA qu'on appelle de 
suite ou adjacents. S'il arrive (fig 7) que ces angles soient égaux, 
c.-à-d, qu'en pliant la fig. selon CB, la droite CE s'applique 
sur CA, les deux angles sont appelés droits, et on dit que lla li- 
gne CB est perpendiculaire sur AE. 

159. Tous les angles droits sont égaux. Supposons BC (fig.8) 
perpendiculaire sur AE, et bc sur ae, c.-à-d. les amgles 
ВСА = ВСЕ, bca = bce. Transportant l'une des fig. sur l'autre, 
appliquons le point c sur C, et la droite ae sur AE; бс devira se 
coucher sur BC. Car si on suppose que bc prenne la position CF, 
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on aurait ВСА = ВСЕ, ЕСА == FCE (Ауро.), ce qui ne peut être; 
car ВСА étant < FCA, BCE devrait aussi être < ЕСЕ. 

160. Deux angiles de suite BCE, ВСА (бу. 6)ontpour somme 
deux angles droits : c’est ce que met en évidence la perpendi- 
culaive DC élevée en C sur AE. 

iéciproquement , si la somme de deux angles donnés vaut 
deux droits, et qu'on accole ces angles comme BCE, ВСА (fig.9), 
pour les ajouter (n° 157), les deux côtés extrêmes AC, CE seront 
en ligne droite. Car si cela n'était pas, que, parex. CH (au lieu 
de CA) füt le prolongement de CE, on aurait BCE + BCA — 2 
droits (hypo.) BCE + BCH — 2 dr. (n° 160); dont en égalant les 
premiers membres , BCA — BCH, ce qui est absurde. 

L'angle BCE (fij. 6) qui est plus petit que l'anole droit DCE 
est dit aigu; l'angle BCA qui est plus grand que l'angle droit 
DCA est dit obtus. Deux angles adjacens BCE, ВСА, ou dont la 
somme vaut deux droits, sont appelés supplémentaires : deux 
angles sont dits complémentaires quand leur somme vaut un 
droit, comme BCE et DCB (fig. 6). 

ll est visible que tant de lignes qu'on voudra CB, CF, CD, 
dans le méme plan (fig. 10) qui tombent en un point C de la 
droite AE, font des angles BCE, BCF, FCD, DCA, dont Za somme 
vaut deux droits : c'est ce que montre la perpendiculaire CH. 

161. Lorsque deux droites BD, AE (fig. 11) se coupent, les 
angles BCE, ACD opposés'au sommet sont égaux : car 
ВСЕ + BCA == 2 dr. (n° 160), ACD- BCA = 2 dr. Donc 
BCE — ACD. 

En prolongeant eu D (lig. 7) la perpendiculaire BC à AE, 
comme langle droit BCE — ACD, on voit que l'angle 
АСВ==АСр; AE est donc réciproquement perpendiculaire sur 
BD, et les quatre angles de la fig. sont droits et égaux. 

Tant de lignes qu'on voudra AC, BC, DC.... (fig. 12) daus 
un méme plan, qui concourenten un point C, forment des an- 
gles АСВ, BCD, DCE, etc., dont la somme vaut quatre droits; 
car les deux perpendiculaires MN , PQ, menées par C, forment 


quatre angles droits qui embrassent toutes les surfaces angu- 
laires du plan. 
I 


15.. 
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162. Deux lignes droites ne suffisant pas pour enclore un es- 
pace (n° 156), il faut au moins une 3* ligne pour limiter 
l'étendue. La fig. ainsi formée, telle que ABC(fig. 16) est ap- 
pelée un Triangle : ele a trois cótés AB, AC,BC, et trois an- 
gles A,B,C. Si les trois cótés sont égaux (fig. 14), le triangle 
est équilatéral ; il est isoscele (fig. 15) quand deux côtés seu- 
lement sont égaux, AC — ВС; enfin il est scalène lorsque les 
trois côtés sont inégaux ABC (fig. 13). Quand il a un angle 
droit A (fig. 16), Je triangle est rectangle ; on donne le nom 
d’hypoténuse au côté BC qui est opposé à cet angle droit A. 

Le sommet C (fig. 13) de l'un quelconque des angles est 
le sommet du triangle, la base AB est le côté opposé; la hau- 
teur est la perpendiculaire CD abaissée du sommet C sur la 
base AB. 

163. Deux triangles ABC, abc (fig. 24) sont égaux lorsque 
deuz de leurs cótés sont respectivement égaux chacun à chacun, 
comprenant un angle égal, AB— ab, AC — ac, A= a. En effet, 
tranSportons le triangle abc sur ABC, en faisant tomber le 
côté ab sur son égal AB, savoir, a sur А, b sur B; comme 
l'angle a = А (hypo.), le côté ac prendra la direction AC: mais 
les longueurs ac AC sont égales (hypo.) donc c tombera sur С, 
et par suite бе se confondra avec BC; les surfaces abc, ABC 
coincideront en toutes leurs parties, d’où B=b, С=с, BC-bc. 

164. Lorsqu'un triangle ABC (fig. 15) est isoscéle, les angles 
А et B opposés aux côtés égaux AC, BC sont égaux, A = B. 
En effet, tirons la droite CD qui coupe en deux parties égales 
l'angle C du sommet, savoir, angle ACD == BCD; en pliant la 
fig. selon CD, le côté CA prendra la direction CB ; les côtés CA, 
CB, étant égaux (kypo.) coincideront ; A tombera sur B, AD sur 
DB; ainsi A =B. 

Dont 1°, les trois angles A; B, C (fig. 14) d'un triangle équi- 
latéral sont égaux. 

2*. L'angle ADC — BDC (fig. 15), c.-à-d. que ces augles sont 
droits (n° 158), et AD—BD, ainsi la droite CD qui divise 
par moitiés l'augle C du sommet d'un triangle isoscèle, est 
perpendiculaire à la base AB et passe par sou milieu D. 
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165. Réciproquement, dans un triangle ABC(fig. 17), si lan- 
gle Az АВС, les côtés opposés АС, BC, sont égaux ( le (іё 
ple est isoscèle). Car si l'on n'a pas AC— BC, prenonssurle plus 
grand de ces cótés une longueur AD égale à l'autre cóté RC, et 
tirons BD. Les deux triangles ABD, ABC ont le cóté cominun 
AB, le côté AD — BC (consir.) et l'angle А — ABC (Aypo.); 
donc ces deux triangles devraient étre égaux (n? 163) , ce qui 
est évidemment albsurde. 

Donc un trianglle qui a ses trois angles égaux est équilatéral. 

166. Deux triangles ABC, abc (fig. 18) sont égaux lorsque 
leurs trois côtés sont égaux chacun à chacun, 4 B—ab, AC=ac, 
BC= bc. En effet, transportons l'un des triangles sur l'autre, 
en faisant coincider des cótés égaux AB,ab, et des sommets 
A,aetB,b, semblablement placés ; il s'agit de prouver que les 
surfaces se confondront ensemble. En effet, si cela n'a pas lieu, 
il ne pourra arriver que trois cas. 

1*. Si les triangles tombent comme ACB, ACD (fig. 19), les 
sommets Cet D étant au dehors des surfaces respectives ; comme 
le côté AC — AD (Aypo.), le triangle ACD est isoscèle, et l'an- 
gle ACD — ADC (n? 164) ; d'ailleurs l'angle ВОО «^ ACD ou ADC. 
D'un autre côté, BD = BC (kypo.), d’où l'angle BCD —BDC; 
ainsi l'angle ADC < BDC ou BCD. Ces deux conséquences con- 
tradictoires prouvent que ce cas est impossible. 

2°. Si Vun des triangles ABD (fig. 20) est renfermé dans l'au- 
tre ACB, tirez DC et prolongez AC et AD vers E et F. Le côté 
AD= AC (kypo.); donc l'angle ACD = ADC (n? 1645, et aussi 
les suppléments sont égaux , ECD — FDC (n° 160). Or 
ECD > BCD, d’où FDC >> BCD. D'ailleurs BD = BC (hypo. ), 
d’où l'angle BCD = BDC; et comme FDC < BDC, оп a 
FDC <“ BCD : conclusions encore contradictoires. 

3°. Enfin, le sommet D (fig. 21) de l'un des triangles ABD, 
ne peuttomber sur le cóté BC de l'autre ABC, puisqu'on aurait 
BD — BC, ce‘qui est impossible. 

167. Prolongeons l'un des côtés AC (fig.22) du triangle ABC, 
l'angle extérieur BCD est toujours plus grand que chacun des 
angles intérieurs opposés B et A. Car, par le milieu I de BC, et 
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le sommet À, tirons une droite indéfinie AIF, prenons IFz—AI 
et tirons FC. Les triangles IFC, AIB sont égaux, à cause de AT 
IF (consir.) , Ві = 1C Дуро.) et les angles 1 opposés au som- 
met; donc l'angle В==1СЕ < ICD. 

En prolongeant le cóté BC vers G, on prouve de méme quc 
l'angle ACG >> ВАС; et comme l'angle BCD est opposé au 
sommet de ACG, on a BCD >> BAC. 

П en résulte que 1? Ja somme de deux angles quelconques 
d'un triangle est plus petite que deux droits : car BAC < BCD; 
ajoutant des deux côtés ВСА, on a BAC- ВСА < BCD + ВСА 
ou 2 droits. ) 

2°. Un triangle а au moins deux angles aigus; le 3° angle 
peut être aigu, droit ou obtus, 

3°. Par un point A (fig. 23) pris sur le côté d'un angle aigu 
АСО la perpendiculaire AD menée sur l'autre côté CO, tombe 
dans la surface de cet angle ; car si cette perpendiculaire pou- 
vait tomber comme AD dans l'angle obtus ACE, le triangle ABC 
aurait un angle droit B, et un angle ACB obtus, dont la somme 
serait >> 2 droits. 

4°. La perpendiculaire menée du. point A pris sur le côté 
d'un angle obtus ACE tombe au dehors de cet angle, c.-à-d. 
sur le cóté CE prolongé. 

5°. La perpendiculaire CD (fig. 13) menée du sommet C d'un 
triangle tombe au dedans de la surface quand les angles inté- 
rieurs à la base sont tous deux aigus : elle tombe au dehors, 
quand l'un de ces angles est obtus. — ' 

6°. D'un point donné, on ne peut mener qu'une seule per- 
pendiculaire à une droite ED (fig. 23); car cela est évident si 
le point est en D sur la ligne ED; et s'il est au dehors, en А, 
en sorte qu'on ait deux perpendiculaires AC et AD sur EO, les 
angles en D et C sont droits, ce qui est démontré impossible. 

168. Deux triangles sont égaux, quand deux de leurs an- 
gles sont respectivement égaux chacun à chacun; e: qu'ils ont 
en outre un côté égal placé de la méme manière par rapport à 
ces deux angles. 

1 Cas. Si les angles sont adjacents au côté, soit AB = ab 
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(lig. 18), Ae a, В = 2. En portant le triangle абс sur ABC, et 
faisant coiucider les côtés égaux ab, AB, comme l'angle A—a, 
le côté ac prendra la direction AC. De même puisque l'angle B 
— b, le côté ёс prendra la direction BC: ainsi le point c tom- 
bera sur C, les surfaces abc, ABC, coincideront, d’où BC— bc, 
AC— ac) Сес 

2° Cas. Si le côté est opposé à l'un des angles, soit AB = ab 
(fig. 24), l'angle А == a, et Cc : supposons que AC soit > ас; 
prenons АН = ac, et tirons BH. Le triangle АВН = abc, à 
cause de AB — ab (Rypo.) , AH —ac (constr.) , et l'angle A = a 
(Aypo.) : donc l'angle ANB=c; or c— С (Луро.), donc 
AHB-C, ce qui est impossible, puisque l'angle AHB est exté- 
rieur au triangle BHC ( n° 167). Donc AC — ac, et les trian- 
gles ABC, abc sont égaux (n? 163). P 

Donc deux triangles rectangles sont égaux, quand, outre les 
hypoténuses égales , ils ont encore un angle aigu égal. 
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169. Dans tout triangle B AC (fig. 27), de deux côtés, le plus 
grand est opposé au plus grand angle. Si BC 7» AC, prouvons 
que l'angle САВУ В. Prenons sur CB la partie CD = AC, et 
tirons AD: l'angle ADC, extérieur au triangle АЮВ, est > B 
(n? 167); mais dans le triangle isoscèle ACD, l'angle ADG—CAD; 
donc l'angle CAD > В, et à fortiori CAB >B. 

Donc les trois angles A, B, C (fig. 13) d'un triangle scalène 
sont inégaux. 

Réciproqueuient (fig. 27), soit l'angle CAD > B, il faut que 
BC soit DAC : car ces deux côtés ne peuvent être égaux , puisque 
alors l'augle CAB serait = В (n° 164); on ne peut non plus avoir 
BC < AC, car l'angle CAB serait < B, contre l'hypothèse. 

170. La longueur d'une droite qui joint deux points en est 
la plus courte distance. 

1°. Un côté AB (fig. 28) de triangle ABC, est toujours plus 
petit que la somme des deux autres, AC -+ BC. Prolongeons 
AC, prenons CD=CRB, et mcnons BD. Le triangle CBD est iso- 
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scele, ainsi l'angle D==CBD (т 164) et l'angle ABD > CBD est 
aussi > D; donc {n° 169) le côté AB < AD ou AC + CB. 

2°. Coinparons la droite AB (fig. 25) au contour AICHB formé 
de ligne: droites brisées : menens du point A les droites AC, AH 
à tous les sommets; nous avons AC < AI 4- IC (1?.) ; de même 
AH < AC + CH; d’où l'on tire à fortiori AH  AT--IC4-CH ; 
enfin АВ< AH 4- HB, d’où AB < АГС -- CH -- HB. 

3. Enfin s'il s'agit du contour courbe AICHB, on tivera des 
droites qui joignent les points deux à denx, et la somme de 
ces lignes sera 7» AB : mais puisque le contour formé de lignes 
brisées peut approcher autant qu'on veut de la courbe, en ren- 
dant les cótés plus courts et plus nombreux, en méme temps 
qu'on allonge de plus en plus le contour, il est clair que 1а 
droite*AD est plus courte que le chemin courbe. 

171. Si d'un point D (fig. 26) intérieur au triangle BAC, 
on mene des droites DA, РВ, aux extrémités de la base АВ, 
le chemin extérieur 4C-- CB est plus long que l'intérieur 
AD + DB, et l'angle € est < ADB. Prolongeons AD en Е, 
nous avons AF < AC 4- CF (n? 170, 1°); ajoutant FB des deux 
parts, comme CF + ЕВ — CB, on a AF + FB< AC + CB. De 
méme DB<DF+FB ; ajoutant AD, ona AD+DB<AF+FB: 
donc à fortiori AD4-DB < AC 4- CB. 

D'un autre côté, l'angle ADB, extérieur au triangle DFB, 
est > РЕВ (n? 167) : de méme l'angle DFB, extérieur au trian- 
gle AFC, est > C. Donc ADB > С. 

772. Un contour ACDB (fig. 2) est convexe ou concave, lors- 
que toute droite IK ne peut le couper en plus de deux points: 
la concavité est tournée du cóté de cette droite IK; la con- 
vexité regarde l'espace extérieur. 

De deux chemins convexes ACDB, AEFGD, qui mènent 
de А à B, celui qui entoure l'autre est le plus long. Car en pro- 
longeant EF, ona visiblement ICDK 5 IK , d’où ACDB> AIKB: 
de méme, AI-LEI > AE, d’où AIKB > AEKB; et ainsi de 
suite; on arrive enfin à ACDB > AEFGB. 

La méme chose a lieu pour deux contours curvilignes AEMB 
> ACB (fig. 3) : car en menant une droite EF qui touche ACB 
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en un point C, on a EF«CEMT (n° 170); d’où AECFB« AEMFB. 
D'autres tangentes ık, іт, donneront AikIm B <AMB; et ainsi 
de suite, en diminuant de plus en plus le contour, à mesure 
que les cótés rectilignes deviennent plus courts, et approchent 
davantage de la courbe ACB : donc enfin AMB > ACB. 

173. Lorsque deux iriangles ABC, abc (fig.29) ont deux 
côtés respectivement égaux, AB=ab, 44 C—ac , et que les an- 
gles compris enire ces lignes sont inégaux ВАС >> bac, le 
3* côté est le plus grand dans le triangle qui a l'angle opposé 
le plus grand, BC 7» bc. En effet, faisons l'angle CAD = бас, 
prenons AD — AB — ab, et menons CD; le triangle CAD — cab, 
car AC—ac (hypo), AD== ab et angle CAD= a (constr.). Ainsi 
5c — CD qu'il faut prouver < BC. Tirons АІ qui coupe par 
moitiés l'angle BAD; Al tombe dans l'angle BAC CAD; par le 
point I de section avec BC, tirons ID. Le triangle AID — AIB, 
саг AB = AD (constr.), le côté AI est commun, et les angles 
en À sont égaux (consir.); donc ID— 1D ; enfin, CD CI +10 
ou BC. 

174. Réciproquement , si deux triangles ABC, abc (fig. 29) 
ont deux cótés respectivement égaux AB-ab, AC= ac, et si 
les 3° côtés sontinégaux BC bc, l'angle a opposé au moindre 
côté bc est BAC. Car si cela n'est pas, l'angle a est == ou 
> ВАС: or si a = BAC, on doit avoir BC—Pc; et si a > ВАС, 
il faut que BC soit < bc, conséquences contraires à Ja suppo- 
sition. Donc a << BAC, 

195. Mesurer une droite А (fig. 30), c'est chercher (n° 36) 
combien sa longueur A en contient de fois une autre B connue 
et prise pour uzité. Le plus souvent l'unité B n'est pas contenue 
un nombre exact de fois dans А, et en portant B plusieurs fois 
le long de A, on trouve un reste R «ZB : la mesure de 1а dis- 
tance А est alors le Rapport de A à B, qu'on trouve ainsi qu'il 
suit. On porte le reste R sur B pour trouver combien de fois B 
contient R ; et s'il y a un autre reste R^, on le porte sur R; puis 
le nouveau reste R” est porté sur R^; et ainsi de suite, jusqu'à 
ce qu'on arrive à un reste r qui soit exactement contenu dans 
le veste précédent, Ce reste r est visiblement la commune me- 
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sure de À et de B, c'est-à-dire est contenu un nombre exact лт 

de fois dans A, et n de fois dans B, d'où A — mr, B—nr. Le 
А тг mE 

rapport ro etonai— тв. Lorsque, par exemple, 

A est les? de B, cela signifie qu'en coupant B en 7 parties égales, 

A contient juste 5 de ces parties; la mesure de la distance est 

A — 5 de l'unité B. 

L'analogie de cette opération avec celle du commun diviseur 
de deux nombres ( p. 3o ) est facile à saisir, puisque porter B 
sur À autant de fois qu'on peut, c'est chercher le quotient de 
la divisiomde А par B, etc. 

Mais s'il y a toujours un reste à chaque division, l'opération 
n'a plus de bornes, et le rapport de А à B est incommensura- 
ble , et impossible à exprimer par le rapport de deux nombres 
entiers, parcequ'il ny a aucune longueur, si petite qu'elle soit, 
qui puisse être exactement contenue à la fois dans А et B. On 
se contente ordinairement d'une approximation; en négligeant 
celui des restes successifs qu'on juge assez petit pour ne pas 
intéresser le résultat ( n? 63). 

En général, on peut toujours représenter des lignes par des 
nombres abstraits, en composer des formules, et les soumettre 
aux règles ordinaires des calculs numériques. Dans ces expres- 
sions, on entend par la ligne A, le nombre entier ou fraction- 
паїге qui est le rapport decette longueur A à celle de l'unité B. 
Réciproquement, les valeurs numériques peuvent être repré- 
sentées par des lignes. 


Du Cercle, de la Mesure des Arcs et des Angles. 


176. La ligne circulaire est celle dont tous les points ABDEF 
(fig. 31) sont dans un plan (n° 154) , et à égale distance d'un 
point intérieur C qu'on appelle centre. Le contour de celte 
courbe est une circonférence ; la surface qui y est renfermée 
est un cercle; les droites égales CA, CB,... qui partent du 
centre et se terminent à la courbe sont des rayons ; un diamètre 
AE est une droite qui passe par le centre et a ses deux extré- 
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mités à la circonférence ; c'est un double rayon. Tous les dia- 
mètres d'un cercle sout égaux. 

Une partie AGB de la circonférence est un arc ; la droite 
AHB qui joint les bouts de l'arc est sa corde ; la surface ACBG 
comprise entre deux rayonset l'arc est un secteur ; celle AGBH 
qui est enfermée par l'arc et sa corde est un segment. 

De là on conclut que 1?. un diamètre est la plus grande des 
cordes, car BC + CA >> ВА (n° 170, 1°.); or BC—CE, donc 
CE + CA, ou EA > BA. 

2°. Tout diamètre AE coupe le cercle en deux parties éga- 
les; en effet, en pliant la fig. suivant AE, les deux demi-cercles 
ABE, AFE doivent coincider, car sans cela tous les points 
de la courbe ne seraient pas à égale distance du centre C. 

3°. Par la méme raison, deux cercles dont les rayons sont 
égaux , peuvent étre appliqués l'un sur l'autre en coincidence, 
en superposant les centres : deux arcs de ces cercles doivent 
aussi se coucher l'un sur l'autre. 

4°. Deux diamètres perpendiculaires EA, NF coupent la 
circonférence en quatre arcs égaux, qu'on appelle quadrans. 

177. Quand deux angles С, c (fig. 32) sont égaux, les arcs 
AB , ab, décrits de leurs sommets pour centre, avec le méme 
rayon, sont égaux. C'est ce qu'on reconnaît en appliquant les 
deux fig. l'une sur l'autre, et cb sur CB; car le rayon ca couvre 
СА, et l'arc ca se couche sur СА; il y a coincidence entière. 

Réciproquement, si deux angles C, c, comprennent des 
arcs égaux, ces angles sont égaux. Cela se voit de méme. 

1°. Les arcs égaux ont des cordes égales , quand les rayons 
sont égaux; car soit l'arc АНІ, — DIF (fig. 33); menons les 
rayons CD, CA, CL, CF; les triangles ACL, DCF sont égaux, 
comme ayant deux cótés égaux, comprenant un angle égal ; 
donc corde AL—DF. 

2°. Réciproquement, Zes cordes égales soutendent des arcs 
égaux ; en effet si la corde AL—DF, en tirant les rayons, les 
triangles CAL, CDF sont égaux, comme ayant les trois côtés 


vespectivement égaux ( n? 166); ainsi l'angle ACL — DCF, et 
l'arc DIF — AHL. 
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3°. Construire un angle c (fig. 32) qui soit égal à un angle 
donné C? Tirez une ligne indéfinie có, puis avec un rayon quel- 
conque , et des sommets C, c pour centres , tracez les ares AB, 
ab, celui-ci indéfini. Portez de b en a, swr larc ab, la longueur 
de la corde АВ; comme les cordes AB et ub sont égales, les arcs 
sont égaux ; donc en tirant ca, les angles C et c sont égaux. Si 
l'on superpose les deux figures, elles seront en coincidence 
l'une sur l'autre. " 


178. Ajouter deux angles donnés. Faites d'abord l'angle BCA 
(fig. 34) égal à l'un des angles proposés, puis RCD égalà l’autre, 
en y plaçant des arcs np, nm respectivement égaux à ceux qu'on 
tracera du sommet des angles donnés ‘alors DCA—BCA 4- BCD ; 
et si ces derniers angles sont égaux, vous aurez le double de 
l'un d'eus : оп en aurait de méme le triple, etc. 

La soustraction est aussi facile à faire; car angle. .......... 
ВСА —DCA—BCD. Enfin les opérations qu'on veut exécuter sur 
les angles se font sur les arcs décrits de leurs sommets pour cen- 
tres avec le méme rayon. 


179. Mesurer un arc AGD (fig. 31), c'est chercher son rap- 
port à un autre ABN, de méme rayon , et pris pour unité connue 
(n° 36, 71). Si ces arcs étaient rectifiés, c'est-à-dire étendus 
en ligne droite, on les traiterait comme il a été dit n° 175 : 
mais la rectification n'est nullement nécessaire ici. On porte 
sur l'arc AD, autant de fois qu'on peut, une ouverture de com- 
pas égale à la corde de l'unité d’arc AN , et on obtient ainsi le 
nombre de fois que cette unité est.contenue dans l'arc АР. S'il 
y a un reste R, on porte de même la corde de cet avc R sur 
l'arc AN pris pour unité, et ainsi de suite , pour trouver la com- 
mune mesure des arcs, si elle existe; enfin tout se passe comme 
pour les droites, méme dans le cas où les arcs seraient incom- 
mensurables. Cette construction résulte de ce que les arcs égaux 
répondent à des cordes égales. 

Ou peut, comme on voit, ajouter, soustraire , multipher, 
diviser des arcs, enfin les représenter par des nombres, et en 
composer des formules. 
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Quant à l'unité d'arc, elle est arbitraire; on préfère ordi- 
nairement le quadrans AN, ou quart de la circonférence. 

Comme on prend le quadrans pour unité d'arcs, on prend 
pour unité d'angles l'angle droit que dans la suite nous désigne- 
rons par D. 

180. De deux ares moindres que la demi-circonférence , le 
plus grand a une corde plus grande. Car si l'arc AHL > DIB 
(fig. 33), prenant lare DIF=AHL, et menant la corde DF, 
cette corde DF—AL (m? 177, 1°.) : or les deux triangles DCB, 
DCF ont deux cótés égaux qui sont des rayons, comprenant 
l'angle DCF œ> DCB; donc le 3° côté DF > DB (n° 173). 

Réciproquement, ѓа corde la plus grande soutend le plus 
grand arc ; car si la corde AL > DB, les triangles ACL, DCB 
ont deux côtés égaux, et le 3° AL >> DB, dont l'angle АСТ, 
> DCB, et l'are АНІ, > DIB. 

181. Le rapport de deux angles BCA, DON (fig. 35) est le 
méme que celui des arcs ba, dn compris entre leurs cótés , et 
décrits de leurs sommets comme centres , avec le méme rayon. 

1°. Si les arcs ба, dn sont commensurables, leur commune 
mesure dx sera contenue m fois dans ba, p fois dans dn, de sorte 


ba 


m , e 
que 4. == T Par chaque point de division х, y... , inenons 


aux sommets O, C, des lignes Oz, Oy...; lesangles proposes 
seront de méme coupés en m et p angles égaux zOd, yOz...; 


BCA m 
60, à 5 x 
donc on a DON ^ р Ces deux relations donnent (*). 
BCA ba 
"BON — dn' s... (4). 


2°, Si les arcs sont incommensurables, divisons l'un d'eux nd 
en un nombre quelconque р de parties égales dx, xy..., et por- 
tons-les sur l'autre arc ba; soit ¿le point de division le plus 


(*) On ne doit pas oublier que l'égalité de deux rapports constitue une pro- 
portion (n? 71). En Géométrie, l'usage a prévalu de lire ainsi ces sortes d'cx- 
pressions, ВСА est à DON comme ba est à ап, et de préférer cette locutiorr 
à léquivalente, BCA divisé par DON es? égale à ba divisé par dn. On doit 
en dire autant dans toute la Géométrie élémentaire. 
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voisin de a; menons CT. Cela posé, les arcs dn, bi étant com- 
TCB е, ы 4 % 

mensurables , on a DON = A l'angle ICB = BCA-- ICA, 


Parc bi ba + ia; donc 


ВСА , ICA ba , ia 
DON + DON ^ dn + ат 
Or, ICA et ia varient avec le nombre p des divisions de 
l'arc nd, et peuvent être rendus aussi petits qu'on voudra , tan- 
dis que les autres quantités restent constantes; la 2* et la4* frac- 
tion sont donc indéfiniment décroissantes, et l'on a, en passant 
BCA да 
113 ) ; WT A cT 
DON ^ dn 
182. Pour trouver le rapport de deux angles, il n'est pas né- 
cessaire de faire sur eux l'opération analogue à celle qui a été 
indiquée sur les lignes (n? 155), et qui serait ici fort embarras- 
sante. On substitue au rapport cherché celui des arcs, qui est le 
méme. Concluons de là que, 1°. le rapport des surfaces des 
secteurs est le méme que celui des arcs. 
2°. Si l'on prend pour unité d'arc dn (fig. 35), l'arc qui est 
compris entre les cótés de l'unité d'angle DON, dn et DON 
étant chacun l'unité de leur espèce , notre proportion (4) donne 
ВСА — ba. Ainsi (n° 36et 71), tout angle a pour mesure l'arc 
compris entre ses côtés et décrit de son sommet comme centre (*), 


aux limites (n? 


(*) Ceci suppose une condition tacite, car l'angle BAC ne peut être égal à 
Parc ba; mais dans l'équation BCA — ba, ce n'est plus un angle et un arc 
qui entrent, ce sont deux nombres abstraits qui indiquent combien de fois 
l'angle et l'arc contiennent l'unité de leur espèce DON et dn : de sorte que 


BCA — ba signifie en effet la méme chose que PON =", C'est ce qui 


a également lieu dans toute formule; les lettres qui y entrent ne sont que 
des nombres abstraits qui représentent les rapports des choses mesurées à 
leur unité. 

C'est aussi improprement qu'on dit qu'un arc est la mesure d'un angle, 
puisqu'on ne peut établir de rapports entre deux choses hétérogénes : on doit 
entendre par là que les anglescroissant dans le mémerapport que les arcs, le 
nombre qui exprime la mesure de l'angle (по 36), exprime aussi celle de l'arc 
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On prend ordinairement pour unités d'augle et d'arc l'angle 
droit et le quart de circonférence qu'on nomme Quadrans. 
3°, Si du sommet € (fig. 36) desangles DCA, BCA on décrit 
à Tr 
deux arcs abd , a‘b'd’, le rapport DCA est = - ou. 
La grandeur du rayon Cb ou Cù’ est indifférente dans la 
mesure des angles; donc A = BE , les arcs ab et a'b’ sont 
ab ad 
entreeux comme leurs circonf. entières. On dit que ces arcssont 
Semblables. 

183. Les angles tracés sur le papier se mesurent à l’aide du 
Rapporteur; c’est un demi-cercle divisé en une quantité quel- 
conque de parties égales, propres à donner le rapport des ares 
au quadrans ; ce nombre exprime la mesure des angles, ou 
leur rapport à l'angle droit. Un semblable demi-cercle, porté 
sur un pied et pourvu d'alidades mobiles autour du centre, 
pour pouvoir étre dirigées aux objets éloignés , se nomme Gra- 
phomètre , et sert de méme à mesurer les angles dans l'espace. 
Àu reste, on a construit, dans ce but, desinstrumens de formes 
trés variées, et dont nous ne donnerons pas la description, pour 
ne pas nous écarter de notre sujet. (77. ma Géodésie.) 

On a coutume de diviser le quadrans en 9o parties ou degrés , 
chaque degré en бо minutes , et la minute en бо secondes; un 
angle, ou arc de18 degrés 54 minutes 55 secondes, s'écritainsi: 
18° 54' 55". Goinme les tables et les instrumens ont été con- 
struits sur ce mode de division, nous le préférerons à celui qui 
est plus moderne et plus simple pour les calculs, qui consiste à 
partager le quart de cercle en 100 Grades, le grade en 100 mi- 
nutes, la minute en roo secondes. Dans ce système, 18° 54' 55" 
revient à 186,5455 ou 0,185455 quadrans. 


Des Perpendiculaires, des Obliques et des Paralléles. 


184. Par un point À (fig. 23), menez la perpendiculaire AD 
sur EF, et les.obliques AC, AF, AB. 1°. La perpendiculaire AD 
est plus courte que toute oblique AC ; 2°. les obliques AC, AF 
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qui s'écartent également du pied D de la perpendiculaire soni 

égales, et font des angles intérieurs aigus et égaux ; 3°. de 

deux obliques AC, AB, celle qui s'écarte le plus de ce pied D 
‚ est la plus longue, et fait, du méme côté AD , un angle aigu 
' plus petit, ABD < ACD. 

1°. Puisque le triangle ACD est rectangle en D , cet angle D 
est > ACD (n° 167, 1°.), d’où AD < AC (n? 169); la plus 
courte distance d'un point А à une droite EO est sa perpendi- 
culaire AD : tous les angles ACD, ABD sont aigus. 

2°. Si CD == ЮЕ, les triangles ACD, AFD, qui, outre le côté 
commun AD, et les angles droits D, ont le côté CD=DF, sont 
égaux; d’où AC= AF, angle ACD = AFD. 

3°. Lorsque BD 7» CD, l'angle ACB est obtus (n° 167, 4°.), 
donc cet angle АСВ > ABC (n° 167, 2°), et par suite AB AC. 
L'angle ABE, extérieur au triangle ABC est > АСВ, et prenant 
les supplémens, ABC « ACD. Ainsi à mesure que les obliques 
s'écartent de la perpendiculaire AD, elles deviennent plus lon- 
gues, et font avec EF des angles aigus du cóté de AD, de plus 
en plus petits. \ 

Donc étant donné un point А sur une droite AD perpendicu- 
laire à EO, de ce point, on ne peut mener plus de deux obli- 
ques égales entre elles. 

185. Réciproquement la ligne AD est perpendiculaire sur 
ЕЕ, lorsqu'elle est la plus courte distance de А à EF. Car si une 
autre ligne AC était la perpendiculaire, elle serait «CAD, contre 
l'hypothese. 

De même, si AC=AF, il s'ensuit que CD == РЕ; puisque si 
CD était > ou < DF, AC serait aussi >> ou < AF. 

Enfin si АВ > AC, on doit avoir BD > CD, puisqu'en sup- 
pósant BD— ou < CD, il faudrait qu'on eût BA ou < CA, 
contre l’hypothèse. 

186. Concluons de là que si AD (fig. 37) est perpendiculaire 
au milieu D de CF, tout point G, A, de AD est autant éloigné 
de C que de F, АС = AF, GC = GE : car ces droites sont des 
obliques qui s'écartent également du pied D. 

187. Tout point I situé hors de la perpendiculaire AD au 
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milieu de CF, est plus voisin de celle des deux extrémités F 
qui est du méme côté que ce point 1; car menant IC, IF et FG, 
l'angle GCF = СЕС; donc l'angle IFC > ICF, et le côté 
IC IF (n? 169). 

Puisque la propriété du n? 186 d'avoir ses points également 
distans des points C et F n'appartient qu'à la perpendiculaire 
sur le milieu de CF, elle la caractérise; c'est-à-dire que lorsque 
deux points À et H (fig. 38) d'une droite AH sont chacun au- 
tant éloignés de C que de Е, cette droite AH est perpendicu- 
laire sur le milieu de CF. 

Pour mener une perpendiculaire AH au milieu d'une droite 
СЕ (fig. 38), des centres C et F, avec le même rayon quelcon- 
que, tracez deux arcs de cercle : si les rayons ont été pris plus 
grands que la moitié de CF, ces ares se couperont en un point 
A, qui sera sur la perpendiculaire demandée. Refaites 1а même 
construction au-dessous de CF avec le méme rayon; les ares 
se couperont en un point H de la perpendiculaire, qui sera AH. 
Ün peut aussi trouver cette ligne, en prenant d'autres rayons 
égaux, qui donnent des arcs se coupant en I, car I sera aussi 
l'un des points de la perpendiculaire. 

Cette construction donne aussi le milieu D d'une longueur 
CF. 

188. Par un point donné mener une perpendiculaire AH 
(fig. 39, 40) sur une droite indéfinie OB. 

1°. Si ce pointest en D sur la droite ( fig. 39), prenez DC—DF 
à volonté, et des centres C et F avec le méme rayon quelcon- 
que, tracez deux arcs qui se coupent en A, la droite AD sera 
la perpendiculaire sur DB. 

2°. Si le point donné est eu A (fig. До) hors de la droite 
DB, du centre А avec un rayon quelconquesuffisatnment grand, 
tracez un arc CF, coupant DB aux points Cet Е; de ces points 
comune centres et avec un méme rayon arbitraire, tracez deux 
arcs qui se coupent soit en H, soit en 1. La droite Al ou AH 
est la perpendiculaire demandée. 

La perpendiculaire AD ( 6g. 37 ) donne le point D qu'oa 


appelle la projection de A sur CF : chaque point de CA a de 
Те 16 
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méme sa projection, et la longueur CD est la projection de AC, 
de CG... sur la droite indéfinie CF, 

189. Étant donnés deux pointsG et B (fig. 41) etune droite AK 
indéfinie, trouver sur cette liguean point F, tel qu'en le joignant 
aux points donnés G et В, les dioites FG, FB fassent des angles 
égaux avec AK, savoir, angle GFA == ВЕК. Menez du point B 
la perpendiculaire BD sur AK, prenez CD == СВ, et tirez la droite 
DG; cette droite coupera AK aupoint F demandé : car les trian- 
gles FCD, FCB sont égaux, d’où l'angle ВЕС =CFD= AFG. 

Dans l'angle NAC (fig. 42) on donne les points B et G, et 
on demande de tirer les droite; BF, FL, LG qui fassent des 
angles égaux deux à deux avec les côtés de l'angle A , savoir 
ВЕС = LFA , et FLA == GLN. Reproduisez la construction 
précédente pour le point B et le cóté AC, c'est-à-dire prenez 
Ср zz BC sur la perpendiculaire BD à AC. Tout point F de AC 
donne deux droites FD, FB, également inclinées sur AC : ainsi 
la droite cherchée LF doit passer par le point D, qui remplace 
B dans la recherche proposée; en sorte qu'il ne s'agit plus que 
de savoir tirer du point D deux lignes DL, LG, également in- 
clinées sur AN : il faut donc encore reproduire la construction 
précédente pour le point D etla droite AN. Ainsi on tirera DH 
perpendiculaire sur NA prolongée, on prendra ID —IH ; par 
le point Н, on mènera HG qui donnera le point D, puis LD 
qui donnera le point F, enfin la droite FB : done BF, FL et LG 
rempliront les conditions voulues. 

La méme construction représentée fig. 43 donne le contour 
BFLMK, qui joint les points extrêmes B et K par une suite de 
lignes brisées également inclinées deux à deux sur les côtés 
successifs de la fig. MNAC. On pourra opérer de même pour 
quatre droites formant trois angles, etc. ... Ce tracé résout 
complétement le problème des Bricolles au jeu de billard. 

190. On dit que deux droites AB, CD (fig. 45) sont paral- 
lèles quand, situées dans un plan, elles ne se rencontrent pas, 
quelque loin qu’on les prolonge. La droite EF qui les coupe 
est appelée sécante ; les angles EHB, HID, d'un même côté de 
la sécante, l’un en dehors, l’autre en dedans des parallèles, 
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sont dits correspondans ; les angles alternes sont situés des 
deux côtés de la sécante; les znternes sont au dedans des pa- 
rallèles, les externes sont en dehors; les alternes- internes sont, 
tels que AHI, HID de part et d'autre de la sécante, et entre 
les parallèles ; les alternes-externes, tels que EHB, CIF, sont 
aussi des deux cótés de la sécante, mais en dehors des paral- 
lèles : dans ces deux derniers cas, les angles ont leurs ouver- 
tures tournées en sens contraires , et leurs sommets sont situés 
sur les deux parallèles. Les angles internes BHI, THD, et les 
externes EHB, FID sont d'un méme côté de Іа sécanie. 

Deux droites AB, CD (fig. 45) sont parallèles quand, étant 
dans un plan et coupées par une sécante EF, elles remplissent 
l'une des cing conditions suivantes : 

1°. Les angles correspondans égaux, EHB = НГ; 2° les 
angles alternes-internes égaux , AHI = HTD; 3° les angles 
alternes-externes égaux, EHB == CIF; 4° la somme des an- 
gles internes d'un méme côté , BHI -- HID == 2 droits ; 5° la 
somme des angles externes d'un méme côté, EHB --DIF—2 
droits. 

1* Cas. EHB = HID; car si les droites AB, CD, se rencon- 
traient en O (fig. 44), on aurait un triangle HOT, où l'angle 
extérieur EHB serait ^» HID (n° 167), contre l'hypothése. 

2* Cas. AHI = HI); si le triangle HOI était possible, on 
aurait l'angle extérieur АНІ >> HID, contre la supposition. 

3* Cas. EHB — CIF ; ces angles étant opposés au sommet 
avec les précédens, c'est comme si l'on donnait AHI—HID. 

4° Cas. BHI + HID = 2 droits; on sait (n° 167, 1?) que le 
triangle HOI est alors impossible. 

5° Cas. EHB + DIF — 2 droits, comme HID + DIF =2 
droits, ou en conclut EHB — HID, qui rentre dans le 
1“ cas. 

Deux droites AB, CD (fig. (5) perpendiculaires à une troi- 
sième LM sont parallèles, puisque la figure remplit les cinq 
conditions ci-dessus. Et en effet, si les droites AB, CD se ren- 
contraient en un point О (fig. 44), OH, OI, seraient deux per- 
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pendiculaires menées du point O sur EF, ce qui ne se peut 
(n? 167, 6°). 

191. Les réciproques de toutes ces propositions sont vraies. 
En effet, un angle BCA (fig. 46), quelque petit qu'il soit, est 
toujours plus grand qu'une bande BCÉF formée par deux per- 
pendiculaires BG, EF, menées à la droite CD. Car si l’on dé- 
crit du sommet C l’arc de cercle bd, avec un rayon quelcon- 
que, l'angle ВСА sera contenu un nombre fini л de fois dans 
l'angle droit BCD, puisqu'il sera contenu autant que l'arc ба 
l'est dans le quadrans bad. Portons n parties égales СЕ,ЕС,... 
le long de la droite indéfinie CD, jusqu'en un point M ; puis 
abaissons sur CD des perpendiculaires FE,HG, X NM, en 
tous les points de division. Nous aurons ainsi n bandes BCEF, 
FEGH, etc., toutes égales entre elles; car en pliant la figure 
selon la droite FE, il est évident que les bandes BE,FG se su- 
perposeront en coincidence parfaite. Ainsila surface de l'angle 
droit BCD est formée de л fois l'angle ВСА, tandis que n fois 
la bande CBEF est inoindre que cette surface, ou ........ 
n >< ВСА > n >< BCEF, ou ВСА > BCEF. 

Ainsi Ja droite CA suffisamment prolongée doit rencontrer 
EF quelque part et s'étendre au-delà, puisque la bande BCEF 
ne peut contenir l'angle ВСА, quelque petit qu'il soit. Z'oute 
droite C A qui fait avec CD un angle < un droit doit donc cou- 
per la perpendiculaire FE sur CD. 

Donc, 1? Lorsque deux droites 4B, CD (fig. 45) sont paral- 
lèles, la perpendiculaire LM menée à CD est aussi perpendi- 
culaire à AB; puisque sans cela AB devrait couper CD. 
Cela revient à dire que par un point L on ne peut mener 
qu'une seule parallèle à CD, savoir AB perpendiculaire 
à LM. 

2°. Toute sécante EF qui coupe deux parallèles АВ, CD, 
fait les angles correspondans égaux, ЕНВ = HID ; les angles 
alternes-internes égaux, AHI= HID ; les angles alternes- 
externes égaux, EHB = CIF. En effet, du milieu K de KT, 
soit abaissé LM perpendiculaire sur les deux parallèles (1°); 
les deux triangles KIM, LKH seront égaux, à cause des angles 
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droits L et M, des amges K opposés au sommet; et de KI—KH, 
(constr.); donc l'andle LAK == КІМ; et comme ces angles 
sont opposés au sommet avec EHB, CIF, ces quatre angles 
sont égaux. 

3, La somme dles angles internes, ou des externes, d'un 
méme côlé, vaut derx droits : car ABI + BHI = 2 droits, et 
AHI=HID (2°); donc BHI--HID —2 droits. De méme 
EHB = HID, HID + FID —2 droits, donc EHB + FID = 
2 droits. 

4°. Les angles que fait une sécante en coupant deux paral- 
leles, sont égaux quand ils sont de méme espèce , et supple- 
mentaires quand l'unest aigu et l'autre obtus. 

192. Il suit de là cue 1? pour mener, par un point donné C 
(fig. 47) une droite CD parallele à AB, on pourra employer 
l'une quelconque des six propriétés précédentes. Par exemple, 
d’un rayon quelconque CB et du centre C, on décrira un 
arc BI; puis du centre B l'arc CH : enfin, on prendra 
l'arc 87 = CH, et CI sera parallèle à 48. Car, en menant la 
sécante ВС, les angles 4BC, BCI seront égaux (n? 177, 3°). 

2°. Deux droites AC, BD (fig. 48) parallèles à une troi- 
sième EF sont parallèles entre elles ; car la perperdiculaire KJ 
à EF Vest aussi à ses parallèles ÆC et BD ; celles-ci ne se 
rencontrent donc pas (190). 

3°. Deux angles CAB, DEF (fig. 49) dont les côtés sont pa- 
rallèles , et l'ouverture tournée du méme sens, sont égaux : cav 
prolongeant EF en G, les parallèles 4C, ED donnent l'angle 
DEF = CGF comme correspondans : à cause des parallèles 
AB, GF, on a l'angle CGF = САВ ; donc САВ = DEF. Si 
l'on prolonge un côté £F, les angles DEI et B.4C, dont Pou- 
verture n'est pas tournée du même côté, ne sont plus égaux ; 
ces angles sont supplémens l'un de l'autre. 

4°. Deux parallèles AB, CD (fig. 47) sont partout équidis- 
tantes ; car de deux points quelconques 4 et В, et du milieu £ 
de 4B, menous les perpendiculaires 4C, BD, EF sur AB, 
elles le seront aussi sur CD ; or, en pliant la figure suivant EF, 
ЕВ se couchera sur son egal Æ 4; ct à cause des angles 
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droits, BD prendra la direction АС, et FD se couchera 
sur FC. Ainsi, va! D tombera sur C; d’où 4C=BD. 


193. Les parties de deux parallèles AB, CD (fig. 50) inter- 
ceptées entre deux autres parallèles BD, AC, sont égales, car 
menant BC, on a deux triangles égaux ABC, DBC (le côté BC 
est commun et l'angle BCD = АВС, ВСА = ВВС, comme al- 
ternes-internes). Donc АВ==Ср et BD—AC, Le théorème pré- 
cédent (4°) est un cas particulier de celui-ci. 4 


Réciproquemeni, si АВ == CD et AC — BD, les deux triangles 
sont encore égaux, comme ayant leurs trois côtés respective- 
ment égaux; d’où l'on tire angle DCB = ABC, СОВ = ВАЄ: 
donc АВ est parallèle à CD; AC l'est à BD. 

Enfin, si l'on suppose AB Nj et parallèle à CD, АС est aussi 
égal et pasia à BD, parce que les deux triangles sont en- 
core égaux, etc. 

194. Sur le côté KI (fig. 51) d'un angle donné IKC, soit pris 
un point quelconque É, et mené ED paralléle à KC; prenons 
KE == КЕ, et tirons КЕ, Dans le triangle isoscèle KEF, l'angle 
EKFZF; mais F —FKC comme alternes-internes ; ainsi, KF 
coupe par moitiés l'angle ІКС. De méme, prenant FK zc FD, 
l'angle DKC est moitié de FKC, ou le quart de IKC, etc. 
Cette construction sert à diviser l'angle IKC en 2, 4, 8... 2^ 
parties égales. 


Des Perpendiculaires et Paralléles considérées dans 
le cercle, et des Tangentes. 


195. Гош rayon CD perpendiculaire à une corde АВ, la 
coupe au milieu E, ainsi que l'arc soutendu ADB (fig. 52), 
En effet, les obliques égales 4C, CB, prouvent que E est le 
milieu de В (n° 184); en pliant la figure suivant CD, le 
point 4 tombe en B; АР se couche sur DB, ainsi D est le 
milieu de l'arc ADB. 


196. Le centre C, le milieu Æ de la corde et celui D de 
l'arc, étant en ligne droite, il s'ensuit que toute ligne CD qui 
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passe par deux de ces points, passe aussi par le 3*, et est 
perpendiculaire à la corde AB. De plus, puisque par un 
point C, E ou D, on ne peut mener qu'une seule perpendicu- 
laire à 442, dès qu'une droite, passant par l'un de ces trois 
points, sera perpendiculaire à 447, on en conclura qu'elle 
passe par les deux autres. Donc, de ces quatre conditions, étre 
perpendiculaire à une corde, passer son milieu, par le milieu 
de l'arc et par le centre, \de1x étant supposées, les deux autres 
s'ensuivent nécessairement. 

On peut, au reste, démontrer directement chacun des six 
cas compris dans ce théorème, en le traitant comme celui qui 
nous a servi de base. 

197. Pour diviser un arc ADB (fig. 52), ou um angle ACB en 
deux parties égales , il suffit d'abaisser la perpendiculaire CD 
sur la corde 47 (n° 187). Comme par le méme moyen on peut 
de nouveau faire la bissection de chaque moitié, etc., on sait 
diviser un arc ou un angleen 2, 4,8... 2" parties égales. (Voy. 
n? 194.) 

198. Faire passerune circonférence de cercle par trois points 
donnés N, B et D (fig. 53). Menons NB et BD, puis les per- 
pendiculaires HE, IF sur leurs milieux Æ et F. Chacun des 
points de HE est autant éloigné de N que de B; ces points 
jouissent seuls de cette propriété : ainsi tous les cercles passant 
par les points Net B ont leurs centres sur la perpendiculaire ZE: 
de même pour £7 relativement à 7 et D. Donc le point € où 
se coupent HE et F1, est à la méme distance de N, Bet D, et 
remplit seul cette condition : ainsi € est le centre du cercle 
unique qui passe par les trois points. 

Les perpendiculaires FI et HE ne se rencontreraient pas si 
les trois points N, B et D étaient en ligne droite (n? ror, 1°.), 
et le problème serait impossible. Mais dams tout autre cas, FT 
coupera HE, puisque si FI et HE étaient parallèles, les droi- 
tes BN, BD qui leur sont respectivement perpendiculaires, 
ne feraient qu’une seule et méme ligne ; car sans cela ontaurait 
deux perpendiculaires à HE partant de D, savoir NB et le 
prolongement de BD. 
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Observez que la perpendiculaire abaissée sur le milieu de la 
corde ND, passe aussi par le pont C, puisqu'il est à la même 
distance de N et de D; en sorte que les trois perpendiculaires 
doivent concourir en С, et quon détermine ce centre en se 
sevvant de deux quelconques des trois cordes NB, BD, ND. 

Donc, 1? deux cercles ne peuvent avoir trois points cominuns 
sans se confondre. i 

2°. Il est facile de trouver le centre d'un cercle ou d'un are 
donné : il suffit d'y marquer trois points №, Bet D, et de faire 
la construction qu'on vient d'indiquer. 

199. Une droite ne peut couper un cercle en plus de deux 
poinis, puisque s'il y avait trois points communs, en y me- 
nant des rayons, on aurait trois obliques égales (n? 184, 3°). 

Une ligne 7'G (fig. 54) qui ne rencontre le cercle qu'en un 
point F s'appelle 7'angente. Le rayon CF est perpendiculaire 
à la tangente en F ; car tout autre point G de cette tangente 
étant hors du cercle, СС est > CE — CF; donc CF est la 
plus courte distance de C à 7'G, c'est-à-dire que CF est per- 
pendiculaire à 7'C (n° 184 , 19). 

Réciproquement , si TG est perpendiculaire au rayon CF, 
cette droite TG est tangente au cercle. Car tout oblique CG 
étant > CF, tout autre point G de 7'G est hors du cercle. 

Ainsi, pour mener ипе tangente en F au cercle CA, il faut 
mener le rayon CF et sa perpend. T'G (n** 188 et 215, 1). 

200. Étant donnés deux points (fig. 55), l'un en À sur la 
droite AT, l'autre en B, cherchons le cercle ABI qui passe en À 
et B, et qui touche la droite AT. .4B étant une corde, EF 
perpend. sur le milieu de В contient le centre C ; ce centre 
est aussi sur {G perpend. à 4 7^; donc il est à l'intersection C. 
Ainsi menant les perpend. GA à AT', et FE au milieu de 48, 
le point С de section sera le centre; le rayon sera AC. 

201. Les arcs AD, BE (fig. 54) compris entre deux cordes 
parallèles AB, DE, sont égaux. Car soit le rayon CF perpend. 
à ces deux cordes; on a (n° 195) l'arc 4k=BFet DF—FE; 
en soustrayant, il vient 4D — ED. Les deux cordes peuvent 
encore comprendre entre elles le centre С ; telles sont AD et 
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D'É'; on a alors Z4F —FB, ОЕ == F'E'; en soustrayant 
ces deux équations de la demi-civconf. FAF' = ЕВЕ", il vient 
AD'= BE, 

La même chose a encore lieu pour une corde 4B et la tan- 
gente ТС qui lui est parallèle ; car le rayon FC mené au point 
de contact F, étant perpend. à la tangente, l'est aussi à 42; 
donc 4F = FB. 


Des Intersections de Cercles. 


202. Si deux circonférences C, C (fig. 56) ont un point A com- 
mein sur la ligne CC qui contient les centres , elles ne se rencon- 
trent en aucun autre point : car en un point quelconque Н de 
lune, menons CH et C'H, nous avons CC ou CA + AC 
«C CH + HC ; ôtant les égales СА et CH, il reste ФС < НЄ: 
le point Н est donc hors. de la circonf. C'. Si les centres sont 
en C et C" d'un même côté du point commun 4, on a CH 
ou CA < CC + C'H, et retranchant СС", il reste, .... 
C'A« C'H, le point H est donc hors de la circonf. С“. 

La perpend. ÆT sur CC' au point 4, est tangente aux deux 
circonf. qui se touchent en 44. 

Mais si les deux cercles С et C ont en M un point commun 
(fig. 57) hors de la ligne qui joint les centres, ces cercles se 
coupent. Menons MN perpend. sur CC’; et prenons NI— IM. 
Les obliques égales CM et CN prouvent que JV est un point de 
la circonf. C; N est aussi sur la circonf, С”, car C M= CN. 
Donc ces circonf. ont un 2* point commun en A. Un 3° point 
commun serait impossible (n° 198). 

Donc , 1° si Jes circonférences n'ont qu'un seul point com- 
mun, il est situé sur la ligne qui joint les centres, et récipro- 
quement : en outre, la distance des centres estégale à la somme 
ou à la différence des rayons; car on a (fig. 56) CC' — CA+C'A, 
ou CC" — C 4 — C" 4, suivant que l'un des cereles est extérieur 
ou interieur à l'autre, 

2°. Si les cercles se coupent, la ligne qui joint les centres 
est perpendiculaire sur le milieu de [a corde commane. De 
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plus, la distance des centres est moindre que la somme des 
rayons, et plus grande que leurdifférence; car ona visiblement 
(fig. 57) CC <CM+ CM e CCA CM>CM, ou. cV 
CC > CM— CM, 

3°. Enfin, si Jes cercles n'ont aucun point commun, la dis- 
tance des centres est plus petite que la différence des rayons 
ou plus grande que leur somme, suivant que lés cercles sont 
ou ne sont pas compris l'un dans l'autre; car on a (fig. 58) 
CD—DO —CA — АО, et CC —CA -- C'B4- AB. 

On conclut de là que D étant la distance des centres, R et г 
les rayons, on a, lorsque les circonférences 


ве сошрет..............., D Rr DA К ғ 
e { cxtérieurement.............. D=R+r 
«да intérieurement.. оь Э = R =r 


n’ont aucun point commun { extérieurs... D > ЕВУ ғ 
et sont l'un à l'autre intérieurs... D < R —r 


203. La réciproque de chacune de ces propositions est éga- 
lement vraie. Si, par ex., on a à la fois D < R +ret > H—r, 
les deux circonf. se coupent; саг, 1? si elles se touchaient on 
aurait D—R+r, ou = R— r; et si elles n'avaient aucun 
point de section, D serait > R 4 r, ou < R —r. 

De méme, si D =R +r, les cercles se touchent exterieure- 
ment; car si cela n'est pas, il faut admettre l'une des quatre 
autres dispositions. Or, s'ils se coupent, on a D < А + r, ce 
qui est contraire à la supposition; 2° s'ils se touchent inté- 
rieurement, on а D= R —r, cc qui ne peut être, puisque 
D=R +r, etc. (*). 

204. Quand on connaît les centres et les rayons de deux-cer- 
cles, pour s'assurer s'ils se coupent, ou se touchent, etc. , 


(*) En général, lorsqu'on a prévu tous les cas possibles d'un système, е! 
que chacun comporte des conditions qui ne peuvent cocxister avec celles que 
donnent les autres cas, les réciproques ont lieu, et sc démontrent comme on 
vient de le voir; c'est ce qu'on remarque dans la théorie des obliques, n? 184, 
ainsi qu'au n? 209, ctc. 
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il n'est donc pas nécessaire de décrire les circonf. ; il suffira d'a- 
jouter et de soustraire les rayons, et de comparer les résultats 
à la distance des centres, pour décider auquel des cinq cas pos- 
sibles la figure proposée se doit rapporter. 

Étant donnés deux points, l'un en <Æ (fig. 55), suruncercle С”, 
et l'autre en 8, pour décrire une circonf. qui passe par ces points 
A et B et touche ce cercle C’ en 4, on mènera la tangente AT’, 
et le probléme sera ramené à celui du n? 200. 


Des Triangles. 


205. La somme des trois angles de tout triangle АВС vaut deux 
droits (fig. 59). Prolongeons en CD, l'un des côtés AC du trian- 
gle ABC, et menons CF paralléle à AB; les trois angles en C 
sont ceux du triangle; саг FCD == А comme correspondants ; 
ВСЕ =B comme alternes-internes : ajoutant ces équa-. 
tions, FCD--BCF, ou BCD— A 4-B ; ainsi angle extérieur BCD 
d'un triangle ABC est la somme des deux intérieurs opposés A 
et В (ce qui généralise le théorème n° 167). On a donc. ... 
A +B+C— droits. 

Si l'on fait (fig. бо) l'angle MONZA, MOL—B, LOK=C, 
la ligne OK serale prolongement de NO. Cette construction fait 


connaitre l'un des trois angles d'un triangle, quand les deux 
autres sont donnés. 


Concluons de là que, 1° deux triangles qui ont deux angles 
respectivement égaux, sont équiangles. 


2°. Un triangle peut avoir ses trois angles aigus, mais 
il ne peut avoir qu'un seul angle droit ou obtus, (Гоу. 
n? 167, 2?.) 

3°. Les deux angles aigus d'un triangle rectangle ABC (fig. 61) 
sont complémentaires, B -- C — un droit D. 


4°. Quand la ligne BC tourne sur le point B pour s’écarter de 
la perpendiculaire BA, et devient BC', l'angle ABC croit, et 


l'augle C décroit, la somme de ces angles aigus vestant tou- 
jours zz D. 
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5°. Les trois angles d’un triangle équilatéral étant égaux 
(n? 164), chacun vaut les deux tiers d'un droit. 

6°. Dans un triangle isoscèle ABC (fig. 15), A=B et 
A4-B-4-C—2D; donc 24+C=2D, Azz D—:C , C—2 (D—A): 
il suffit de connaitre un seul des angles pour trouver les deux 
autres. 

7°. Deux angles dont les côtés sont respectivement perpendi- 
culaires sont égaux s'ils sont de méme nature , comme B AC, 
B' A'C' (fig. 62); ils sont supplémentaires si l'un est aigu et 
l'autre obtus, tels que BAC, САО". Car en prolongeant A'B 
et A'C', en D et D', jusqu'à leur rencontre avec AB, AC, qui 
leur sont perpendiculaires , les triangles rectangles ADF, 
A'D'F ont les angles А et A’ égaux, comme compléments des 
angles égaux en F. 

8°. Quand deux droites AB, CB (fig. 63) vont concourir en 
un point éloigné ou inaccessible B, on peut trouver l'angle B 
sans le mesurer actuellement, soit en menant DE parallèle 
à BC, qui donne B— АРЕ; soit en tirant une droite quelcon- 
que AC, mesurant les angles А et C, et prenant le supplément 
de leur somme A+ C, ainsi qu'on l'a fait ci-dessus. 

206. Un triangle est déterminé lorsqu'on en connaît, 1? Deux 
côtés m et n et l'angle k qu’ils forment (fig. 18); on fera 
(n? 175, 3°), un angle А — À, et sur les côtés indéfinis AG, AH, 
on prendra AC = m, АВ = п; enfin on tirera BC. 

2°. Un côté n et deux angles k et l adjacents; sur l'un des 
côtés indéfinis ba, bc d'un angle a=k, on prendra abz п; 
on mènera bc faisant l'angle b = Z, le triangle demandé 
sera abc. 

3°, Un côté п, un angle k adjacent, et un angle i opposé. On 
cherche d'abord le 3* angle (n° 205) qui est adjacent au côté n; 
on connait l'angle k, et on retombe sur le cas précédent. 

4°. Trois côtés m, n, p; on prendra (fig. 57) CC =m, et des 
centres C, C, avec les rayons СМ = n, C'M — p on décrira 
deux circonférences. Les intersections M,N déterminent les 
deux triangles égaux CMC', CNC', qui résolvent le problàme. 
Les deux cercles ne se coupeut qu'autant. que mz n—p, 
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et <n 4-p; sans cette double condition, le triangle ne peut 
exister ( n? 202). 

207. Construire un triangle ABC (fig. 64) dont on connaît 
deux côtés a, c, et l'angle K opposé à a? Faites l'angle BC 4—K ; 
sur l'un des côtés indéfinis, prenez CB = au côté adjacent 
donné a; le côté opposé c devra se placer comme B 4 pour fer- 
mer le triangle. Or, du centre B, avec le rayon 84 zc, dé- 
crivez un cercle 44' ; les points 4, A' de section avec le côté 
AC, déterminerontles triangles ABC, 4' B C, qui satisfont tous 
deux à la question; on a donc, en général, deux solutions 4B C, 
A ВС; mais il faut distinguer cinq cas. 

1°. Si le rayon c du cercle est plus petit que la perpend. BD, 
c « BD, le cercle ne coupe pas 4С, et le probléme est im- 
possible. 

2°. Si ce rayon égale la perpend., c = BD, l’arc est tangent 
en un point D, et le triangle rectangle CBD satisfait seul à la 
question. Donc un triangle rectangle est déterminé par deux de 
ses côtés ; et deux triangles rectangles sont égaux, quand Рћу- 
poténuse et un côté sont respectivement égaux. 

3°, Si le rayon c est > BD et < СВ = a, les obliques 
BA= В.4 sont < BC, et par conséquent situées d'un méme 
côté de BC (n? 184); les triangles ABC, .4'BC sont l'un et 
l'autre conformes aux conditions du problème; ce sont les deux 
solutions. Remarquons que 4 est supplément de l'angle САВ, 
puisque le triangle isoscele ABA’ а l'augle 4 = BA’ A; ainsi, 
l'un de nos deux triangles est acutangle, l'autre obtusangle. 
Si l'on savait d'avance que le triangle cherché a ou n'a pas 
d'angle obtus, l'une de ces solutions se trouverait exclue. 

4°. Sic > a, ou BA 7» BC, les points 4 et 4’ tombent des 
deux côtés de B C (fig. 65); on n'a donc qu'une solution 45 C. 

5°. Nous avons jusqu'ici supposé que l'angle donné K — 4 
est aigu; s'il est obtus, tel que 74^ C, la méme construction 
sert encore à donner la solution 4 B C (fig. 64), qui est unique, 
parce que le triangle ABC ne peut convenir à la question. Ob- 
servez que le côté c opposé à l'angle obtus C doit être le plus 
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grand , et que si Гоп eût done ca, le'probleme eût été 
absurde. 

Deux triangles qui ont deux côtés respectivement égaux, et 
un angle égal opposé à l'un de ces côtés , sont donc égaux quand 
ils sont de méme nature (l'un et l’autre rectangles, ou acutan- 
gles ou obtusangles) (*). - 

208. Les cordes égales CD, АВ (fig. 66) sont à égales dis- 
tances du centre О. Menons les perpend. ОТ, OK ; les triangles 
vectangles ОСТ, O AK sont égaux, à cause de CJ et 4K qui 
sont des moitiés de cordes égales; donc OI — OK. 

Réciproquement, si IO zz OK, les triangles sont encore 

égaux; d'où CD = AB. 

Si par un point donné M oud, intérieur ouextérieurau cercle, 
on veut mener une corde CD dd longueur donnée, on la portera 
arbitrairement en 447 sur la circonf. ; puis, menant la perpend. 
OK, et tragant le cercle КГ, la corde cherchée sera tangente à 
cette courbe. Ainsi, il restera à mengi cette tangente par le 
point M (n? 212, П), et on aura les deux solutions du problème. 


209. De deux cordes inégales AB, CD (fig. 67), la plus 
grande AB est la plus proche du centre O. Car on a Varc 
AEB > CFD ( n° 180) : prenons l'arc AE = CD, la corde 
AE sera— CD, et à la méme distance du centre O; d’où 
OL — OI. Comme ФЕ tombe en dessous de 48, on а 
O17 OG, et par conséquent > ОК. 

Réciproquement , si OL 7» OK, la corde CD est < АВ; car 
autrement on aurait CD = ou > AB, d’où l’on conclurait 
OL — ou < ОК, par la proposition directe (note n? 203). 

210. Résolvons maintenant quelques problèmes. 

Т, Inscrire un cercle (fig. 68) dans un triangle ABC, c'est-à- 


(*) En récapitulant tout les cas d'égalité des triangles, on peut dire que 
deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont trois des parties qui les com- 
posent respectivement égales; mais il faut, 19, exclure le cas de trois angles 
donnés ; 29. exiger que si l'on a deux angles donnés, ils soient placés de même 
à l'égard du côté donné; 30. enfin sous-entendre que s'ils ont deux côtés égaux 
et un angle égal opposé à l'un, les triangles soient de méme nature. 
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dire tracer une circonférence de cercle qui soit tangente aux 
trois côtés. Ce problème revient à trouver un point O inté- 
rieur, qui soit à égale distance des trois côtés du triangle 4BC ; 
car, 51 les perpend. ОЕ, ОР, OF sont égales, le cercle décrit 
du centre О, avec le rayon O, sera tangent aux trois côtés 
(n? 199). 

Cheréhons d'abord un point o à égale distance des deux côtés 
AC, АВ; menant 4o, les perpend. égales oe, of donnent les 
triangles rectangles égaux 4eo, Aof (n° 207, 2°.). Donc Ao 
divise l'angle 4 en deux parties égales. 

Réciproquement , si la droite 40 coupe l'angle 4 en deux 
parties égales, tout point o de cette ligne donne les deux per- 
pendiculaires égales oe, of. 

Donc, tous les points de la ligne 40 sont à méme distance 
de 4B que de AC, et les points de cette ligne jouissent seuls de 
cette propriété ; en sorte que À О est Ze lieu de tous les centres 
des cercles tangens à ces deux cótés, et que, par conséquent , 
le centre cherché est l'un des points de 40. Ce centre doit aussi, 
par la méme raison, se trouver sur la droite ОВ, qui divise 
l'angle B en deux parties égales ; il sera donc à leur intersec- 
tion О, qui non-seulement sera à égale distance des trois côtés 
du triangle, mais encore qui jouira seul de cette propriété. Me- 
nons 1а droite ОС; elle divisera l'angle C en deux parties égales, 
puisque les deux triangles rectangles ECO, DCO ont l'hypo- 
ténuse commune et un côté égal, OD = OE. 

Coneluons donc de là, 

1°. Qu'on peut inscrire un eercle dans tout triangle ; 

2°. Qu'on n'en peut inscrire qu'un seul ; 

3°. Que le centre est situé à l'intersection de deux lignes qui 
divisent en parties égales deux des angles du triangle ; 

4°. Que la droite menée de ce centre au 3° angle, coupe pa- 
reillement cet angle en parties égales. 

Soit p le contour ou Périmètre du triangle (fig. 68); comme 
on a AF — АЕ, BF=BD, CE = CD, on en tire..... 
p=24F+2BD+2CD, oup=24F+2BC; d’où 

АВ 1р = ВС= АЕ =: (АВ +4 АС – ВС). 
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Il est donc aisé de trouver les points F, E, et par suite D, 
puisque CE — CD ; on pourra résoudre le problème en faisant 
passer une circonf. taugente aux trois cótés, en D, E; F. 

II. Décrire un cercle (fig. 52) dans lequel deux droites don- 
nées AB =m, AD=æn, soutendent des arcs doubles l'un de 
l'autre? Comme le triangle 4DB doit être isoscèle, après avoir 
tiré AB = т, on décrira des centres 4 et В, avec le rayon n, 
des arcs qui détermineront le point D et le triangle 4BD, 
auquel il ne s'agira plus que de circonscrire un cercle. 

III. Construire le triangle rectangle BAC (fig. бо), dont un 
côté AB de l'angle droit et le périmètre BE sont donnés? 
Puisque BC + СА = АЕ, élevons en À la perpend 40==41; 
nous aurons £C —CD, etle triangle BCD sera іѕоѕс Је; ainsi, 
CI perpend. au milieu de 5D donnera le point C. 

IV. Par un point 7 (fig. 59), mener dans langle BCA 
une droite {ТВ qui forme le triangle isoscele 44A C, savoir 
AC == BC, et l'angle 4 = В. L'augle extérieur BCD étant 
= 4 + В (n°205) = 24, si l'on mène CF qui coupe par 
moitiés l'angle BCD, FCD sera = 4, et CF parallèle à 48. 
Donc, il faut tracer CF, et par le point donné / mener 4/5 
parallèle à CF. 

V. Par un point donné M (fig. 66), mener CD telle, que la 
partie dD interceptée entre les deux circonfér. concentriques 
DB, db soit de longueur connue 7? Si CD est la droite cher- 
chée, toute corde 45 = CD est à la même distance du centre, 
ou КО = OI, КВ = ID, КЬ —Id, puis Bb = Dd = 1. 
Qu'en un point quelconque Ё on porte la longueur / de B en 2, 
entre les deux circonfér.; qu'on mène la droite 28 prolongée 
en 4; enfin, qu'on trace le cercle OJK tangent à 4b, il le sera 
aussi à la droite cherchée CD ; il ne s'agira plus que de mener 
par le point M une tangente CD à ce cercle /K ; ce sera la 
droite demandée. 

VI. Construire un triangle rectangle BCD (fig. 64), dont on 
connaît l'hypoténuse BC, et la somme ou la différence des 
côtés CD, BD de l'angle droit? Soit AD = BD = A'D ; les 
triangles rectangles isoscèles # 4D, B 4'D ont les angles 4 et 4” 
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égaux à la moitié d'un droit (n*205, 3*.). Dans le triangle B 4C 
ou В 4С, outre BC, on connaît donc l'angle 4 ou Z4, et le côté 
AC ou АС, et ìl aisé de décrire ce triangle. Sur la base 
„4С ou 4С, on tirera AB ou Z B sous la direction d'un demi- 
angle droit; du centre C, et avec le rayon CB, on tracera un 
cercle qui coupera 43 ou 4B au sommet B (il y a en général 
deux points d'intersection , et par conséquent deux solutions 
n? 207) ; il restera ensuite à abaisser la perpend. BD qui ter- 


К) 
minera le triangle demandé BCD. 


Mesure des angles dans le cercle. 


211. Nous connaissons la mesure des angles dont le sommet 
estau centre (n? 181); cherchons cette mesure lorsque lesommet 
est situé d'une manière quelconque ; et d'abord examinons le 
cas où l'angle est formé par deux cordes, le sommet étant sur 
la circonf.; on dit alors que l'angle est /nscrit : il a pour mesure 
la moitié de l'arc compris entre les côtés. 

1". Si l'un des côtés 4D de l'angle GAD (fig. то) passe par 
le centre C, en menant EF parallèle à 4G, опа GE— AF 
(n? 201); mais aussi ED = АЕ, à cause des angles égaux 4CF 
et DCE; ainsi, E est le milieu de l'arc GD, et l'angle ECD ou 
son égal САР (n° 182, 4° }, a pour mesure ED ou la moitié de 
l'arc GD. 

2°. Si le centre C est entre les côtés de l'angle BAG, en me- 
nant lediamètre 4D, les angles LAD, DAG ayant pour mesure 
les moitiésde BD et de DG , la somme, ou la moitié de l'arc 
BDG , est la mesure de l'angle BAG. 

3°. Si le centre C est hors de l'angle, comme pour HAB, on 
a de même ! HD ct į BD pour mesures des angles HAD, BAD, 
en retranchant, ou trouve ! HB pour mesure de l'angle HAB. 

4°. Enfin, s'il s’agit de l'angle TAB, formé par une tan- 
gente AT et par une corde ZZ, le diamètre 4D est perpend. 
sur AT, l'angle 7.40 a donc pour mesure le quadrans ou la 
moitié de l'arc 4H BD ; celle de B AD est BD; la différence de 
ces arcs est AHB , mesure de l'angle TAB. 

THR 17 
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Réciproquement , si un angle AG : pour mesure 4 BG , Те 
sommet А est sur la circonf.; car, si * 83 pouvait mesurer l'an- 
gle BIG, on formerait l'angle 5 46 qui aurait méme mesure, 
d’où BIG = D AG, ce qui ne se peut in? rya). 

Prolongeons en K le côté HA de l'aigle HAG ; la moitié de 
Расе GAH est la mesure de l'angle К4С, puisque K 4G est 
supplément de l'angle HAG. 

On verra aisément que 

5°. L'angle BAD (fig. 71) inscrit dans le demi-cercle, est droit, 
ear il a pour mesure la moitié de la demi-circonférence. 

6°, Tous les angles inscrits £, C, D,... (fig. 72), qui s'ap- 
puient sur le méme arc BE , ayant mêne mesure, sont égaux. 

7°. Si un angle B AE. de grandeur fixe, se meut de manière 
que ses côtés passent sans cesse l'un гп B, l'autre en E, le 
sommet prenant successivement les positions 4, С, D,..... 
décrira la civconf. 

212. On résout divers problèmes à laide de ce théorème. 

I. baisser une perpendiculaire AD (fig. 71) à l'extrémité 
d'une ligne AB sans la prolonger. Puisque Vangle 4 doit être 
droit, toute ligne BD doit être le diamètre d'un cercle passant 
en À (5°.). On décrira donc, du centre quelconque С, un cercle 
qui passe en 4; puis par le point B où ce cercle coupe 42, 
on mènera le diamètre BD, qui donnera le point D; DA sera 
Та perpend. cherchée. 

Н. Par un point extérieur D (fig. 73) mener une tangente AD 
au cercle CAB. Puisque l'angle CAD, formé par la tangente 
et le rayon, doit être droit, cet angle est inscrit dans le demi- 
cercle dont CD est le diamètre (5°.). On décrira donc cette cir- 
conf. CADB; elle coupera le cerele proposé CAB au point 
de contact 4. On aura, outre la tangente D , une autre so- 
lution BD, etil est prouvé que ces deux lignes satisfont seules 
à la question. 

III. Partager l'angle quelconque ACB (fig. 74) en trois parties 
égales, 'Tragons du sommet C le cercle /F 4B ; concevons la 
ligne 40 tracée de manière à former l'angle O— ; 4CB. L'an- 
gle ACB est extérieur au triangle 40C,d'oà 3 О = O 4- OAC; 
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et OAC= 92 О. Mais menant le rayon FC, le triangle isoscèle 
FAC donne OAC=AFC ; or l'angle АЕС, extérieur au triangle 
OFC, est = O 4 FCO ОАС=20 : il en résulte que l'angle 
ЕСО == О, et que le triangle FCO est іѕоѕс їе; OF'z—le rayon 
CF du cercle. 

Le problème proposé consiste donc à savoir mener la droite 
40 telle, que la partie extérieure OF soit égale au rayon ; 
l'angle O sera le tiers de l'angle ACB, lave BG ou FI le 
tiers de l'arc 4B. Mais il n'appartient pas à la Géométrie élé- 
mentaire de donner des moyens de inener cette droite 40: 
comme on n'y traite que des propriétés de la ligne droite et du 
cercle ‚оп n'y emploie aussi que la règle et le compas; on verra 
d'ailleurs des moyens d'opérer la trisection de l'angle, ce qu'on 
ne peut faire ici que par tátonnement. 

IV. Décrire un cercle qui passe en deux points donnés B, E 
(fig. 75), et qui soit tel, que les angles O inscrits soient égaux à 
un angle donné 4; c'est ce qu'on appelle décrire sur une droite 
ВЕ, un segment capable de l'angle А. La tangente en E fera 
aussi l'angle BEK = 4 — О (n? 211, 4°.); si denc on mène 1а 
droite KEJ telleque l'angle ВЕК soit— 4, elle sera tangente. La 
question est donc réduite à faire passer en B un cercle tangent 
à KI au point E (n° 204). On élèvera les perpend. CE à КГ, 
et CG sur le milieu de BE; C sera le centre. 

Cette construction est souvent employée , surtout lorsqu'il 
sagit de former un triangle dans lequel on connait, entre au- 
tres choses, un côté et l'angle opposé, comme dans les ques- 
tions suivantes. ` 

V. Décrire un triangle BDE (fig. 76) dont on connait la 
base b, la hauteur h et l'angle Æ du sommet. Après avoir 
tracé BE—Ù et sa parallèle DD', à la distance HG — de 
BE, on décrira sur BE un segment capable de l'angle donné 4, 
et les points où DD" coupera le cercle, donneront pour solu- 
tions les triangles demandés BD E, BB'E. 

VI. Soient trois points B, 4, C(fig. 77) tracés sur une 
carte, fixer le lieu d'un quatrième point D, connaissant les 

1o. 
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angles DDC et BD A. Ou décrira sur 2С le segment mif ca~ 
pable de l'angle BDC, ainsi qu'on vient de le dire, et le point 
cherché D fera suv.cette circonférence mni, qui est le licu des 
sommets P de tous les angles égaux à BDC. De méme, sur BA, 
le segment pq A capable de BD À : le point D sera l'intersection 
des deux circonf, Quand l'une de ces circonf. passe à la fois 
par les trois points ZZ C, sclon que l'autre est ou n'est pas 
dans le méme cas, le problème est indéterminé ou absurde. 

ҮП. Construire un triangle {BC (fig. 68) dont on connaît 
la base AB, l'angle opposé.€ et le rayon OF du cercle inscrit? 
Puisque O 4 et OB divisent en deux parties égales les angles 
А et B du triangle cherché ABC, dans le triangle 405, 
l'angle O, supplément de OAF + ОВЕ, ou de t (4 4- B), 
est O22 2D — ; (A+B); et comme 4 + Ё = 20) — С, on 
a-OzD--' C. L'angle O étant connu, on déterminera le 
point О (prob. V), puis tragant le cercle DF, qui touche 
Ben F, les tangentes AE, BD achtveront le triangle cherché. 

VHI. Étant donnés un triangle 4 В'С (fig. 78) et deux 
circouf. concentrkques AO, СО, construire un triangle ABC 
qui ait deux sommets À et B sur la grande circonf., et l'autre С 
sur la petite, et qui soit équiangle avec le proposé 4 — 4", 
=p, С=С. 

L'angle À ayant pour mesure ! BD, side -4', comme centre, 
et du rayon AO оп décrit l'arc ИТ, il sera moitié de BD. On 
prendra donc en un lieu quelconque l'arc В D == 2. HT; les 
côtés AB ex AC passeront раг 2 et D. De plus, l'angle BCD 
étant syppléinent de С", on aura le lieu du sommet С, en dé- 
crivant sur la corde ZD un segment ZCcD capable de cet 
angle 20— C; la droite DC A donnera le point 4, et le triangle 
cherche AZ C. 

Le point c donne le triangle aBc, autre solution du pro- 
blème; outre qu'on peut attribuer à la corde BD une infinite 
de situations, ce qui donne autant de solutions doubles. 

213. L'angle BAC, dont le sommet À est en un lieu quel- 
conque du plan (fig. 79 et 8o), a pour mesure la moitié de la 
somme ou de la différence des arcs BC, DE, compris entre les 
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côtés, selon que le sommet Arest au-dedans ou au-dehors de la 
circonférence. 

Menez £F parallele à DC. 1* Si 4 est situé dans la circonf. 
(fig. 79), la mesure de l'angle Ez BAC est 


!BF-—i(BC--CF)—:i(BC4-DE). 


2°, Si Æ est situé hors du cercle (fig. 80), la mesure de 
l'angle 4 = BEF est! BF =! (СВ – СЕ) = + (C8 — ED). 

Ainsi, la mesure de l'angle 4 est | (ab), en faisant a 5C, 
b — DE. Cette formule est même générale, car b = о répond 
au cas où le sommet est sur la circonf., et b= a à celui où il 
est au centre. 


Lignes proportionnelles. Triangles semblables. 


214. Soient deux droites quelconques 40, ал (lg. 81); si 
sur l'une on prend des parties égales 48, BC, CD...., 
et que par les points de division, on mène des parallèles fa, 
Bb, Сс... Hh, dans une direction arbitraire, les parties ab, 
bc, cd... qu'elles interceptent sur ah, sont égales entre elles. 
Car si l'on mène ai, bl, em,... parallèles à 4H, on aura 
des triangles aib, blc, cmd... égaux entre eux, à cause. de 
ai=bl=cm... = AB = BC... 

П suit de là que 42 sera contenu dans {Н autant de fois 
AE _ ae 
ЕН eh 

215. Deux droites AM etah (lig. 82) sont coupées en parties 
proportionnelles par trois parallèles quelconques Aa, Ec, Hh, 


que ab dans ah, etc. d'où : AE: Ell ; ae: eh. 


, АЁ ae 
savo — I А 
г, EN = dh! car, 


1°, Si les parties AE, EH sont comimensurables, en portant 
la commune mesure sur AH, cllc sera contenue un nombre 
сай Че fois dans „4/7 et ЕН : оп vetombera donc dans le 
a ci-dessus, parce que Jes parallèles à fa, menées par lus 
Points de division, couperont ah cn parties égales, 
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29. Si AE ct HE sont ivcommensurables, divisons AE en 
un nombre arbitraire de parties égales, et portons l'une d'elles 
de E vers Н; soit J le point de division le plus près de Н; 
menons Zi parallèle à HÀ. Cela posé, AE et EI étant com- 


E 
mensurables, on à zr —— et comme [== EH — НІ; 
EA са 


ei —eh—h,il FW LAN LET tho M 


Éd BA gn Or, les distances 


HI et hi peuvent être rendues aussi iid qu'on voudra, en 
prenant le nombre de divisions de 4E de plus en plus grand, 
les autres termes étant constans : de sorte que les points 
Н et À sont les limites de / et i. Puisque les 2° termes des 
deux membres décroissent indéfiniment, le principe fonda- 
e » 


EH 
mental (n° 113) donne donc encore EAT 


De la proportion démontrée, on tire (n? = 


f 
AE ae ., AH А ЕН 
an adiu X 

216. Une parallèle EB à la base d' un triangle HAC (fig. 82) 
ceupe les côtés en parties proportion" puisque АВ= ае, 
BC = eh ; d'où 

4E Ah EH 

AH" AC BC 
On peut répéter sur le triangle HAC ce qu'on a dit sur la fig. 81. 
© ЕН 77 
Réciproquement, si l’on a 5 = Бе» ЕВ est parallele à HC; 


car si cela n'était pas, menant qr parallèle à EB, on aurait 
AE ЕН 
ЛВ BL 
217. Il suit de là que, 1? lorsqu'on a trois lignes m, n, p 
(fig. 82), pour trouver une quatrième proportionnelle , c.-à-d . 


donc BL= ВС. 


, . т 
une ligne x, telle qu'on ai mf, on fera un angle quel- 


conque HAC, on prendra sur ses côtés LE =m, 4D zn, 
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АН =p; puis menant EJ et sa parallèle HC, AC sera la 
quatrième proportionnelle cherchée т. 

2°. Les lignes quelconques AB, AC, AD, AE, AR, ..... 
(fig. 83) partant d'un méme point А, sont coupées en parties 
proportionnelles par les parallèles BF, bf; car en n'ayant égard 
4D = ds С p 
4b ^ de Ас Ad’ 
cause des droites 4 Cet AD, etc. Réunissant ces proportions qui 
ont rapport commun , il vient 


AB ЛАС Ар ЛЕ МЕ 


А 


qu'à 4/7 et АС, опа 


3°. Pour diviser une droite donnée AF (fig. 84) en plusieurs 
parties égales, par ex. en cinq, on mènera une ligne quel- 
conque indéfinie aF, sur laquelle on portera cinq fois l'ou- 
verture de compas arbitraire Fe—ed=dce=..., puis me~ 
nant Фа et les parallèles Bb, Cc, Dd, Ee, on aura..... 
АВЕ ВС ODE 3... 

4°. Pour partager une ligne donnée a'F (fig. 85) en parties 
proportionnelles à celles d'une autre droite donnée af, on tirera 
la ligne quelconque AF, sur laquelle on portera FE — /е, 
EDzzed, D C—dc....; puis menant 4a et les parallèles Bb’... , 
on aura les points de division cherchés е, d', d... 

Si fa est l'une des dimensions d'une figure, et qu'on veuille 
que cette dimension devienne Fa’, il faudra changer les parties 
Je yit: en Ре, Ft.. ‚ L'échelle d'un plan étant, par ex., 
fa, elle est devenue Fa’. C'est à cette construction que se 
rapporte l'art de réduire un plen à une échelle donnée. 

218. Deux triangles 4 B C, 4' 5' C' (fig. 86) dont les angles sont 
respectivement égaux, sont nommés Semblables ou Equiangles: 
les côtés de même dénomination sont appelés Homologues. 
Soient 4— 4', B= D', C= С'; АВ est homologue de A/D, 
BC de B'C', AC de 4'С'. Les côtés homologues se distinguent 
еп ce qu'ils sont opposés aux argles égaux: 

Deux triangles semblables ont les côtés homologues propor- 
tionncls. En effet, plaçons lc ‘riangle 4B'C' sur ABC, de 
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sorte que le côté ÆC’ tombe sur son homologue 4C de 4 

en E; 4 В tombera sur AB de Деп D, à cause de ,4— 4’. 

Mais l'augle 4ED — C= C; donc DE est parallèle à BC, et 

l'on де Ak plus AE Dres en me F paral- 
яс ACT EC" nant EF paral 

lele à Gr: ; et comme BF =DE = B'C', on a enfin 


4n wc 
AB C 100 

Réciproquement, deux triangles qui ont les côtés homologues 

proportionnels,sontsemblables.En eflet, si — — RES C Е. 

AB АС Bc" 
prenons 4D — A" B', et menons DE parallèle à ВС, nous avons 
АР = = 28, et à cause que 40 = 4' ', le 1° rapport 
est commun aux deux proportions; les autres rapports sont 
donc égaux, savoir 4'C'— AE, В' С — DE. Les triangles 
ADE, A B'C sont égaux, et par consc AD до, АВС 
sont équiangles, 

219. Deux triangles ABC, A'B'C' (fig. 86) qui ont un angle 
égalA=A", compris entre des côtés proportionnels = C А 
sont semblables. Car en appliquant 4С de 4 en E, A'B 
tombera en 4D, et A'B'C eu ADE. Or, par hypothèse, on a 
mm -—; donc, DE est parallèle à ВС (n? 216), et les 
triangles 4С et ADE ou А В'С' sont équiangles. 

220. Donc (fig. 86), 1° deux triangles dont les côtés sont 
respectivement parallèles , sont semblables. Cela est évident 
pour ABC et A'B'C (n° 192, 3°.); quantà ABC et C'1H , en 
prolongeant les côtés vers A4' et В’, puis menant 4 5° parallèle 
à HI ou АВ, опа T= 4", Н = В comme alternes-internes. 
Ainsi, СТИ étant équiangle à 4' D C', Vestà ABC. Les côtés 
parallèles sont homologues. 

2°. Deux triangles ARC, A'R'C' (lig. 87), dom les côtés 
respectifs sont perpendiculaires, sont semblables ; car prolon- 
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geons les côtés A'C', B'C' jusqu'à leur rencontre en F et E 
avec AC, les angles C et E sont complémens, ainsi que С et E, 
à cause des triangles rectangles ЕСС, ЕСЕ: donc C= С'. 
On prouve de méme que 4 — 4, B B'. Les cótés perpendi- 
culaires sont homologues. 
3. Les lignes AB, AC, AD... (fig. 83) partant d'un méme 
point A, coupent en parties proportionnelles deux parallèles 
quelconques BF, bf; car les wiangles ABC, abc, semblables 


А D 
donnent LE = = BC. de méme 4С, acd, donnent AC LCD : 
be ' AC ed 
EE LSU D aide CD DE 
ainsi l'on a pq Vuade méme LAW 


4°. Siles lignes 4a, Ee, Hh (fig. 82) sont des parallèles 
équidistantes, Æ, e, sont les milieux de 4H et ah, et réci- 
proquement. De plus, £e est la moitié de ( 4a + Hh), puis- 
qu'en menant 4C parallèle à ah; la ligne EB =; HC, et 
Bez daz СЬ = * ( 4а4- Сһ). Donc Eezzi (Aa + НА). 

5°. C'est sur ces principes qu'est fondée la construction des 
Échelles. Après avoir porté un nombre quelconque de parties 
égales sur une droite indéfinie C7 (fig. 88), par ex., 5 de C 
en D,on élève par les points de division des perpend., puis on 
porte de méme sur C4, 5 parties égales arbitraires Ca, ас... ; 
par les points 2, c, e...., ou mène des parallèles indéfinies 
à Cl; enfin, on tire les Transversales CB, 20 F, 15 G,... П suit 
de cette construction, que puisque Ca, em Co - Sonti, 2,4... 
de CA; ab, cd, ef, .. sont de même $, $, 3... de AB ; co est 
= ef +4 fo ou (4 + È) de 4B, ou enfin ;$ de CD. 


On a donc ainsi partagé la ligne CD en 25", ce qu'on n'aurait 
pu faire autrement d'une maniere aussi. distincte, vu la peti- 
tesse des parties. On peut se servir de cette échelle pour diviser 
une longueur en parties égales : on cherche combien cette lon- 
gueur contient de parties de l'échelle, en portant une égale ou- 
verture de compas sur une des parallèles indéfinies, et observant 
qu'elle réponde à des divisions à peu près exactes : si, par сх., 
elle tombe de £ en o, la ligne contient 57 divisions. Pour cou- 
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per Lo en 9, on calcule le 9° de 57, qui est 6, et l'on prend 
une longueur de six parties de l'échelle. 

Cette échelle est surtout employée pour réduire les lignes 
d'un dessin dans un rapport donné : on a coutume de former 
CD et C A de dix parties, et de numéroter convenablement les 
transversales, afin d'en faciliter l'usage. C'est alors une échelle 
de dixmes. ( Foy. fig. 89.) 

6*. Voici un autre moyen remarquable de sous-diviser une 
échelle en fractions très petites. Si les longueurs égales 48, CD 
(fig. до) sont partagées, l'une en 5, l'autre en 6 parties égales 
aux points 1,2, 3... et 11, 12..., la longueur 2411, que nous 
désignerons par a, sera le 5* de 4B, а=: AB, et Ci 5 АВ; 
d’où 411 — Сі: AB — AB =} AB, ou $ a. Donc, les 
règles étant appliquées С en 4, D en B, le n? 11 dépassera 
len? 1 de 1 а, 12 dépassera 2 de? a, 13 de ła... 

D'après cela, si l'on a trouvé qu'une longueur portée sur l'é- 
chelle 4B s'étend du point zéro jusqu'en г, elle contient 13 par- 
ties, plus la fraction 213, qu'il faut évaluer. On applique 1а 
règle CD (qu'on appelle Fernier ou Nonius du nom des inven- 
teurs) en C'D' le long de В, de manière que С réponde en i; 
examinant la suite des divisions, on en reconnait deux qui 
coincident, H et 5; ainsi la division 17 dépasse 4 de ; a, 16 dé- 
passe 3 de 2 a.. .; enfin 13 dépasse С ou i de + a= i13; c'est 
la fraction cherchée , et 13 est la longueur proposée en parties 
de l'unité a. 

On a soin de faire les divisions serrées, afin que les frac- 
tions soient plus petites, et qu'on soit assuré que deux divisions 
coincideront toujours sensiblement. Si n—1 parties de 4B ré- 
pondent à n divisions du verbier CD, celui-ci sert à évaluer 
le n*d'unedivision del'échelle; et si la coincidenceestétablie à la 


, ; | k р d 
graduation 4° du vernier, la fraction est Em L'entier est donné 


par le chiffre de la ligne 4B, et la fraction par celui du vernier. 

L'échelle de la fig. 91 a 9 de ses divisions coupées en 10 
sur le vernier 42, qui donne les 10" : les divisions en coinci- 
dence sont au n? 6 du nonius, et la longueur de o à 4 est 57,6. 
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Le méme principe s'applique à la division des arcs de cercle, 
daus les instrumens propres à mesurer les angles. Si l'on a 
divisé (p. 239) la circonférence eu 360 parties égales ou degrés, 
et chaque degré en deux; qu'une alidade mobile autour du 
centre porte à son extrémité un vernier dont 3o parties inter- 
ceptent 29deces demi-degrés;ces sous-divisions du noniusdépas- 
seront de 35, $7, ўт.» хи les demi- degrés, et donneront ainsi, à 
la seule inspection, des Go‘ de degrés ou des minutes. Si le 
zéro de l’alidade est d'abord placé (fig.36) en a, au n°o ducercle, 
et si elle est dirigée à un objet 4, l'instrument restant ainsi fixé 
dans le plan des points 4 C В; qu'on fasse glisser l'alidade sur 
le limbe pour la diriger à l'objet В, le zéro de Validade sera 
porté sur un point ù du cercle, et l'arc ab qui mesure l'augle 
proposé АСВ sera formé, parex., de 53 degrés et d’une frac- 
tion que le vernier servira à faire estimer en minutes. Il suffira 
d'examiner quelle est la divisiou du vernier qui coincide avec 
une de celles du cercle, et de compter son rang à partir de zéro. 
À cet effet, on grave les chiffres des mes du vernier de 5 
en 5; on lit ainsi les degrés sur le cercle et les minutes sur 
le vernier. 

221. Soit un triangle ABC (fig. 92) rectangle en 24; si l'on 
abaisse sur l'hypoténuse BC la perpend. 4D, les deux чына 
partiels 480, ADC seront semblables entre eux 'età ABC. 
Car l'angle B est commun aux triangles 480 et АВС; outre 
l'angle droit, en D pour l'un, et en 4 pour l'autre : il suit 
donc delà que l'angle C est égal à BAD, C= а. De même С 
est communaux triangles 4DC ct ABC, outre l'angle droit; 
ainsi 6 == В. Les triangles 45D et ADC ont d'ailleurs les 
cótés perpend. En formant des proportions avec les cótés ho- 
mologues, on trouve que, 

1°. La perpendiculaire AD est moyenne proportionnelle entre 
les deux segmens de l'hypoténuse BC. Car les triangles 4BD 
et ADC donnent = e Toà AD°= BD X DC 

. Chaque côté AB de Г y droit est moyen proporttonnez 
entre l'hypoténuse entière BC et le segment RD correspondant. 
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Car les triangles 48D, ABC donnent 25 == = ALLIE 
AB°= ВО >< BC; ADC et АВС donnent 4C — ОС >< ВС. 

3*. Le carré de l'hypoténuse BC est au carré d'un des 
côtés BA de l'angle droit, comme l'hypoténuse BC est au 


segment BD correspondant à ce côté. Cela suit de l'équ..... 


АВ zz DD X ВС, divisée par B C^, puisqu'on a 3o = e 
4°. Le carré de l'hypoténuse est égal à la somme des carrés 
des deux autres côtés. En effet, ajoutant les équations:..... 


AD — BD x BC, AC —DCX BC, ou trouve 
48° + AC! — BC(BD + DC) = ВС". 


Désiguant par a, b, c les côtés opposés respectivement aux an- 
gles 4, В. C, a étant l'bypoténuse, on a 


a* zb -4- c. 


Cette proposition, la 47* d'Euclide, et la plus importante 
de toute la Géométrie, apprend à trouver la longueur de l'un 
des côtés de tout triangle rectangle, connaissant les deux au- 
tres; on a en effet, 

а= y (P 4- c), etb = y (a*À с"). 

Rapportant donc les cótésa, b, c à uneunité, on en mesurera 
deux (n° 175), et l’on conclura par un calcul simple le nombre 
d'unités du troisième. Soit, par exemple, b= 3, c= 4, on 
trouve a? == 9 + 16 = 25, d'où a 5. 

La réciproque de cette proposition résulte des deux sui- 
vantes. On peut, au reste, démontrer directement que si... 
АС? = АЮ" + DC? (fig. 15), Je triangle ADC est rectangle : 
car, menons DB perpend. sur CD, et prenons DB— AD ; 
le triangle DC est rectangle, et l'on a СВ° = DB*4- 0С"; 
ainsi CB? == A C’, et les deux triangles 4CD, BCD sont égaux. 
Donc l'angle 4PC == CDB = 1 droit. 

222. Le carré d'un côté de tout triangle quelconque est égal 
à la somme des carrés des deux autres côtés + le double du 
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produit de la projection de l'un. de ces deux côtés sur l'autre 
multipliée par ce dernier côté. On prend + quand le premier 
côté dont on cherche la valeur est opposé à un angle obtus, 
et — quand ce cóté est opposé à un angle aigu. 

En effet, si l'angle < (fig. 64) du triangle ABC est aigu, en 
abaissant la perpend. BD sur 4С, ona deux triangles rec- 
tangles CBD, ABD qui donnent 


BC -—BD*--DCOC, ВЮ = AD — AD; 


d’où AC 22 DC* -- АВ — AD, а= с* + ОС x, 
en désignant par a, b, c les trois côtés BC, 4С, AB du 
triangle. et faisant 4D = x. Ог, DC 4C — AD =b — х; 
eu substituant il vient 

a zb + c abr. 

Si le triangle proposé a son angle Æ obtus , comme cela arrive 
à d'BC, tout se passe de méme, si ce n'est que. 
DC= СА + 4'Dzb-4-z, d'où 

a! ba. с + 20х. 
Ici x désigne le segment adjacent à l'angle < qui est opposé au 
côté a dont on cherche la valeur. 

223. Ainsi, lorsque les trois côtés d’un triangle sont donnés, il 
est bien aisé de juger de la nature de chacun de ses angles; on 
prendra les perpend. 4B et AC (fig. 16) égales aux deux petits 
côtés bet c, et l’on mènera ВС; suivant que BCsera <, > ou=a, 
l'angle opposé au grand côté a sera aigu , obtus ou droit : dans 
ce dernier cas, BAC serait le triangle même. 

Si les cótés sont donnés en nombres, aprés en avoir fait les 
carrés a’, 0? et c’, on comparera le plus grand à la somme des 
deux autres, ct, suivant qu'il sera égal, plus petit ou plus 
grand que cette somme, l'angle opposé sera droit, aigu ou obtus. 
Le calcul peut méme donner la longueur de la perpend. 2D = л 
(fig. 64). Car on tire de notre formule 

Pur d b IEEE Enr 
ү 2b 


x devient négatif, lorsque l'angle .4 auquel se rapporte le seg- 
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ment x est obtus, comme pour le triangle 4'BC , pour lequel 
а m b +. La fraction prend le signe + quand a «c, 
comme fig. 65. 

Le second segment de la base est CD = y= b — x; enfin 
la hauteur est (*) - r 

h= BD = y (c 4z) (6—27. 

Toutes ces formules se prêtent aux log. Soient, par exemple , 
a = 150, 0 — 66, c= 110; on voit que le triangle est pos - 
sible (n°206, 4°.), car 150 «110 4-66, et > 110 — 66. De plus 
150* > 110! + 66", donc l'angle 4 est obtus; on trouve 
AD —2z2233— 58,78... — 45,7878... BD —hi—100,015. 

224. Si la ligne AC (fig. 93) divise en deuz parties égales 
l'angle À au sommet du triangle BAD, les côtés AB et AD 
sont proportionnels aux segmens BC et CD de la base. Eu 
effet, en prolongeant D4 en E, jusqu'à la rencontre de BE 
LM 98: or, l'angle BAC = ABE 
—DAC, deplus £—D AC; donc E—ABE. Letriangle EAB 
AD AB 
DE BC 

225. Les parties de deux cordes ВЕ, DC (fig. 94 ) qui se 
coupent en А, forment des produits égaux (**)............ 
BAX АЕ = DA АС. En effet, menant BC et DE, nous 
avons les triangles BAC, D AE qui sont semblables à cause des 
angles (p. 258) inscrits au même arc, E — С, B = D, Com- 

BA 4D .,. 

parant les côtés homologues, il vient —— = 4E! Jn rfr E 


AC 
ВА >< AE = AD >< AC. 


parallèle à AC,ona 


étant isoscèle, on a AE = AE; donc 


(*) On peut donc trouver Ја surface d'un triangle dont on connait les trois 
côtés, puisqu'on a sa base b et sa hauteur k. Dans notre ex. numérique, cette 
aire est = 7 66 x 100,017 = 3300,56. 

(**) On énonce ordinairement ainsi ce théorème et celui du по 228: Les 
cordes se coupent en parties réciproquement proportionnelles ; les sécantes sont 
réciproquement proportionnelles à leurs parties extérieures. Nous avons préféré 
les énonciations ci-dessus, comme comprises dans une phrase plus claire et 
plus facile à se présenter à l'esprit. 
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226. La perpend. 40 (fig. 95) au diamètre BE se nomme 
une ordonnée, 

L'ordonnée AD est moyenne proportionnelle entre les seg- 
mens AB, AE du diamètre ; car AD= АС dans la proportion 
qui précède. D'ailleurs ceci revient au n° 221, 1?., puisque 
(fg. 92) le triangle rectangle 4B C est inscriptible au demi- 
cercle. 

Si l'on veut donc une ligne x moyenne proportionnelle entre 
deux lignes données m et n (fig. 95), on prendra, sur une droite 
indéfinie, 4B =m. AE =n; on élèvera une perpend. DCau 
point 4, et sur le diamètre BE on tracera un cercle BDEC; 
AD sera x. 

227. ll résulte aussi de la proposition (n? 221, 2°.) que 
( (9092) la corde АВ est moyenne proportionnelle entre le dia- 

BC et le segment BD correspondant. On a donc (fig. 96) 
BA = ВС BDetBE = BCX BF, d'où 77 — ур: ainsi 
les carrés de deux cordes qui partent d'un méme point de la cir- 
conférence sont entre eux comme les segmens du diamètre qui 
passe par ce point. 

228. Toute sécante AE, AC (fig; 97) multipliée par sa partie 
extérieure AB, AD,donne le méme produit, AB X АЕ = ADAC : 
en menant les lignes DE, BC, on a les triangles sembla- 
bles 4BC, ADE; car outre l'angle commun À, ilsont C—E 
(p 2BB) "insi ona ‚= B: d'où ABX 4E AD xc AC. 

La tangente АВ (fig. 98) est moyenne proportionnelle entre 
une sécante quelconque AC et sa partie extérieure AD. En effet , 
en menant BD, les triangles ABD, ABC sont semblables, 
саг outre l'angle 4 cominun, ona C—4BD (n? 211, 49.) ; ainsi 
5 = 15, ou AB’ = AD x AC 

po théorèmes peuvent être renfermés en un seul ; car, soient 
a et b les distances mesurées sur la droite 4С (fig. 91, 97), 
d'un point 4 à la circonférence, ou 4D — a, 44C— 5; soient 
de méme a’ et b’ les parties analogues pour une autre ligne 4BE, 
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ou АВ=а', AE b; où aab = ab", quel que soit l'angle 
sous lequel les lignes se coupent, et en quelque lieu que soit le 
point 4. Si Гоп fait tourner 4E autour de 4, les points d'in- 
tersection 2 et E changeroni, et lorsque la ligne 4B (fig. 97) 
sera tangente, B et E coïncidtront ; ainsi a°=4", d’où aba". 

229. Voici plusieurs probbmes qu'on résout par ces divers 
principes. 

I. Mesurer la hauteur d'un édifice AB (fig. 99). On plante 
verticalement un piquet ou Jalon DE ; puis on dirige un rayon 
visuel DB au sommet B, et "on marque le point € où il ren- 
DE АВ? 
le 4° terme 48, qu'on détermine par le calcul (n? 72, 2°. ). 

On pratique cette opération plus commodément en seservant 
des longueurs 4Cet C' E' de l'ombre que projettent les hauteurs 
AB, D'E' sur Yhorizon. 

H. Mener une tangente à deux cercles (fig. 100). Soit A D' D 
cette tangente; joignons les centres par la ligne 4C" C, etmenons 


v wv 


les rayons CD, C'D' ; nous av ons ^77. 22 = CD" Mais pour une 


contre l'horizon; on a tout est ici connu, excepté 


sécante AT, en mettant CJ et ^ au ami de CD et C'D', on 


CE 
анча 4С = =; donc CJ est parallèle à C'T. 


ш ménera donc deux rayons paralléles quelconques СТ, 
C'T ; la droite [Г ira couper C'C au point À, par lequel me- 
nant la tangente à l'un des cercles, elle le sera aussi à l'autre. 
Lorsque les cercles ne se coupent pas, il y a une seconde solu- 
tion en „4', ce qui fait quatre tangentes. 

III. Par deux points donnés C et D ( fig. 98) , tracer une cir- 
conférence qui touche la droite donnée AB? Cette droite ne 
passe pas entre € et D, puisqu'elle couperait la corde CD : en 
joignant C et D par une droite prolongée en 4 jusqu’à la ren- 
contre avec AB, AD et AC sont connus, et il s'agit de trouver 
AB, car il ne restera plus qu’à faire passer un cercle par trois 
points donnés B, C, D (n? 198). Or, A47 est tangente ct 4C sé- 
cante (n° 229), d’où 4B'— ACX AD : on trouvera aisé- 
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ment (n? 226) la moyenne proportionnelle entre 4C et 4D. 

Le probléme a deux solutions, attendu qu'on peut porter la 
longueur #8 en sens opposé; voy. n° 329, III, et la fig. 197, 
où 4 et В sont les points donnés et DD' la tangente, 

Sila tangente était donnée parallèle à la corde, comme fig. 54, 
où À, B sont les points donnés, et 7°G la taug., le centre serait 
visiblement sur FF” perpend. au milieu de la corde 42, et le 
pied F serait le point de contact. Il faudrait ensuite tracer le 
cercle qui passe par 4, B et F. 

IV. Décrire un cercle CAB qui passe par un point donné m 
(lig. тот), et touche deux droites données DA, BD. On a vu 
(n? 2 10, 1) que le centre de ce cercle estsur CD coupant par moitié 
l'angle ADB. D'ailleurs la corde im perpend. sur CD est coupée 
en о par le milieu : ainsi on mènera cette perpend. sur CD, on 
prendra om= oi , et il restera à faire passer un cercle par i et rn, 
qui touche DB ou D A. 

Si lé point donné est en 4 sur l'une des droites, le centre est 
à la rencontre C de DC avec 4С perpend. à D A. 

On sait donc tracer un cercle qui passe par trois points, ou 
par deux points et touche une droite, ou parun point et touche 
deux droites, ou enfin un cercle qui touche trois droites don- 
nées (n? 210, 1). 

V. Tracer un cercle BiA (fig. 101) tangent à deux droites 
DA, DB, et à un cercle Km donné. Le centre C est sur CD, 
qui coupe en deux parties égales l'angle BD A : de ce centre 
inconnu С traçons un cercle HKG passant par le centre donné 
К; que ce centre К soit transporté en un point quelconque 
de HKG, le cercle CAm doit être tangent à ce cercle mobile. 
Considérons celui-ci dans sa position HA, où il touche DA; 
la tangente LH à l'are HK est perpendiculaire au rayon CH, 
et par conséquent parallèle à DÆ. Donc la droite LH est 
connue, puisqu'elle est parallèle à 2.4, et distante de DA de 
la quantité donnée Km — HA. Yl faut en dire autant de £77 
parallèle à DB. Ainsi le cercle HKGH"' sera facile à décrire, 
puisqu'il est tangent aux droites tracées LH, L'H’, et passe en 


K : ce cercle KG а le même centre C que celui qu'on cherche : 
[i 
per 18 
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il ne reste donc qu'à mener CK , et Cm sera le rayon demandé. 
Comme les parallèles LH, ГН” peuvent être menées dans 
l'angle D, le probléme comporte deux solutions, pourvu que 
la circonf. Km ne coupe DA, ni DB. 
On trouve, dans le 2° Supplément à Ча Géom. descr. de 
M. Hachette, un grand nombre de problèmes de ce genre. 
VI. Trouver un point C (fig. 117) sur la circonférence ABD , 
tel que les cordes BC, CD , menées à deux points donnés 4 et D 
de cette courbe, soient entre elles dans un rapport donné 


== =. En supposant le probléme résolu, la ligne CO qui coupe 


en parties égales l'angle B CD (n° 224), donne E= со z 
on prendra donc le milieu À de l'arc DAB, et l'on partagera 
en О la corde DB dans le rapport donné; la droite 40 pro- 
longée donnera le point C. 

VII. Étant données la corde 4B =k, et la hauteur DE = А 
d'un segment ABDE de cercle (fig. 52), trouver, par le 
calcul, le rayon DC — г? Le triangle rectangle 4DE donne 
АР — LI + h^; mais on tire du n? 227, AD* = 2hr; ainsi, 


* 
en égalant ces deux valeurs, on trouve r=} h4- 8k On a cou- 


tume de donner le nom de flèche du segment à sa hauteur DE. 

Si &—313 et h= 12,32, on trouve r= 1000. Cette formule 
peut servir à faire retrouver le centre C d'un arc tracé. 

VIII. Par le point В (fig. 102) d'intersection de deux cercles, 
mener une corde CD qui ait uue longueur donnée M. Suppo- 
sons le probléme résolu ; menons par le point В une ligne quel- 
conque EF, et joignons 4 avec E, C, F et D; les triangles 
AEF, ACD ont l'angle E = С, comme appuyé sur le même 
arc БГА; de méme F= D : ainsi ^D = 21 , et AC est une 
quatrième proportionnelle à EF, M et AE ; on prendra donc 
FL= М; on mènera LK parallèle à AF, AK sera = AC; 
il ne s'agira plus que de décrire du centre 4, avec ce rayon 4А, 
un cercle qui donnera, par son intersection, le point C ou C: 
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ion a ainsi les deux solutions du problème, qui serait absurde si 
l'arc décrit avec le rayon AK était entièrement au dehors du 
cercle ФЕ, 

IX. Proposons-nous de couper une ligne CA (fig. 103) en 
deux parties telles, que la plus grande BC soit moyenne pro- 
portionnelle entre l'autre partie AB et la ligne entière 4C; 
c'est ce qu'on appelle couper la ligne AC en moyenne et extréme 
raison. La proportion 4B : BC :; BC: AC ne peut faire 
connaitre BC, parce qu'elle contient une2* inconnue 447 ; mais 
augmentant chaque antécédent de son conséquent (n? 73, 1°.), 
comme AC = 4B + 2С, ona АС: BC :: BC4- АС; ACou 
AC — ВС(ВС + АС); il s'agit donc de déterminer sur 4C 
un point В tel, que .4C soit moyen proportionnel entre BC et 
BC+ AC; čest ce qui aura lieu si l’on construit un cercle 
dont {С soit la tangente, BC+ AC la sécante entière, et BC 

la partie extérieure (par conséquent 4С la partie interceptée 
dans le cercle). Élevons en 4 la perpendiculaire RS : АС, 
menous l'hypoténuse DC; nous avons 4C? = С "» CF 
= CE < (CE + CA); donc CE est la longueur inconnue 
qu'on doit porter de C en B; B sera le point demandé (*). 

X. Inscrire un triangle def dans un autre ABC (fig. 105), 
c.-à-d. le placer comme DEF, de sorte que d tombe en D sur le 
côté AC, ete. En supposant le problème résolu, et traçant par 
les points EFB une circonférence, ainsi que par ADF , on voit 
que le segment FOE est capable de l'angle donné 2, et le seg- 
ment FOD capable de l'angle 4 (n? 212, 1V). Décrivons doncsur 
Je et fd des segmens capables de B et 4. La base AB est donnée, 


(*) Ou peut encore opérer comme il suit ( fig. 104). On a trouvé 
AC» == BC + AC x BC—RC x (BC -- AC) = BC x Вр, 


en prolongeant la ligne AC de CD = CA. E étant le milieu de DC, on ais.. 
ВС= ВЕ — EC, BD = ВЕ +. EC; le produit change notre équation en... 
AC? = BE: — EC; ainsi AC, ВЕ, EC sont les trois côtés d'un triangle ree- 
tangle EFC. On mènera donc CF égal et perpendiculaire à АС; tirant l'hy- 
poténuse EF'et la portant de E en В, on aura le point B. Cette construction 
s'applique avec élégance au théorème n° 240. 
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et formeune double corde dans les deux cercles. Si donc, d’après 
le problème VIII, on décrit en f la corde ab = 48, il ne res- 
tera plus qu'à mener les lignes ad, be prolongées en c, etl'on 
aura le triangle abc= АВС, par conséquent on connaîtra les 
points D, E, F, puisque BE — be, etc. Comme on peut mener 
la corde ab de deux manières, le probléme a deux solutions. 


Des Polygones. 


230. On nomme Polygone toute figure 4B CD EF (fig.106) 
terminée par des droites. Le Quadrilatére a 4 côtés, le Penta- 
gone 5 , 'Hexagone6 , V Ociogone 8, le Décagone 10, le Dodé- 
cagone 12, le Pentédécagone 15, eic. Le nombre des angles est 
le méme que celui des côtés ; car tant que le polygone n’est pas 
fermé, chaque côté qu'on trace fait un angle de plus, et la 
figure reçoit un côté de plus qu'elle n'a d'angles; enfin le côté 
qui ferme le polygone fait deux angles. + 

Une Diagonale est une ligne 40 (fig. 118) qui traverse le 
polygone d'un angle à l'autre. La diagonale ÆC sépare le 
triangle ABC du polygone 45CD... de n côtés, et réduit la 
figure à 4CD EF de n—1 côtés. Chaque diagonale menée de 4 
sépare de méme un nouveau triangle, et réduit le polygone à 
avoir un côté de moins; enfin, lorsqu'on n'a plus qu'un quadri- 
latere 4DEF, la seule diagonale 4E le partage en deux trian- 
gles. Ainsi ily avait d’abord autant de diagonales que de triangles 
et de cótés supprimés ; mais pour la figure de 4 cótés, une seule 
diagonale donne 2 triangles; donc le nombre de diagonales 
qu'on peut mener d'un méme angle А à tous les autres estn—3; 
celui des triangles est n — 2. 

Tous les angles de l'hexagone 48 CD. ... sont Saillans ; 
l'angle À (fig. 107) est Rentrant (n° 172). 

231. Pour construire un polygone dont toutes les parties 
soientdonnées, aprèsavoir pris sur une droite indéfinie (fig. 106), 
une longueur 4B égale à l'un des côtés, on formera en < et B 
deux augles ВАЕ, ABC égaux à ceux qu'on sait devoir être 


WWW.rcin.c 


g К ) 
‚Ый „4. 


POLYGORSES, 277 


adjacens à 4B ; puis on prendra sur BC et AF les longueurs 
données, et ainsi de suite. 

Après avoir ainsi tracé les côtés FA, АВ, BC, CDet DE, 
le côté FE, destiné à fermer l'hexagone, est déterminé, ainsi 
que les angles E et F. Si donc n désigne le nombre des angles 
d'un polygone , 2n sera celui des parties qui le composent, 
2n—3 est celui des quantités qu'il suffit de connaitre pour pou- 
voir le construire. Il y a'donc des relations qui lient entre elles 
ces 2n parties, de sorte qu'on puisse déterminer 2 cótés et un 
angle, d'aprés la connaissance des autres parties. Ce probleme 
de Polygonométrie ne peut maintenant être résolu ; mais il est 
facile d'assigner la relation qui existe entre les angles. 

232. Si n est le nombre de côtés et D l'angle droit, lu somme 
des angles intérieurs est 2D (n—2), ou fois autant d'angles 
droits que le polygone a de cótés moins deux. Car menons d'un 
point quelconque intérieur O (fig. 106), les lignes O4, OB 
OC...; elles formeront autant de triangles ОАВ, OBC.... 
qu'il y a de cótés. La somme de tous les angles est donc deux 
droits, répétés autant de fois qu'il y a de côtés, ou 27D. 
Mais la somme des angles en O vaut quatre droits : donc on a 
2nD — 4D. C'est aussi ce qui résulte de ce que ces angles sont 
la somme de ceux des (n — 2) triangles en lesquels le polygone 
est décomposé par ses diagonales (fig. 118). 

233. Les quatre angles d'un quadrilatère valent donc quatre 
droits. Si cette figure a deux de ses côtés parallèles 4a, HA (fig. 81), 
on la nomme 7'rapèze ; c'est un Paraliélogramme (fig. 108), si 
les quatre côtés sont parallèles deux à deux. On sait d'ailleurs 
(n? 193), que la diagonale BD partage tout parallélogramme 
en deux triangles épaux 4BD, BCD ; que les angles opposés 
sont égaux J = C, В == D; que les côtés opposés sont égaux. 
Réciproquement, si 4B== DC et AD = ВС, la figure ABCD 
est un parallélogramme. Les diagonales 4C, BD se coupent 
mutuellement eu deux parties égales; cela résulte de l'égalité 
des triangles 40D et BOC. 

Le Rhombe ou Lozange est un parallélogramme (fig. 109 ) 
dont les quatre côtés sont égaux. П est visible que les diagonales 


rcin.org.pl 


278 GÉONÉTRIE. 

AC et BD sont à angle droit, parce que les quatre triangles 
AOD, AOB, DOC et DOC sont égaux. Réciproquement, 
si 40 — OC ct DO == ОВ , la figure 4BCD est un parallélo- 
gramme, qui devient méme un rhombe, lorsque 4C et BD 
sont à angle droit. 

Enfin, si le parallélogramme 4BCD (fig. 110) a l'un de ses 
angles 4 droit, l'angle opposé C, qui lui cst égal, sera aussi 
droit; il en est de méme des autres B et D, puisque réunis 
ils valent deux droits, et qu'ils sont égaux ; la figure a donc 
ses quatre angles droits. C'est pour cela qu'on nomme Rectan- 
gle le parallélagramme qui a ses angles droits. Les diagonales 
AC, BD sont égales. 

Si 48 = AD, le rectangle s'appelle Carré ; le carré a donc 
les quatre cótés égaux et les quatre angles droits, 

234. La somme des angles extérieurs САВ, HBC... (fig. 111), 
formés en prolongeant dans un méme sens les côtés d'un poly- 
gone , vaut toujours quatre angles droits. En effet, les angles 
extérieurs sont supplémens des intérieurs adjacens : mais l'angle 
AOB est supplément des angles O4B + OBA; de méme 
BOC l'est de OBC + OCB, etc; donc la somme des angles 
en О ou quatre droits, est la somme des supplémens des angles 
ABC, BCD... du polygone: c. у. f. d. 

235. Les polygones qui ont les cótés égaux et les angles 
égaux sont appelés Réguliers. Un cercle qui touche tous les 
côtés d'un polygone est appelé Inscrit ; le cercle est Circonscrit 
quand il passe par les sommets de tous les angles. 

On peut toujours inscrire et circonscrire un cercle à un poly- 
gone régulier ABCDEF (fig. 112). 1°. En effet, divisons les 
angles 4 et B en deux parties égales, par les lignes 40 et BO, 
et du point O de concours menons OC. Le triangle 45 0—B OC, 
car 4B —— ВС; le côté OB est commun, et l'angle 4BC a été 
divisé en deux parties égales: donc O4 — ОС== ОВ. On prou- 
vera de méme que OB = ОР = ОС, etc. 

On voit donc que le point O est le centre du cercle cir- 
conscrit au polygone ; que les lignes menées de ce centre aux 
angles sont égales ; qu'elles divisent ces angles en deux parties 
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egales ; qu'elles forment des triangles isosceles 405, ВОС... 
Enün que Jes angles au centre AOB, ВОС..... sont égaux 
entre eux. 

29. Les cordes 4B, BC.... étant à la méme distance du 
centre О, les perpendiculaires OG, OT... sont égales (n°208); 
si donc on écrit du centre O avec le rayon OG une circonfé- 
rence , elle touchera tous les côtés du polygone en leur milieu 
Сш. 

236. Nous savons donc circonscrire et inscrire des circonfé- 
rences à un polygone régulier donné. Le probléme inverse con- 
siste à inscrire ou circonscrire un polygone régulier d'un nombre 
de côtés déterminé à une circonf. donnée : or, il s'en faut de 
beaucoup qu'on sache résoudre ce probléme en général. Nous 
allons exposer les casdans lesquelson peut en trouverla solution, 

Avant, nous remarquerons que, lorsqu'un polygone est ins- 
crit, il est aisé d'en circonscrire un d'un méme nombre de 
côtés, et réciproquement. En effet, soit 4BC.... (fig. 113), 
un polygone régulier inscrit donné; aux points 4, А C.... 
menons les tangentes af, ab, бс... , leur système formera le ро— 
lygone circonscrit demandé; car, les triangles 245, bBC.. 
sont égaux et isoscéles, parce que leurs bases 42, BC..... 
sont égales, et que leurs angles adjacens ont la méme mesure 
(n° 211, 4°.) : doncaB— Db b C Cc... , , l'angle а===с. 2. 

On pourrait aussi (fig. 112) mener des tangentes par les mi- 
lieux g, г, k... des arcs 4g B, ВЕС, CkD...; abcdef formerait 
le polygone demandé : car les côtés étant parallèles à ceux du 
polygone inscrit, les angles sont égaux (n° 192, 3°.) : de plus, 
l'angle GOT est divisé en deux parties égales par OZ, puisque 
В est le milieu de l'arc gi. D'un autrecóté, le triangle gOb=b Oi, 
et Ob coupe le méme angle „О? en deux parties égales : ainsi 
les trois points O, B, b sont en ligne droite. Ilen est de même de 

4 2 OB BC OB 
О, Cetc,deO, Detd.. ‚Оп a donc 77- EDO LUCR v 
d’où ab == bc, puisque 4B = BC. Eta ainsi des autres côtés. 

Cette double construction serait assez pénible : il est prefé- 
rable de mener une seule de ces tangentes ab (fig. 112), de la 
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conduire jusqu'aux rayons O4, OB prolongés, puis de décrire 
du rayon Оа une circonférence , sur laquelle on porte ab autant 
de fois qu'il y a de côtés. 

Réciproquement , si le polygone circoascrit abcdef est donné, 
on mènera du centre О les lignes aO, 50... , puis par les points 
4, B... , où elles coupent la circonférence , on décrira lescordes 
AB, BC...., et le polygone régulier sera inscrit. 

237. Puisque la somme des angles au centre est 4D, chacun 
4D 
^n 
de côtés du polygone. 

L’angle au centre du triangle équilatéral est donc $ D, 

Celui du carré est D, du pentagone régulier $ D, 

De l'hexagone ? D, du décagone 2 D, etc... 

La somme des angles à la circonférence (n? 232)est 2 D (n—2); 
2D (n—2) 

n 


vaut — lorsque le polygone est régulier, n désignant le nombre 


chacun vaut donc ‚ Ainsi l'angle du carré est droit; 


celui беречавено régulier est ? D, de l'hexagone D, du dé- 
cagone ? D.... 


Chaque côté AB, BC... soutend un arc = =, C désignant 


la circonférence. 

238. Le côté FE de lhexagone régulier inscrit est égal au 
rayon OF (fig. 114) : car l'angle FOE est le 6° de 4 droits, ou 
O — iD; les angles égaux E et F du triangle isoscèle ОКЕ 
valent ensemble 2D — $ D ou 1 D : chacun vaut donc 5 D, et 
le triangle ОРЕ a ses trois angles égaux; d'ou FE == OF. 

Si l'on joint les angles de deux en deux , on aura le triangle 
BDF équilatéral inscrit : comme EO = EF = le rayon À, 
OD EF est un rhombe, les diagonales sont à angle droit (n? 233), 
et ТО==ЕГ== R; ainsi (0° 221, 4°.) 


ЕГ== y ( КО* —IO')— V(R IR) =RY i 


d'où FD == Ry 3. C'est le côté du triangle équilatéral inscrit. 
En divisant en 2, {, 8... parties égales les arcs 4B, ВС... 
on aura les polygones inscrits de 12, 24, 48... 3 >< 2' côtés. 
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239. Puisque (n° 232) l'angleau centre du carré (fig. 110) est 
droit, pour inscrire un carré dans un cercle 4BCD, on mè- 
nera deux diamètres perpendiculaires .4C, BD , et l'on joindra 
leurs extrémités. On voit, en effet, que la figure ABDC a les 
quatre angles droits et les cótés égaux. On a 


AD'—DO*-4- 40' —2aR*'; d'où A4D-—Hya. 


Puisque 40 = V/2, on voit que la diagonale du carré est in- 


commensurable avec son côté (n? 63). 

On sait donc inscrire les polygones de 4, 8, 16... 2i côtés. 

240. Soit 4B (fig. 115) le cóté du décagone régulier inserit, 
Vangle О au centre est $ D (n? 237); les angles égaux О 48, 
OBA réunis valent 2D — 2 D ou $ D; donc chacun vaut 2 D, 
c.-à-d. est double de O. Pour trouver le rapport de 4B au 
rayon 40, divisons l'angle B en deux parties égales par la 
droite CB; l'angle 4BC = О = CBO, indique que le triangle 
ОВС est isoscèle, d’où OC— CB. Mais le triangle 4CB l'est 
aussi, à cause de C= 2 D = 4; ainsi СВ = АВ = ОС. Or, 
AC _ AB AC _ AB 
OC Ob'° AB 40 
moyen proportionnel entre 4C et 40; d’ailleurs, CO ou 
AB< АО donne aussi 4C< АВ: donc (n? 229, IX) 

En divisant le rayon en moyenne et extréme raison , la plus 
grande partie sera le cóté du décagone régulier inscrit. 

AB—BF donne AF pour le côté dupentagonerégulier inscrit. 
On pourra aussi inscrire les polygones réguliers де 20, До... 9><2! 
côtés. Et comme les côtés de l’hexagone et du décagone sou- 
tendent des arcs qui sont le 6° et le 10° de la circonférence С, 
la différence de ces arcs, ou } C — Ce С, est soutendu 
par le cóté du polygone régulier de 15 cótés, et de là ceux de 
Зо, 60.... 15 >< 2! côtés. 

Tels sont les polygones réguliers qu'on sait inscrire, et 
qu'on peut comprendre dans la formule aX 2', a étant l'un 
des quatre nombres 3, 4, Set 15, et £— 0, ou un nombre 
entier et positif quelconque. Quant aux autres polygones , on 


on a (n? 224) , ou le côté 4B 


І 
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se contente, faute de mieux , de diviser, entátonnant, la cir- 
conférence en un nombre convenable de pa'ties égales. On ré- 
sout aussi le problème à l’aide du compas de proportion et du 
rapporteur ; mais comme ces instrumens sort eux-mêmes cons- 
truits par tâtonnement, on ne peut regarder ces procédés 
comme géométriques. La division de la cirronférence en par- 
ties ép 'ales est surtout importante pour m. ]es instrumens 
propres à la mesure des angles. ( Voy. la Géom: du Compas, 
par Mascheroni.) Comme la trisection de l'angle complèterait 
cette opération (n° 212, lII), on s'est long-temps, mais en 
vain, efforcé de trouver la solution de cette question. Elle est 
maintenant démontrée impossible par le secours de la règle et 


du compas seuls (n° 464 , I). 


241. Nous terminerons par l'exposition de quelques pro- 
priétés des quadrilatères inscriptibles au cercle. 

I. On a, dans le quadrilatère 45CO (fig. 116), 4 + C—2 
droits, puisque les angles 4 et C embrassent la circonférence 
entière (n? 211); de méme В + О — 2 droits. Ainsi, dans 
tout quadrilatère inscriptible au cercle, les angles opposés sont 
supplémentaires. 

Réciproquement, si 4 ~- C= B + О = 2 droits, le quadri- 
latere 48 CO est inscriptible au cercle, puisque si la circon- 
férence passant par 40С, ne passait pas ер В, l'angle В' ne 
serait pas le supplément de O (n? 213). 

Donc on peut toujours circonscrire un cercle à tout rectangle 
ABCD (бр. 110); les diagonales BD, AC sont les diamètres. 

II. Dans tout quadrilatère inscrit ABCD (fig 117), le pro- 
duit des diagonales égale la somme. des produits des côtés 
opposés. Car, menons CK qui fasse l'angle KCD = BCO; 
d’où ВСК = OCD, en ajoutant OCK aux deux membres : 
or, l'angle BAC = BDC (n? 211); ainsi les triangles ВАС 
et XCD sont semblables. De même l'angle CBK = CAD, et le 
triangle CBK est semblable à CAD. Donc ona 


KD __ AB. BK — AD 
сБ" AC" BC" AC 
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d’où KD X АС= ABo« CD, BK Xx AC— АР >< ВС : ajou- 
tant ces éq., il vient enfin 4CX BD=—ABXCD+ADXBC. 

ПІ. Si des points 4 et B (fig. 108), on abaisse sur la base DC 
du parallélogramme 48 CD les perpendiculaires 4E, BF, 
les triangles 4DC, BDC donneront (n? 222) 


AC — AD^ +DC—2DCXDE, 
BD = ВС + DC -- 3DC x CF. 


En ajoutant ces équ., comme DE = CF'et 4B = DC, опа 
BD’ + AC = AD* -- BC + DC'+ АВ”. 
Ainsi, dans tout parallélogramme , la somme des carrés des 


diagonales est égale à la somme des carrés des côtés. La pro- 
position est d'ailleurs évidente pour un rectangle (n? 221, 4°.). 


Des Figures semblables et de la Circonférence. 


242. On dit que deux polygones (fig. 118) ABCDEF, abcdef 
sont semblables, lorsqu'ils sont formés des triangles T et t, 
T' er v, T" et t ...., respectivement semblables et disposés 
dans le méme ordre. 

Sur une droite donnée ab, homologue à 42, il est aisé de 
décrire un polygone abcd.... Me À ABCD... On fera 
d'abord / semblable à 7, ce qui ne présente aucune difficulté 
(n? 218); puis /' semblable à 7", sur ac homologue à 4C, etc. 

Les polygones semblables ont les angles égaux et les côtés 
homologues proportionnels. Car les triangles semblables 7' et 
t ont l'angle B =b, ainsi que langle BCA = bca; de plus 
(n* 218), LE LS sc. De méme T” et t ont l'angle 

ab be ac 


ACD — аса; d’où l’on voit que l'angle BCD = bcd : en outre, 


TT On prouverait de même, à l’aide de 7" et 
" , Ё CD DE 
t", que l'angle СО. Ре cde, et que Pw. Ue 


Réciproquement, si les polygones ont les angles respectivement 
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égaux, et si de plus AB = ВС _® == etc., les pol 

Р b ЕЕ ., potrgones sont 
semblables ; car B zz 0, et les côtés qui comprennent ces an- 
gles sont proportionnels, par hypothése; d'ou il suit (n* 219) 


que 7'et t sont semblables, et de plus, E: Же , et l'angle 
с ас 


ВСА = іса. Retranchant ces angles de BCD = фса, il reste 


, вс CD 
l'angle 4CD —acd; et = 
angle 4C acd; et comme on suppose que ETT 


AC Ch. BC » 
опа ——— == р, à Cause du rapport commun, Pes c qui 
prouve que 7” est semblable à г; et ainsi de suite. 

1°. Les polygones réguliers d'un méme nombre de côtés sont 
des figures semblables, puisque leursangles sont respectivement 
égaux, ainsi que leurs côtés (n° 235). 

2°. Si aprés avoir conduit les diagonales des angles 4 et a 
(fig. 119), on a des triangles semblables chacun à chacun, lesan- 
gles sont égaux , et les cótés homologues proportionnels : donc, 
si l'on méne les diagonales d'un autre angle tel que E, e, les 
nouveaux triangles composans seront aussi semblables. 

3°. Donc deux diagonales homologues quelconques BE , be 
(fig. 119) sont н à deux côtés quelconquesCD, cd, 

BE CD 

de ed’ 

4°. Soient deux polygones semblables 45 C... abc... (fig.139): 
si l'on prend deux cótés homologues quelconques ED, et ed, et 
si, de leurs extrémités, on mène les diagonales à tous les autres 
angles, on formera des triangles respectivement semblables, 
EDF à edf, ЕРА à eda, EBD à ebd, etc... ; car les angles 
des polygones sont égaux, et les diagonales homologues sont 
proportionnelles aux côtés. 

5°. Lever un plan n’est autre chose que construire des poly- 
gones semblables à ceux que forment, sur le terrain, les 
droites qui joignent des points dont la situation respective 
est connue. Pour cela, on mesure sur le terrain un nombre 
suffisant de parties; puis on décrit ensuite, sur le papier 


savoir, 
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(n° 218....), d’autres triangles semblables à ceux qui com- 
posent les polygones dont il s'agit. 

243. Si, dans deux polygones sernblables (fig. 319), on mène 
deux droites Gh, gh, placées sernblablement , c.-à-d. cou 
pant les côtés BC, bc en parties proportionnelles, ainsi que 
FE et fe, les longueurs GH, gh seront dans les rapports des c6- 


G BC 
tés, ou SR _ be et feront des angles égaux avec ces côtés, En 


effet, soit pris sur BC et bc des points Het h, tels qu'on ait 
HC CB CE 
he — «b ce 
hce seront semblables (n°219) puisque, l'angle HCE = hee. 11 
s'ensuit que l'angle ЕНС = ећс et = ас = 4 

Maintenant , en considérant les polygones semblables 
АВНЕЕ, abhef, si les points G et g coupent les côtés FE et fe 
proportionnellement, la ligne GH jouira de la même propriété 
que HE. Donc, etc. 

244. D'un point quelconque О (fig. 120), pris dans l'intérieur 
dupolygone 4B C..., menons des lignes O4 , OB... aux som- 
mets Æ DC...; prenons sur ces lignes des longueurs quileursoient 

| . Ол _ Ов | OC 
proportionnelles , ou telles qu'on ait — == ges 
Les triangles O4B, Oab seront semblables, et 4B parallèle à 
ab. En raisonnant de méme pour OBC, Obc, etc. , on verra 
que les polygones 45€... abc. ,. ont les côtés parallèles et 
proportionnels, et par conséquent sont semblables. 

De même, sur les lignes OÙ, Oa, si l'on prend des parties 
OK, Ok proportionnelles aux côtés ae, AE ; puis OF, of pro- 
portionnelles à ab, AB, etc., les polygones КЕС... Kfz... 
seront semblables, comme formés de triangles OKT, Oki, 
ОКЕ) okf..., respectivement semblables. 

245. Les périmètres de polygones semblables sont comme 


—— , et menons НЕ, Ае. Les triangles ИСЕ, 


leurs lignes homologues ; car (fig. 118) on а.......,.... ар 
B BC ср 
= = up le théorème (n° 73, 3°.) donne 
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AB+BC+CD+#... _ AB _ BC 
ab + be-p cd --... аб be 

Enappliquant ceciaux pol ygones réguliers d’un mémenombre 


echtes. ona ABCD... _ АВ _ Ов _ OI 
de côtés, ona 75 7 — TT i 


(fig. 121), parce 
que les triangles OBJ, Obi sont semblables, comme ayant les 
angles au centre égaux (n° 235); ainsi, les périmètres des poly- 
gones réguliers semblables sont entre eux comme les rayons des 
cercles inscrits et circonscrils. { 

246. La circonférence esi la limite des polygones réguliers 
inscrits et circonscrits (n° r13). Chaque côté 4B (fig. 122) d'un 
polygone régulier étant plus court que l'arc ACB qu'il soutend, 
on voit que la circonférence rectifiée est plus longue que le pé- 
rimétre de tout polygone inserit. De plus, prenant C au milieu 
de l'arc BCA, on ala corde 4B < AC + CB, ce qui fait voir 
qu'en doublant le nombre des cótés d'un polygone inscrit, le 
périmètre approche de plus en plus de la circonférence, sans 
cesser d'étre plus petit qu'elle. 

D'un autre côté, l'arc CAL < CE + EL (n? 142) fait voir 
que le périmétre de tout polygone circonscrit est plus grand que 
la circonférence; la tangente 4X est le demi-cóté du polygone 
circonscrit d'un nombre double de cótés (n? 236); et comme 
К А, perpendiculaire à 40, est < l’oblique KE, ona...... 
AK + KC« EC: en doublant le uombre des côtés d'un poly - 
gone circonscrit, le périmètre approche donc davantage de la 
longueur de la circonfér. sans cesser d’être plus grand qu'elle. 

P et p étant les périmètres de polygones réguliers semblables, 
l'un circonscrit , l'autre inscrit, et R et r les rayons OC, O1 des 
cercles inscrits, опат = = ‚еР—р== k (R—r) (n° 53, 09.). 
Or, P diminue en s'approchant de la circonférence LCB... ,, 
R est constant, et À — г ou CT décroit indéfiniment lorsqu'on 
double successivement les nombres de côtés de polygones P et p 
(n° 209); ce qui prouve que la différence P — p entre leurs pé- 
rimétres approche autant qu'on veut de zéro, c.-à-d. que ces 
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périmètres approchent indéfiniment de la circonférence, qui 
est toujours comprise entre eux , et qui ne leur est jamais ri- 
goureusement égale : donc, etc. 

243. Les circonférences sont entre elles comme leurs rayons 
ou leurs diamètres. En effet (fig. 121), désignons par C et c les 
circonférences dont les rayons sont ВО =R, bO == г; ‘раг Pet p 
deux polygones réguliers inscrits 4BC.... abc... semblables, 
enfin par Z et z la différence entre chaque périmètre et la cir- 
conférence circonscrite, ou C — P = Z, c — ре 2. On en tire 


ER ESZ: y N EE ALECA 
Ti TT ie aR Кым 


or А, C, ret с restent constans, Z et z varient avec le nombre 
des côtés, et peuvent devenir aussi petits qu'on voudra; donc 
(n? 113) 
E c ЖЛ, ЖО. 
Шол," 

248. Trouver une ligne droite égale à une circonférence d'un 
rayon donné, c.-à-d. rectifier cette courbe. Concevons deux 
circonférences C , c de rayons R, г: nous avons - = ; cha- 

2R эг 
que circonférence contient donc son diamètre le méme nombre 
de fois, que nous désignons par z. Si l’on connaissait ce quo- 
tient: constant x, on aurait donc 
circonférence R = 27А. 

Pour déterminer le rapport constant ж de toute circonférence 
à son diamètre, il faut trouver la longueur rectifiée d'une cir- 
conférence quelconque, ainsi que celle de son diamètre ; puis 
diviser la première par la seconde; le quotient sera le nombre 
x. Pour cela, prenons un polygone régulier quelconque dont 
nous connaissions le périmètre , et les rayons r et R des cercles 
inscrit et circonscrit ; puis concevons un autre polygone régu- 
lier ésopérimètre, c.-à-d., d'un contour égal; et calculons les 
rayons г et ДЇ des cercles inscrit et circonscrit à ce dernier. 

BE — a (fig. 123) est un cóté de ce polygone, HD un dia- 
mètre perpendiculaire, C le centre du cercle BDE; CA=r, 
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CB--R sont les rayons donnés des circonf. :nscrite et circons= 
crite. Menons DB, DE, puis la perpendiculaire CG tombant 
au milieu G de la corde DE ; et par le point G, IG parallèle à 
BE ; IG sera moitié de BE (n? 218). Comme l'angle EDB 
est moitié de ECB, EDB sera l'angle a1 centre, et GI le 
cóté du polygone régulier d'un nombre double de cótés ; 
DF-r, DG—R seront les rayons de cercles inscrit et cir- 
conserit à ce dernier. Oron a DF=!:DA—: + CA), ou 
r=} (R+r); dans le triangle rectangle CGD, DG*—- DC» DF 
n? 521, 2°), ou R^—-Rr', ainsi 7” et А’ sont donnés par les ёди. 
=i (R+r), R=V(Rr). 

Répétant ce calcul sur le polygone JG, on trouvera de méme 
les rayons r” et R" des polygones réguliers isopérimètres d'un 
nombre double de côtés du précédent; puis les rayons", А" etc. 
on aura ainsi une série de résultats 


r, R, r, К, г, В", г", Кл 2, 


dont chaque r est la moyenne arithmétique, et chaque R la 
moyenne géométrique entre les deux termes précédens. Tels 
sont les rayons des cercles inscrits et circonscrits à cette sutte 
de polygones réguliers isopérimètres d’un nombre de côtés 
continuellement doublé. 

Mais F étant au milieu de AD, AF ou DF 7» AC, >r; 
puis l'hypoténuse DC > DG, ou R< R : ainsi r, r,r”... 
croissent, et R, Д’, R".... décroissent continuellement. Ces 
quantités tendent sans cesse vers l'égalité à mesure que les 
côtés deviennent plus nombreux; car AC? — CA = D A’, ou 
R? — г? ==} a", donne 


* 


yu a a 
TARA +T — Br’ 
et a décroit autant qu'on veut, tandis que r augmente. On 
voit donc que si l’on superpose tous ces polygones en faisant 
coincider leurs centres C, D,... les circonf. inscrites s’en écartent, 
et les circonscrites s'en rapprochent de plus en plus. Elles 
finissent par nelaisser entre elles qu'un espace aussi petit qu'on 


н 
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veut, daus lequel se trouve trace le polygone regulier. Que l’on 
ait poussé le calcul des r et À jusqu'à 10 chiffres décimaux 
par exemple, et l'on trouvera enfin deux rayons dont ces dix 
chiffres seront les mèmes : la distance du polygone à ses deux 
circonf. sera nulle dans cet ordre d'approximation, et l'on 
pourra prendre le périmétre de ce polygone pour longueur de 
ces circonf. 

Soit donc a le côté du 1*' polygone de n côtés; na sera son 
contour, et celui de chacun des autres polygones : et si x estle 
vayon des cercles inscrit et circonscrit dans l'ordre de déci- 
males conservées au calcul, ou celui de la circonf. définitive 

na 
—cna, onaura ла = xt, a 

Par exemple le côté de Гехаропе inscrita — 1, le périmètre 

26; R-—i1.r—y (OB Л) (fig. 122), ou r — 4 4/3: on 


en tire successivement les résultats suivans: , 


r = 0,866020 5404 050356 5751 обо 8353 
к= 1 0,056: 1269€ 0.95494. 031i 
= 0,9330: 2502 095455 8550 обуз 433a 
R = 0,96592 5826 олбо 0122 9,9549? 2322 
"= 094946 9261 ^ 0,954384 4436 — o954ga 8325 
R= 0,95;66 2197 49549; 3270 095493 0325 (+) 
Dès qu'on arrive à deux rayons successifs égaux x, ce nom- 
bre est le rayon de la circonf. isopérimètre qui est ——6—25; 


or {x= o, 95492 966» ; ainsi m= 3,14159 2654. On peut obte- 


(*) Le calcul des rayons R est facile par log. ; mais on l’abrége encore par 
le procédé suivant. Soit R— ғ, d étant la différ. des deux rayons entre 
lesquels on veut une moyenne géométrique. R^— v/(r^s--&d]; on а (n9135) 
en extrayant la racine 


d» d 
R= d+id— gy) “с. = V(i+ T) 


Ces formules abrégent les opérations : mais on remarque que si d n'a au plus 
que la moitié des chiffres йе r’, en considérant ces nombres comme entiers, 
d* est < 8 r’ parce que d^ n'a plus que la méme quantité de chiffres дце г’. 
Pour avoir une valeur de R^ approchée à moins de $, on peut donc se contenter 
de R=r'+sd, qui est moyenne arithmétique entre R et r'. Ainsi dés qu'on 
est arrivé à deux valeurs consécutives de R et ;^, dont la moitié à gauche de 
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nir ainsi z avec telle approximation qu'on veut. Au reste, nous 
exposerons des procédés plus expéditifs. On obtient 


+ = 3,14159 20535 89793 23345 26433 83270, 
log. т = 0,49214 98726 94133 45435 12682 88291. 


Si dans l'équ. circ. R= 27H, on fait А =}, et —1, il vient 
circ. — 7 , et $ circ. =~ : donc le rapport constant т de toute 
circonférence à son diamètre exprime aussi la circonf. dont 
le diamètre est un, et la demi-circonf. qui a un pour rayon. 

Si on limite la valeur à r = 3,142... on trouve qu'on peut 
poser ж 2-2? == 3 +. Ce résultat trés simple, dû à Archimède, 
est adopté dans les arts. Advien Métius, en prenant 3, 141593, 
a trouvé т = 222, nombre remarquable en ce que les termes 
sont formés des trois premiers impairs, répétés 2 fois, 113,355. 
Ce résultat ayaut 6 décimales exactes , ne produit pas une er- 
reur d'un centimétre sur une circ. de 18000 métres de rayon 
( т ligne sur 4000 toises de rayon). 

Voici une rectification graphique approchée de la circonf. 
On a prouvé (n** 238, 239) que le côté du carré inscrit est 
RV/2; que celui du triangle équilatéral est A4/3 : la somme 
est A ( V. 24- V3) ou В X 8,14027...., égale, à un demi- 
centième près, à la demi-circonf. rectifiée. Ainsi, après avoir 
inscrit au cercle proposé, par les procédés connus , un carré et 
un triangle équilatéral, on ajoutera le côté de l’un au côté de 
l’autre, et l’on aura, à très peu près, une droite égale à la demi- 
circonférence. 


leurs chiffres est une partie commune, on n’a plus à prendre que des moyen- 
nes arithmétiques. C'est ce qui arrive ci-dessus au nombre marqué (*) et à 
tous les. suivans. Alors il n'est plus nécessaire de calculer ces moyennes suc- 
cassives; car soit т un de ces nombres et m4-4 le suivant, leur moyenne 
est m + $ d m +3 4— 44; et continuant de prendre les moyennes, on trouve 
ше үүт. “у РЗ y mide А. 
3 13 3° x 3738 


nombres dont la limiteest m+ 3 д: telle est la valeur définitive des quantités 
r et R lorsqu'elles sont devenues égales. 
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Lorsque la circonf. C est donnée, et qu'on demande son dia- 
mètre D, de C —« D, on tire 


De — k Ck —0,31831..., log k= 1,50285013. 
т т 


L'arc ACB (fig. 122) étant le n^"* dela circonf., ou l'angle О 
le nime de 4 droits, = son nombre de degrés, on a la propor- 
tion 180°: +R :: æ : la longueur z de l'arc ACB; donc 

т, Шш от 
"286 *v м 


== Ке, et en faisant log À =2 24185737. 


IL. DES SURFACES. 


Aires des Polygones et du Cercle. 


249. Une Aire est l'étendue comprise entre les lignes qui 
terminent une figure fermée. Les aires Equivalentes sont celles 
qui sont d'égale étendue , sans qu'elles puissent coincider par 
la superposition. 

Deux rectangles 4EFD, acfd (fig. 12) sont égaux lorsque 
leurs bases sont égales et que leurs hauteurs le sont aussi. ou 
AD — ad et АЕ ас: on voit en effet qu'on peut faire coinci- 
der l'une de ces figures avec l'autre. Mais si l'on compare 
leparallélogramme 4BCD au rectangle ДЕЕР, on les trouvera 
simplement équivalens, parce que le triangle 4EB— DFC. 

Les parallélogrammes ABCD, abcd, qui ont des bases égales 
el des hauteurs égales sont équivalens, puisqu'ils équivalent 
aux rectangles égaux 4DF' E, adfe. 

Soit un triangle АВС (fig. 125); menons CD et BD paral- 
lèles à 4B et АС, les deux triangles АСВ, BCD sont égaux : 
ainsi, tout triangle est la moitié d'un parallélogramme de 
méme base et de méme hauteur. De sorte que tous les triangles 
ACB, AEB, AFB..... , qui ont méme base 447 et leurs 
sommets sur CF parallèle à 4B, sont égaux. 


250. Comparons maintenant deux parallélogrammes quel- 
conques. 


19 . 
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1?. Les rectangles de méme base sont comme les hauteurs. 
En effet, si les deux rectangles 48 CD — R, abcd —r (fig. 126) 
ont les bases £B et ab égales, et que les hauteurs 4D = Н 
et ad = h soient commensurables, il у aura une longueur ax 
рге, m fois dans H et n fois dans л, et l'on aura (n? 156) 


z == 7, En menant par le points de division 2, z', y, у'...: 


des Fo PAN aux bases, les rectangles R et г seront partagés, 
l'un en m, l'autre en n rectangles égaux , et l'on aura 


Si les hauteurs sont incommensurables, partageons de méme 
A D en parties égales Æx, x'y"......, et portons l’une sur ad 
en ха, zy. ...; Soit i le point de division le plus voisin de d: 


al ai 
en menant 77 К à dc, 19 i à cause de la cominensu- 


h ER... 

rabilité , ou TUR —g4*jH - , donc on à = p Puisque di 
et id sont aussi 1 qu'on veut, et que r,R, h, H sont cons- 
tans (n? 113). 

2°. Les rectangles sont entre eux comme les produits des 
bases par les hauteurs. Car (fig. 127) soient des rectangles 
AC, ac dont les bases sont 48 = B, ab — b : portons l'une 
de ces figures sur l'autre, en faisant coïncider l'un de leurs an- 
gles droits, ce qui déterminera les rectangles 4K =r, et 
AH —R', de méme hauteur 47 ; R' ayant méme base 4B que 
le AT AC=R et méme айдат AT que r, on a done 


в нк BALD К ОУ, 
‚Ад! 10%: b’ r h` 


3°, Les mêmes théorèmes ont également lieu pour les paral- 
lélogrammes, puisqu'ilssont équivalensaux rectangles de même 
base et de méme hauteur. Donc Zes parallélogrammes sont en- 
tre eux comme les produits des bases par les hauteurs. 
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251. Mesurer une aire, c'est chercher le nombre de fois 
qu'elle contient une autre aire donnée. Prenons pour unité de 
surface, le rectangle abcd, pour mesurer le rectangle 45 CD 


B Н У 
(fig. 128); puisque mad р> y o portera la base ab sur 


AB, afin de savoir combien l'une est contenue dans l'autre: on 
en dira autant des hauteurs ad, AD; ensuite on multipliera 
ces nombres de fois; puisque 3»«4—12, R contient ici 12 fois r. 

Comme les bases et les hauteurs pourraient ne pas se conte- 
nir exactement, on dit plus généralement que la mesure d'une 
aire ABCD (fig. 127) est son rapport avec une autre abcd 
prise pour unité (n** 36, 71); cette mesure est le produit du 


rapport ^. des bases par celui 4 des hauteurs. Il en est de 


b 


méme de tout parallélogramme. D'oà il résulte que si Z repré- 
sente le nombre abstrait у t l'aire du parallélogramme est 


l fois celui qui est l'unité de la surface. 

Si l'on prend pour unité d’aire le carré abcd (fig. 128) dont 
le côté est l'unité linéaire, on a b = h— 1, d’où R= БН. 
BH «st le produit abstrait des nombres d'unités linéaires con- 
tenus dans B et H; soit encore ce produit ВН — Г, єди. re- 
vient à R= 7 fois le carré pris pour unité d’aire. Ainsi, l'aire 
d'un parallélogramme est le prodnit. des nombres de fois que 
l'unité linéaire est contenue dans sa base et dans sa hauteur, ce 
qu'on exprime d'une inanière abrégée, quoique incorrecte, en 
disant que l'aire d'un parallélogramme est le produit de sa base 
par sa hauteur. 

La mesure de l'aire 48CD (fig. 110) du rectangle qui a ses 
côtés égaux est BCX BC; Yaire du carré est donc la seconde 
puissance de son côté. C'est pour cela que les mots carré et se- 
conde puissance sont regardés comme synonymes. 

25». Tout ce qui a été dit précédemment du produit des li- 
gues évaluées en nombres , doit se dire aussi des rectangles qui 
ont lurs côtés pour facteurs. Par ex., la proposition (n° 228) 
peut s'énoncer ainsi: Le carré construit sur la tangente est égal 
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au rectangle qui a pour base la sécante entière, et pour hau- 
teur sa partie extérieure ; et ainsi des autres. 

Le caractère essentiel des démonstrations géométriques est 
de réunir la rigueur du raisonnement à une clarté comparable 
à celle des axiomes. On ne doit jamais y perdre de vue les ob- 
jets comparés : ainsi ces théorémes n'ayant été obtenus que par 
des calculs fondés sur la théorie des lignes proportionnelles , 
nous donnerons ici une démonstration directe des trois propo- 
sitions fondamentales , relatives au rapport des aires. Les au- 
tres en dérivent ensuite sans efforts, ainsi qu'on peut s’en con- 
vaincre en les reprenant tour à tour. 

253. I. Construisons (fig. 129) sur la ligne AC — AB + BC 
les carrés AF et AJ: il est visible que l'aire 4I — AF + FI 
+ EH + CF, ouzz AF + FI -- aCF, parce que les rectan- 
gles EH et CF sont égaux. Comme ИЕ est le carré de 45, 
FI celui de ВС, on retrouve ainsi la proposition 

(at b) =a лаф 4-0, 
a et b étant des lignes, et a°, b°, ab des aires. 

Pareillement 4F—.41-- FI—2ET, à cause de BID—BI—FI 

et de EI ВІ : on retrouve donc aussi 
(a— by za — зай + 5. 

254.11. Soit un triangle.42 C (fig. 130)rectangle en 4; décri- 
vons des carrés BF, BG, АЕ sur ses trois côtés ; puis menons 
les obliques МЕ, ВЕ et la perpendiculaire 4L sur l'hypoté- 
nuse BC. Les triangles ACF, BCE sont égaux ; car leurs an- 
gles en C se composent de l'angle commun В CA plus d'un an- 
gle droit ВСЕ ou АСЕ; d'ailleurs, les côtés adjacens sont 
BC— CF, 4C- CE, côtés des carrés. Mais ces triangles sont 
les moitiés des rectangles CD, AE, puisque les bases commu- 
nes sont CF, EC, et que les sommets 4 et Б sont sur les 
bases opposées DL, BA : donc rectangle CL = AE. On prouve 
de méme que rectangle BL=— BG, et ajoutant ces équations 
ВЕ = AE 4+- BG, ou a? =b- c^; c.-à-d. que le quarré cons- 
truit sur l'hypoténuse est égal à la somme des carrés construits 
sur les côtés de l'angle droit ( comme n? 221 , 4?.). 
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Les rectangles CL et ВЕ de méme hauteur sont entre eux 
CL ou C1 _ єр 


comme les bases DC et BC: ainsi BEBO = ei s? 


encore 
BG _BD а AE | Ср 
ВР BC BG Вр 

Ces propositions reviennent à celles du n°221, 2°. et 3°. 

III Si le triangle 4BC n'est pas rectangle (fig. 131) , et que 
l'angle À soit aigu , faites la méme construction que ci-dessus, 
et abaissez BK, CM perpend. sur les côtés opposés. Le méme 
raisonnement prouvera que les. triangles ИСЕ, BCE sont 
égaux, ainsi que les rectangles CL, CK, dont iés aires sont 
doubles de celles des triangles. Ainsi, rectangle CL — CK = 
AE — AK; rectangle BL= B M= G—AM. Or, les triangles 
rectangles #41, AOC sont sem les, à cause des deux côtés 
perpendiculaires qui compren angle égal (n° 205, 8°.), 
d'où 41: 40% AB: AC, X АС= AOX AB, rec- 
tangle 4K= AM. Ajoutant donles rectang. CLet BL, il vient 
БЕ = АЕ + BG — 1324h, ou a? = b* + с — 2b X AI 
(comme n? 222). 

Si l'angle В AC est obtus (fig. 133), la méme construction 
donne encore le triangle ВСЕ = CAF, ЧфФой.............. 
rectang, CL = CK = AE + AK : ou trouve de méme 
BL= ВС + AK; ajoutant, il vient BF — 4Е + DG +34K, 
ou a? zb? + є* + 26 x 41 (comme n° 222). - 

255. Le cóté du carré équivalent à un parallélogramme est 
moyen proportionnel entre sa base et sa hauteur. Car soient. B 
la base, H la hauteur d'un parallélogramme, et x le côté du 
carré équivalent, on a z^ zz BH. D'après cela, pour carrer un 
parallélogramme, ou en avoir la quadrature (n° 251 ), portez- 
en la base et la hauteur (fig. 92), de 7 en C, et de B en D, sur 
une droite; puis, sur le diamètre ВС, décrivez une demi-circon- 
férence BAC, qui coupera en 4 la perpendiculaire D 4 menée 
en D sur BC: la corde В Я sera le côté du carré cherché (n? 227). 
Si la figure douuée est le rectangle CL (fig. 130), en prenant 
BC= DL, оп ale carré CJ = rect. CL. 
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256. L'aire du triangle est la moitié du produit de sa base B 
parsa hauteur Н, ou = + HB, d’après ce qu'on a dit (n° 249). 

1°. Le carré équivalent à un triangle donné est 2° =: BH; 
on а donc la quadrature d'un triangle, en cherchant une 
moyenne proportionnelle entre la hauteur et la moitié de la 
base, c.-à-d. en prenant (fig. 130) BJ) égal à la moitié de la 
base, et BC à la hauteur, et achevant la construction comme 
ci-dessus; BG est équivalent au triangle proposé. 

2°. Les triangles ABF, BIC (fig. 134) qui ont méme hauteur, 
sont entre eux comme leurs bases АЕ, IC. 

Pour couper par une ligne AF un triangle 48C en deux par- 
ties qui aient entre elles un rapport donné, il suffit de parta- 
ger (n? 217, 4°.) la ba C en deux segmens 4F, FC qui 
soient dans ce rapport, ^o BF. 

257. Soit un polygone ABDE _. (fig. 135) ; menons 4D 
et sa parallèle BC, qui re e en C le côté ED prolonge ; 
enfin, ürons.AC. Le triangle peut être remplacé par ACD, 
qui lui est équivalent; ainsi l'#exagone 4BDEFG est équiya- 
lent au pentagone 4CEFG. 

En appliquant de nouveau cette construction à ce pentagone, 
on le changera en un quadrilatère, puis en un triangle, et en- 
fin, si l'on veut, en un carré. On sait donc réduire tout poly- 
gone à un triangle , ou à un carré équivalent. 

258. L'aire d'un polygone s'obtient en le décomposant en 
triangles, et cherchant l'aire de chacun. Si le polygone est ré- 
gulier comme ABCD. . . (fig. 112), l'aire est égale au périmètre, 
multiplié par la moitié du rayon OG du cercle inscrit, qu'on 
nomme Æpothème. Car n étant le nombre des côtés, on pren- 
dra n fois l'aire 4OB d'un des triangles au centre , savoir, 


nX AB xi ОС = pérunètre X 5 ОС. 


259. L'aire du trapéze AHal (fig. 82) est le produit de sa 
hauteur par la moitié de la somme de ses bases parallèles, ou 
par la ligne menée à distance égale de chacune. En effet, me- 
nons 4С parallèle à ah, puis Ee par les milieux de 4H et ah; 
Ee sera parallèle à Hk (n° 220, 4°.). Or, l'aire du parallélo- 
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gramme 4 Cha est leproduit de sa hauteur par С^ ou Ве: celle 
du triangle АНС est le produit de cette méme hauteur par 
? HC ou EB; ainsi Vaire 4Hah est le produit de la hauteur 
commune par Ее, ou par AC + : HC, ou enfin par; (4a4-H}). 
(Fayez, pour l'aire du quadrilatère, п" 518, У; et 364, VI.) 

260. l'aire (fig. 112) du trapeze 4Bba = $ Gg X (4В+аб). 
En multipliant 42 etab par le nombre des côtés des polygones 
réguliers 4BCD....., abcd..., on obtient leurs périmètres 
P et p. Ainsi, la différence de leurs aires est = t Gg (P + p). 
Comme Gg tend sans cesse vers zéro, lorsqu'on fait croître 
le nombre des côtés, et que > (Р-р) approche de plus 
en plus de la circonférence, cette différence peut être rendue 
aussi petite qu'on veut. Ainsi, l'aire du cercle est la limite des 
aires des polygones réguliers inscrits et circonscrits (n° 113). 

L'aire C d'un cercle de rayon R est le produit de la moitié du 
rayon par sa circonférence, ou du carré du rayon par le rap- 
port x de la circonférence au diamètre. En effet, soient «l'excés 
de l'aire du polygone circonscrit sur celle du cercle, p la cir- 
conf., et 8 l'excés du périmètre du polygone sur la circonf.; 
l'aire de ce polygone, ou C + à est donc (n° 258)— 4R (p 4-8). 
Comme les variables zet 8 decroissent indéfiniment (*), on com- 
parera les termes constans {n° 113), et l’on aura, à cause de p 
—92# Н (n° 248), 


cercle C= 1 pR = circonf, X 5 П = e. 


Soit D le diamètre, on a cercle — is D°, ou à peu près = 
D x5 D. 


(*) Observons qu'on aurait été conduit ап même résultat, si, raisonnant 

d'une manière analogue, mais inexacte, on eût négligé les termes «et 8, qui 

. doivent disparaître ensuite : c'est ce qui arrive dans la méthode des infiniment 

petits, oà l'on considére la circonférence comme un polygone régulier d'une 

iufinité de côtés ; car alors C est l'aire de ce polygone, et p le périmétre, et 

R 

l'on trouve C= ©З Ce procédé pourrait done être regardé comme parfai- 

tement rigoureux, si l'on s'assurait à priori que les termes ainsi négligés sont 

infiniment petits. Consultez, à ce sujet, les Réflexions sur la Métaphysique 
{и Caleul infinitésimal, par Carnot. 
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Lorsque l'aire C du cercle est donnée, le rayon 
C "YR 
Rz y = =y kC, À zi = 0,431831, log. k — 1,50285013. 


Un rectangle qui a pour base la demi-circonférence rectifiée, 
et pour hauteur le rayon, est égal au cercle; on a ainsi la so- 
lution approchée du fameux probléme de la guadrature du 
cercle. Pour le résoudre rigoureusement, ce qui est à peu près 
inutile, il faudrait trouver la valeur exacte de 7. 

261. L'aire du secteur AOBI (fig. 136) est le produit de la 
moitié du rayon par l'arc AlB; en effet on a 


AOBI — AIB cercle 
———, AOÛT = д == 4 
ЧОРТ. = тру ^4 st 2< 418, ou Rx AIB. 
La longueur de l'arc 4/8 est connue (page 291) : ainsi 


Secteur == LE = d * — he, log h = 3,9408473. 


l'arc A47B étant le лт de la circonf., et 2 son nombre de 
degrés. 

L'aire du segment ALBI est égale à celle du secteur, moins 
le triangle AOBL (n° 364, VII). 

Aux arcs semblables et concentriques 4BD, abd (fig. 168), 
circonscrivons des portions de polygones réguliers; le système 
de ces trapèzes formera une aire dont la limite sera 4D Babd. 
Il est aisé d'en conclure que l'aire 4BDabd comprise entre 
deux arcs concentriques est égale au produit de la distance Za 
entre ces arcs, inultipliée par la inoitié de leur somme, ou par 
l'arc a'b'd' décrit à distance égale de l'un et de l’autre (n°259). 

On peut toujours évaluer, par approximation, une aire cur- 
viligne , en la considérant comme un polygone dont les cótés 
sont forts petits, et la décomposant en triangles ou en trapèzes. 
Par ex., traçons dans l'aire a.4Dd (fig. 162) les parallèles équi- 
distantes 4a, il, bB, kK..... dD, que nous désignerons par 
р P'..., pO, et menons une perpend. quelconque a^d' sur 
Aa: Yaire sera ainsi coupée en trapezes , dont les aires sont 


"(р рК, $ (p" + p^) k. .. , k étant la distance de deux pa- 
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valléles. La somme est a4 Ра (1p! +p" 4- p^... -- py 
ainsi l'aire curviligne est le produit de la distance k entre 
les parallèles, par leur somme: diminuée de la moitié des deux 
extrémes. 


Comparaison des Surfaces. 


262. Comparons les aires des polygones semblables. 


I. Les aires de deux triangles semblables ABC, abc (fig. 137) 
sont comme fes carrés de leurs cótés homologues. Car la simili- 
tude donne di =: mais les perpendiculaires BD et bd 
aux bases 4C, ac, forment les triangles semblables 480, abd, 


) AC BD 
d'où = : done gebe: ы (се qui est conforme au 


théoréme 243). Multipliant les deux membres par 12 , оп а 
ACX В0 _ BD АВ: 
Тасі ^ bd аў 707 


IT. Les aires de deux polygones semblables ABCD, abcd, 
sont comme les carrés de leurs lignes homologues ( fig. 118). 
Car la similitude des triangles 4BC, abc (n? 242) donne la 


T — AB" АФ a AB’ 
proportion — = рғ‘ оп а de même — 


Г ^ac aet 
réunissant ces rapports égaux, il vient 
BE EU vc T gib 
Ey uM V а т. 
T „м 4 9e 2 49 727,.. O AROLA OD ia 
н Ф а m а е 
d'oa (a* 38, 3°.) ttt... ab’ abcd 


263. Concluonsde là que, 1°. si l'on construit trois polygo- 
nes M, N et P (fig. 138) semblables, de figures quelconques, 
dont les côtés homologues soient ceux d'un triangle rectangle 


ABC, onaura —— M AM, d'où M N + P 


AB: BC АС” AR — BO+AC 
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or, AB = ВС + AC; donc M=N +P. Cette pro- 
position étend celle du carré de lhypoténuse (n° 254) à 
tous les polygones semblables; de sorte qu'on peut aisément 
construire une figure égale à la différence des deux autres, ou à 
leur somme, ou à la somme de tant d'autres qu'on voudra, 
pourvu qu'elles soient toutes semblables. 

2°, Les aires des polygones réguliers d'un méme nombre de 
cótés sont comme les carrés des rayons des cercles inscrits et 
circonscrits. Ё 

3°. Les cercles C, c sont comme les carrés de leurs rayons 
R, r, ou de leurs diamètres : car soient æ et £ les excès des ai- 
res des polygones circonscrits sur celles des cercles C, c; 
€ + «, c + 8 seront les aires des polygones; 


[TA СЕКА Я о. C.H 
d’où ете аш puis (n 119) шшш, 


Cela résulterait aussi de ce que C=rR", e zr. 


4°. Le cercle qui a pour diamètre l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle est donc égal à la somine de ceux qui ont pour dia- 
mètres les côtés de l'anple droit; de softe qu'il est facile de 
former un cercle égal à la somme ou la différence de tant de 
cercles qu'on voudra. 


264. Deux triangles ABC, abc (fig. 137), qui ont un angle 
égal А — a , sontentre eux comme les rectangles des côtés qui 
comprennent cet angle. En effet, les perpendiculaires BD, bd 

ABC Врх AC 


sur leurs bases donnent (n? 256) EO" GE les 
| BD AB 
triangles semblables 4BD, abd donuent - TIUS 


ABC ABX AC 
donc —— = 


abc ab >< ас’ 


Оп peut à l'aide dece théorème, résoudre les questions sui- 
vantes : 


I. Diviser un triangle ABC (fg. 134) en trois parties égales, 
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par des droites FD, FE qui se joignent en un point donné F sur 
da base AC. Divisons la base en trois également aux points Н 
et / ; comme le triangle CBI est le tiers de CB A (n° 256, 2°.), 
l'air Ф 


CDF LCD 
inconnue CDF = СВІ. Or, on a, = CUI X CF 


CD СІ 

СВ OF’ qui prouve 
(n? 216) que DI est parallèle à BF, et que, par conséquent, 
il faut mener BF, puis ses parallèles HE, DI, et enfin DF,FE. 

II. La méme construction sert à diviser l'aire 45C (fig.139) 
en 4, 5... parties égales par des lignes FÆ, FE', FD', FD: 
il faut couper la base 4C en autant de parties égales. On sait 
donc diviser l'héritage triangulaire 47 C, en parts égales, раг 
des sentiers qui aboutissent à un puits commun F. 

IH. Décrire un triangle £7K qui soit équivalent à АВС 
(fig. 140), dont la base soit ЕГ et le sommet situéen un point 
K dela ligne donnée ЛА. Supposons d'abord que les deux 
triangles AB C, ADF soient équivalens : comme 


ABC Au All AC 
ADF — AD AF 


CE x Of 
donc CD x CF —CB >< CI, ou — 


„Яя... AF 
"тр 46 


ainsi, BF est parallèle à DC (n° 216). Donc si l’on veut cons- 
truire un triangle ZGH— ABC, dontle sommet E soit donné 
la base СН étant dans la direction АН de celle du triangle 
donné, on mènera ED parallèle à 4C, puis DC et sa paral- 
lèle BF, et l'on aura 4DF = ABC: prenant ensuite dans la 
direction 4C, GH= AF, le triangle GHE sera — ABC, et 
remplira la condition demandée. Observez que la méme cons- 
truction s'appliquerait encore au cas où, au lieu de donner le 
sommet Æ, on donnerait la base GH; on pourrait méme 


donner aussi l'angle H : autant de problèmes différens qui sont 
résolus par le méme procédé. 


ona AB x АС= AD» AF, о 


En prenant EG pour base, on pourra de méme transformer 
le triangle ЕСН en un autre ETL équivalent, qui aurait son 
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sommet en J; on aurait changé le triangle АЛС en EIL, le 
côté EI et l Ф ТЕТ, étant donnés, Enfin LK, parallèle à 
EI, coupe la droite donnée NK au point К, * le triangle 
EIK = EIL = ABC résout le probléme proposé. Onfpour- 
rait déterminer le point Ж en se donnant la longueur ZX, ou 
l'angle ЕКІ (n? 212, ТУ), ou toute autre condition. 


Des Plans et des Angles агаг. 


265. De la définition du Plan (n° 154), il suit que, 

1°. Le plan est une surface infinie en longueur et largeur. 

2°. Trois points, ou deux droites qui se coupent, sont tou- 
jours dans un méme plan, et en déterminent la position. En 
effet, on peut visiblement concevoir une infinité de plans qui 
passent par l’une des ое ou par la ligne qui joint deux 
des points donnés, puisqu'on peut faire tourner l'un de ces 
plans autour de cette ligne comme sur une charnière. Mais ce 
plan s'arrétera dans son mouvement, si l'on fixe hors de la 
ligne un point par lequel il doit passer. 

3°, Un triangle est toujours dans un plan. 

4°. Deux parallèles déterminent un plan. 

5°. Deux plans ne peuvent, sans se confondre , avoir trois 
points согатип en ligne droite : ainsi l'intersection de deux 
plans est une droite. 

266. Faisons tourner l'angle droit PAB (fig. 141) autour de 
AB, jusqu'à ce que ÆP fasse, avec une troisième ligne 4C, 
un angle droit PAC; on dit alors que 4P est perpendiculaire 
au plan des deux droites AB, AC. 

Si une droite AP est perpendiculaire à deux autres AB, AC, 
qui se croisent en À, elle l'est aussi à toute ligne AI tracée par 
cc point dans le plan BAC des deux dernières. En effet, éva- 
luons l'aogle P 47: pour cela , joignons les trois points P,C,D 
quelconques, mais tels néanmoins que 4B == AC. Les lignes 
PB,PC seront égales, à cause du triangle PAC= PAB. Ац 
milieu О de la base BC des triangles isoscèles РВС, АВС, 
menons PO, 40, qui seront perpendiculaires sur cette base 
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BC (n? 163, 22); les triangles rectangles PCO, PAC, ACO 
donnent 

РС= po^ + CO'— AP? + 146°, AC=CO'+ 40", 
éliminant С°, il vient PO? — 4P* + 40°; ce qui prouve que 
le triangle РО est rectangle (р. 268). 

Les triangles rectangles POI, APO, AOI donnent 
РРО ОР, PO = АР + 40°, ОГ = АГ — AO; 
d’où PI — 41: + AP"; ainsi l'angle PAJ est droit; PA est 
perpendiculaire à toute droite 4/7, tracée dans le plan MN. 

On conclut de là que, 1°. Jes obliques PC, PB (fig. 141), qui 
s'écartent également de la perpendiculaire AP, sont égales, et 
réciproquement. Cela suit du triangle P4C= РАВ. 

Les pieds 2,E,D,C des obliques égales PB,PE...(fig. 142) 
étant sur une circonférence dont le centre est en 4, on voit 
que, pour abaisser d'un point P hors d'un plan MN une per- 
pendiculaire à ce plan, on marquera trois points E,£,C sur ce 
plan, à égales distances de Р; le centre 4 du cercle passant 
par ces trois points sera le pied de la perpendiculaire. 

2°. St l'on fait tourner l'angle droit PAB (fig. 142) autour de 
son côté AP, l’autre côté AB décrira un plan perpendiculaire à 
AP ; car menant en < le plan MN perpendiculaire à AP , s’il 
ne contenait pas la droite 4B dans toutes ses positions; que 
l'une füt, par ex., 4D hors de MN, le plan DAP qui coupe- 
rait MN selon CA perpendiculaire à 4P, donnerait, dans ce 
plan DAP, deux perpendiculaires C4, DA à AP. 

3°. Par un point Cou À (fig. 142), on peut toujours mener 
un plan MN perpendiculaire à une droite AP, et l'on n'en peut 
mener qu'un seul. Car, soit menée С perpendiculaire sur 4P; 
en faisant tourner l'angle droit PAC autour de 4P, AC dé- 
crira le plan MN dont il s'agit. 

4°. D'un point À ou P (fig. 142), on ne peut mener qu'une 
seule perpendiculaire AP à un plan MN ; elle est la plus courte 
distance du pointP аи plan : plus une oblique s'écarte de AP, 
plus elle est longue. Comme les obliques égales s'écartent éga- 
lement de la perpendiculaire, on peut en effet ramener ces di- 
verses lignes à être dans le méme plan. Si l'on admet , par ex., 
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que ÆI 7» AC, on prendra 4E— АС dans le plan PAJ, et 
puisque РЈ > PE = РС, on en tire PI^» PC. 

5°. Deux plans ME, mn (fy. 143) perpendiculaires à une 
méme droite AP ne peuvent se rencontrer; car s'ils n'étaient 
pas paralléles, en joignant un point quelconque O de leur li- 
gne'd'intersection avec les pieds 4 et P, les lignes Z0, РО se- 
raient deux perpendiculaires abaissées d'un point © sur la 
méme ligne .4P, ce qui est absurde (n° 167, 69: ). 

6°. Pour mener d'un point P (fig. 141) une ligne PO, per- 
pendiculaire à une droite BC, située dans un plan quelconque 
MN, on mènera PA perpendiculaire sur ce plan MV; puis du 
pied 4 de celle-ci, on abaissera 4O perpendiculaire sur BC; 
enfin, joignant les points O et P, PO sera la perpendiculaire 
demandée. Il suffit, pour s'en convaincre, de prendre sur BC, 
OB == OC, de mener 48 ct .4C, puis de répéter la démons- 
tration ci-dessus. — 

Remarquez que le plan P 40 est perpendiculaire sur BC, ce 
qui donne aussi le moyen de mener, par un point donné Р, un 
plan perpendiculaire à une droite BC. 

267. Lorsque deux droites PA, QO (fig. 144) sont parallèles, 
le plan MN perpendiculaire à l'une РА, l'est aussi à l'autre 
ОО; car, menant dans le plan МЛ, la droite 40 et sa perpen- 
diculaire ВО; ici, comme fig. 141, £O est perpendiculaire 
au plan РАО, et par conséquent а ОО, qui est dans ce plan 
PAO (n° 266). Mais en outre, à cause des parallèles P4, QO 
l'angle PAO étant droit, 00.4 l’est aussi; en sorte que QO 
est perpendiculaire sur ДО et ВО, c.-à-d., sur le plan 408 
ou MN. 

Réciproquement , deux droites AP, ОО, perpendiculaires au 
méme plan MN, sont parallèles entre elles; сат, sans cela, on 
pourrait mener eu A une parallèle à ОО, autre que 4P; cette 
parallèle serait, aussi bien que AP, perpendiculaire au plan 
MN, ce qui serait absurde (n° 266, 4°.). 

Donc, deux lignes Aa et Bb (fig. 145), parallèles à une 
troisième Сс, sont parallèles entre elles; car, en menant un 
plan perpendiculaire à Cc, il le serait aussi à ses parallèles 4а 
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et Bb, en vertu de notre proposition : il suit de sa réciproque, 
que {a est parallèle à Bb. 

268. Les intersections KI, ki (fig. 143) de deux plans paral- 
lèles MN, mn par un méme plan ККІ sont parallèles ; car d'une 
partelles sont dans un méme plan, et de l'autre elles ne peuvent 
se rencontrer. 

Donc, 1°. la ligne AP, perpendiculaire au plan MN, l'est 
aussi à tout autre plan parallele mn; car, en menant par 4P 
un plau quelconque BCcb, les intersections BC, bc étant pa- 
rallèles, l'angle bP.4 est droit. Ainsi {Р est perpend. à toute 
ligne bc tracée par le point Р dans le plan mn. 

2°. Les parallèles li, Kk, interceptées entre deux plans pa- 
ralléles MN, mn, sont égales ;.car le plan IKki de ces lignes 
donne les parallèles ZX, ik ; ainsi la figure Jk est un parallelo- 
gramme, d’où == KK. 

Donc deux plans parallèles sont partout à égale distance l'un 
de l'autre. 

269. Si la droite Cc (fig. 145) est parallèle à la ligne Aa, 
elle l'est aussi à tout plan AabB qui passe par Àa : puisque Cc 
est entièrement comprise dans le plan 4c des deux parallèles, 
si Cc pouvait rencontrer le plan 4b, ce ne serait que dans l'un 
des points de а, qui ne serait pas parallèle à Cc. 

Étant données deux droites ab, Cc non parallèles , et qui ne 
se coupent pas, on peut toujours faire passer par l'une un plan 
parallèle à l’autre, et l'on n'en peut mener qu'un seul ; car, par 
un point quelconque a ou b, menbns a.4 ou bB parallèle à cC, 
le plan 4% sera celui qu'on demande. 

250. L'inclinaison de deux plans 4b, Ac (fig. 145), qui se 
coupent, ou la quantité plus ou moins grande dont ils sont 
écartés l'un de l'autre, est ce qu'on appelle un angle Diédre: 
nous le désignerons par ba Ac, en mettant les lettres a4 , qui 
marquent l'intersection , entre celles б, c, qui se rapportent aux 
deux faces. 

Les angles rectilignes bac, BAC, qui résultent de l'in- 
tersection d'un angle dièdre par deux plans parallèles quel- 
conques sont égaux. En effet, ab et АВ sont parallèles (n° 268), 
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ainsi que ac et 44 C ; prenons, sur ces droites, des parties égales 
ab = АВ, ac — AC; menons Cc, Bb, cb et CB. La figure Ab 
donne (n° 193) Bb égale et parallèle à 4а : de même la fig. 4c 
donne Cc égale et parallèle à Æa. Ainsi, Bb est égale et paral- 
lèle à Cc, et la fig. Cb est un parallélogramme. On en conclut 
CB = с}, et par conséquent le triangle bac = ВАС, et enfin, 
l'angle bac zz BAC. 

Concluons de là que, 1°. sí деит angles bac, BAC dans les- 
pace ont les côtés parallèles et l'ouverture tournée dans le méme 
sens, ces angles sont égaux. Si ouverture est tournée en sens 
contraire, ces angles sont supplémens, comme n° 192, 3°. 

2*. Les plans de ces angles sont parallèles. En effet, ayant 
abaissé au sommet a une perpend. а] sûr le plan bac, et mené 
par le point 7, où elle rencontre le plan BAC, et dans ce plan, 
les parallèles ZX, IL, à AB et AC, elles seront parallèles à ab 
et ac (n? 267.) Or, les angles Jab . Jac sont droits et égaux à 
aIK , alL. Ainsi al est perpend. au plan KIL (n° 266). Donc 
les deux plans bac, BAC sont perpend. à une méme droite 
(n° 266, 5°.). 

3°. Les triangles bac, BAC qui joignent les extrémités de 
trois droites égales et parallèles dans l'espace; "Sont égaux ; les 
plans de ces triangles sont parallèles. 

271. Soient deux angles dièdres BAPC, Un 146) cou- 
pés par des plans BAC, bac perpend. à leurs arétes AP, ap ; les 
angles dièdres sont dans le méme rapport que les angles recti- 
lignes BAC, bac, résultant de cette section, et dont les cótés 
sont des perpend. menées, dans chaque face, en un point de 
leurs arétes АР, ap. 

En effet, 1°. en quelque point 4 de l'aréte 4 P que la section 
perpend. soit faite, l'angle В 4С sera le méme (n? 290). 

2°. Si les angles BAC, bac sont égaux , les angles dièdres le 
sont aussi, puisque ceux-ci coincident, en appliquàut l'un sur 
l'autre les angles BAC, bac. 

3°. Si BAC et bac ont une commune mesure CAr, en la 
portant sur C 4D et cab autant de fois qu'elle. peut y être con- 
tenue, et menant des plans par les arétes 4P , ap et les lignes 
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de division Ax, Ax'..., chaque angle dièdre contiendra l'angle 
dièdre CA4Pz , autant de fois que С. est contenu dans САВ 
et cab. D'où il suit que les angles dièdres sont entre eux dans 
le rapport de САВ à cab. 

4°. Si les angles CAB, cab sontincommeusurables, on prou- 
vera aisément ( comme n? 181, 2°.) que cette proportion aen- 
core lieu. 

Concluons donc (п°* 36, 71) qu'un angle dièdre a pour me- 
sure l'angle rectiligne qui résulte de l'intersection de cet angle 
dièdre par un plan perpendiculaire à son aréte , puisqu’après 
avoir pris cab pour unité d'angle, on peut prendre l'angle 
dièdre cpab qui lui correspond pour unité des angles dièdres, 
comme n°182; de sorte qu'en dernière analyse, les arcs de 
cercle servent aussi de mesure aux angles dièdres. 

Dans la rencontre des plans entre eux , on trouve les mémes 
théorémes que pour celle des lignes. Ainsi, les angles adjacens 
de deux plans qui se coupent valent deux droits, et leurs an- 
gles opposés au sommet sont égaux. Deux plans paralléles, 
coupés par un plan sécant, forment les angles correspondans, 
alternes-internes, alternes-externes, égaux; et réciproque- 
ment, etc..... 

272. Les plans sont dits perpend. , lorsque leur angle dièdre 
est mesuré par angle droit. 

La droite AB (fig. 147) étant perpend. au plan MN, tout plan 
PQ qui passe par cette ligne est perpend. à MN ; cav, en me- 
nant dans le plan MN la droite 4C perpendiculaire sur RP, 
l'angle BAC est droit (n° 266). Donc , 1°. pour élever en A la 
perpend. AB au plan MN , appliquez sur ce plan le cóté PR 
d'un angle droit P AB, et faites tourner cet angle autour de PR 
jusqu'à ce que le plan PQ devienne perpend. à MN. 

2°. Par une droite, telle que PQ ou AB (fig. 148), on ne 
peut mener qu'un seul plan perpend. à MN ; ce plan 4BQP 
est déterminé par une perpend. AP à MN. 

3°. La Projection А d'un point P sur un plan MN est le 
pied de la perpend. 4P , abaissée du point P sur ce plan. 

La projection 4B d'une ligne РО, est la suite des pieds 

20.. 


508 GÉOMÉTRIE. 


de toutes les perpendiculaires abaissées des divers points de la 
ligne sur le plan. Si cette ligne est droite , le système de toutes 
ces perpend. formera un plan PABQ, perpend. à MN : Yin- 
tersection {В de ces deux plans est la projection de la ligne 
PQ , projection qui est une droite déterminée par celles 4 et В 
de deux points P et Q. 

L'angle qu'une ligne droite fait avec sa projection sur un 
plan est ce qu'on appelle l'inclinaison de la droite sur le plan. 
Les lignes 4B, АО.... (fig. 141) sont les projections sur le 
plan MN des droites PB, РО... ; et lesangles qu'elles forment 
avec ce plan sont PBA, POA... 

273. Si les plans PQ et MN (fig. 147) sont perpend. entre 
eux , et qu'on mène dans l'un PQ, la perpend. AB sur leur in- 
tersection PR , elle lesera à l'autre plan MN. Car, si l'on mène 
dans ce plan MN, AC perpendiculaire sur PR, l'angle BAC 
sera droit, puisqu'il mesure celui des plans : ainsi 47 sera per- 
pendiculaire sur PR et sur 4C (n° 266). 

Réciproquement , si les plans PQ et MN sont perpend., et 
que, par un point / de leur intersection РА, on élève la per- 
pendiculaire {В au plan MN, elle sera dans le plan РО; car, 
si elle n'y était pas, en menant, dans ce plan PQ , une perpend. 
à PR en 4, elle seraitune 2* perpend., en ce point, au plan MN. 

Donc, si deux plans РО, RS (fig. 149) sont perpend. à un 
3° MN, leur intersection 48B est perpend. à MN : carsi par 
le point À on veut élever une perpend. à ce plan MN, elle 
doit être située à la fois dans les deux plans PO, RS. 

274. La plus courte distance Oo (fig. 145) de deux droites 
aob, AC, qui ne se coupent pas, est la ligne perpend. sur l'une 
et l'autre. Car faisons passer par ab un plan bac parallèle à 4C, 
et par AC un plan BAC parallèle à ab (n° 269) : la plus courte 
distance cherchée sera visiblement celle des plans paralléles 
bac, BAC (n? 268, 2°.). Par ab, on mènera un plan ba/K 
perpend. au plan BAC; l'intersection JK coupera 4С en un 
point О; enfin élevant Oo perpend. sur le plan BAC, Oo sera 
la ligne cherchée. 

275. Deux droites AB, CD (fig 150) sont coupées en parties 
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proportionnelles par trois plans parallèles RS, PQ, MN. En effet, 
menons 4D, et tirons les droites BD, EF, FG, AC; EF sera 
parallèle à BD (n° 268), ainsi que 4C à FG. On aura donc 


AE | AF | AF СС „. AE CG 


= cpi d'où eg = CD 


EB = FD’ “ FD 
Des Angles polyèdres. 


276. Lorsque divers plans (fig. 151) ont pour intersections 
successives, deux à deux, des droites S 4, SB, SC..., qui se 
véunissent en un même point 5, l'espace indéfini renfermé 
entre ces plans est ce qu'on nomme Angle polyedre ou Angle 
solide. Chacun des angles ASB, BSC. .. qui le composent sont 
des Angles plans. 

Et si cet espace est limité par un plan 445 CDE, le corps 
SABCDE s'appelle une Pyramide. 

Si le polygone ABCDE , qui sert de base à une pyramide, 
est régulier, et de plus, si la perpendiculaire $H , abaissée du 
sommet S passe par le centre H du polygone, la pyramide est 
dite régulière. 

Du reste, on distingue les pyramides, ainsi que les angles 
polyédres , par le nombre de faces qui composent l'angle $ : un 
angle Frièdre a trois faces ; un angle Hexaëdre en a six, etc. 

277. Tant de lignes SA, SB.... qu'on voudra (fig: 151), 
partant d'un point $ , sont coupées en parties proportionnelles 
par deux plans parallèles AC , ac; ou, les arétes d'une pyra- 
mide SAC sont coupées proportionnellement par un plan ac 
parallèle à sa base. Car les parallèles 4 B à ab, BCà bc... donnent 

$4 SB АВ SB SC ВС 
Umm "P773 c wee 
et comme ces proportions s'enchainent par un rapport commun, 
SA 858 SC 
on trouve = = == 


Sa Sho: S51 э 


La réciproque se démontre aisément. 
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278. Le polygone abc... , qui résulte de la section d'une pr= 

ramide par un plan ac parallele à sa base AC, est semblable 
\ 6 ан . AB BC Ср 

à cette base. «аг on a aussi zb Ж; T =..,;etcomme 
d’ailleurs les côtés des polygones 4BC..., abc... étant paral- 
lėles, les angles 4 et a, B et b... sont égaux (n° 270), on en con- 
clut que ces polygones sont semblables, Ces polygones sont entre 
eux comme les carrés des distances au sommet ; car, en menant 
Ја perpend. SH sur 4RC..., elle coupera abc. . . en В, et l'on 
AB — A4BCD... , 62): mil AB SB _ 8H 
ару = abel... A ар 9р Е 
donc.... 

279. Dans tout angle ігіёаге S (fig, 154), l'un quelconque 
des angles plans est plus petit que la somme des deux autres: 
al n'y a lieu à démontrer la proposition qu'à l'égard du plus 
grand angle plan ASE. Prenons donc, dans cette face, l'angle 
DSE = FSE; puis menant la droite quelconque 48, prenons 
sur l'aréte SF une partie SC 5D. Les triangles 258, CSB 
sont égaux, et donnent B D= ВС; et comme B4<BC+CA, 
on en tire 4D « AC. Ainsi les triangles ASC, ASD ont l'angle 
ASD < ASC (n° 173), et par conséquent l'angle 

BSA < BSC + CSA. 


280. Un angle polyèdre S (fig. 153) a la somme des angles 
plans qui le composent moindre que quatre angles droits. En 
effet, puisque l'angle polyédre $ est convexe, on peut toujours 
le couper par un plan qui donne une base ABCDE ,et forme 
la pyramide $.4D. Des angles de cette base menons les lignes 
OA, OB, OC... à un point O intérieur et arbitraire : elle 
aura autant de triangles qu'il y en a pour former l'angle $; 
et la somme des angles de ces divers triangles sera de part et 
d'autre la méme. 

Cela posé, on a l'angle plan 4B8C« ABS + SBC; on en 
doit dire autant des autres angles triédres С, D... ; d’où il suit 
que la somme des angles du polygone 44 BC... est plus petite que 
la somme des angles à la base dans les triangles $48 , SBC.., 


aura 
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donc la somme des angles plans en $ est, pour compenser, plus 
petite que la somme des angles en О. 

On ne peut donc former, avec des polygones réguliers égauz, 
plus de cinq polyèdres ; car, 1°. chaque angle de l'hexagone 
régulier valant + d'un droit (n° 237), ou $ D, trois de ces angles 
font 4D, et ne peuvent étre employés à former un angle po- 
lyédre. À plus forte raison, ne pourrait-on pas employer quatre 
hexagones réguliers, ou des heptagones, etc. 

2°. On ne peut, avec 4, 5... pentagones réguliers, com- 
poser un angle polyédre, non plus qu'avec 4, 5... carrés, ou 
6, 7... triangles équilatéraux; car chacun des angles vaut 
respectivement $ D, 1 D, $ D. 

3°. Ainsi, le corps dont il s’agit ne peut avoir ses angles 
polyédres formés que de trois pentagones réguliers, trois carrés, 
5, 4, ou 3 triangles. (Voyez la Géométrie de M. Legendre, 
app. aux livres VI et VII : on y démontre qu'on peut en effet 
former ainsi les polyédres réguliers à 12, 6, 20, 8 et 4 faces. ) 

281. Deux angles trièdres S et s (fig. 152 et 154), formés 
d'angles plans respectivement égaux ESF = esf, ESG = esg, 
FSG =fsg, ont leurs angles dièdres égaux. Car, si l’on prend deux 
arètes egales Sb, sb, et qu'on leur mène les plans BAC, bac 
perpeud., on aura visiblement les triangles rectangles égaux 
SBC=sbc et SBA = sba ; d'où SC= sc, SA = sa; donc le 
triangle SC 4 = sca, et par suite le triangle BAC = bac. Ainsi 
l'angle 45 C = abc, ou plutôt l'angle dièdre ABSC = absc. ll 
en est de même des deux autres angles dièdres. 

1°, Si les angles plans égaux sont disposés dans le méme 
ordre, comme dans les fig. 152 et 154 en appliquant la face asb 
sur son égale ASB, sbc se placera sur SBC, sc sur $C, et bca 
sur BCA : ainsi les corps coincideront. 

2°. Mais si les angles plans égaux ne sont pas disposés dans 
le méme ordre (fig. 154), ASB  4A'S'B', ASC — A'S'C' et 

BSC= B'S'C' ; alors les angles dièdres sont encore égaux, mais 
ils ne peuvent plus coincider. Pour appliquer le triangle £B’ C' 
sur son égal ВС, il faut renverser le corps 5' 4' C' 2°, placer 
В'С' sur BC, АВ suc AB et A'C sur AC; l’un des corps 
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se trouve situé en dessus de la base АЛС, l'autre cst en dessous 
(fig. 155). Les corps sont alors métriques (voy. n° Зоо); car 
les perpend. SZ, 58 sur le рип de la base commune 4BC 
sont égales. 

3°. П est visible qu'on pourra encore faire coincider les an- 
gles triédres S et s(fig. 152, 154 }, s'ils ont un angle dièdre égal 
formé par deux angles plans egaux et semblablement placés. 

4°. Si les angles polytdres 5 et S' (fig 151) sont formés 
d'angles dièdres égaux et d'ang'es plans égaux, chacun à cha- 
cun, ct disposés dans le méme ordre, ils seront égaux. баг, 
menons des plans par l'une des arètes SB et par toutes les au~ 
tres, ils formeront les angles tnèdres ES 4B, ESBD... Opé- 
rons de méme sur S’; l'angle dièdre ES 4B = E'S' 4'D', donne 
l'angle plan £S8—E"S'B', etl'angle dièdre 4ESB-——A'E'S' B, 
mais, par supposition, l'angle dièdre 4ESD = 4'E'S'D'; 
retranchant, il vient BESD = BiE'S'D'. Donc l'angle dièdre 
BESD = B'E S'D' : et ainsi des autres. 


» 


Surfaces des corps. 


282. On nomme Prisme (fig. 157) le corps engendré par le 
mouvement d’une droite Za, qui se meut parallèlement, son 
extrémité 4 décrivant un polygone quelconque ABCDE , et sa 
longueur Ма restant la méme. Si l’Arète Aa est perpend. au 
plan de la Base ABC..., on dit que le prisme est Droit. 

Comme 4a est égale et parallèle à Bb, Ba est un parallelo- 
gramme (n? 193); il en est de même de CD... .; donc toutes 
les faces latérales d'un prisme sont des parallélogrammes. Опе 
partie quelconque a’ de l'aréte Aa engendre aussi des paral- 
lélogrammes Ва’, Ch’... ., de sorte que le polygone b'c’... 
décrit par le point a’, ayant ses côtés égaux et parallèles à la 
base 4BC...., ces polygones sont égaux, et leurs plans sont 
parallèles (n° 270, 2°.). Donc, toute section faite dans un 
prisme par un plan parallèle à la base est égale à cette base : les 
bases opposées ABC... , abc... sont donc égales et parallèles. 
La distance de ces bases est la Hauteur. 
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283. L'aire d'un prisme cst le produit d'une arete Aa (fig. 158) 
par le périmètre d'une sectiom perpend. a'b'c'.. . . Il est visible 
que, les deux bases exceptéess, l'aire du prisme est la somme 
des aires des parallélogranmes qui le composent. Si le prisme 
est droit, l'aire est le produitt du contour de sa base par une 
de ses arètes. En coupant le prisme 4c par un plan а'6'с... 
perpend. à l'aréte 4a, et plagant la partie supérieure a'c sous 
Vinférieure 4€, de sorte que abc... coincide avec 4D C..., le 
prisme deviendra droit. Donc, etc. 

284. Supposons que la base du prisme soit un parallélo- 
gramme 4BCD (fig. 156); outre les faces 4С, ac égales et 
parallèles , on a encore la face 4b égale et parallèle à De, puis- 
que les côtés des angles a48, ар С sont égaux et parallèles 
(n? 270). De méme pour ls faces Bc, 44: c'est ce qui a fait 
donner le nom de Parallélépipiède au prisme dont la base est un 
parallélogramme, puisque les six faces sont égales et paral- 
lėles deux à deux, eu sorte que l'on peut prendre l'une quel- 
conque pour base. 

Réciproquement , le corps formé de six faces parallèles deux 
à deux est un parallélépipède ; car les plans ÆC, ас étant pa- 
valléles, 4B est parallèle à ab (n? 268), Æa Vest à Bb; la 
face 4b est donc un parallélogramme : de méme pour Лс, 
44d. , .; donc le polyèdre peut être considéré comme engendré 
par le mouvement de £a glissant parallèlement sur les côtés 
de 4BCD. 


Un prisme est déterminé lorsque la base ВС... (fig. 157) 
et l'aréte génératrice / а sont données de grandeur et de posi- 
tion ; donc un parallélépipède l’est (fig. 156), lorsqu’on connaît 
l'un de ses angles trièdres 4 et les longueurs des arètes Ja, AB 
et 4D qui le forment. 

Si l'aréte Æa est perpend. à la base (fig. 166), et si cette 
base est un rectangle, le parallélépipède est Rectangle : tous 
les angles y sont droits; chaque arète est perpend. aux plans 
qui la terminent ; car on sait que trois droites da, AD et AB 
étant perpend. entre elles, chacune l'est au plan-des deux au- 
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tres (n? 266) ; si en outre les arètes sont égales, le prisme est 
nommé Cube. 

285. Le plan DdbB (fig. 156) qui passe par deux arètes 
opposées , donne un parallélogramme dont les diagonales Db, 
Bd se coupent en deux parties égales (n° 233); les quatre dia- 
gonales Db, Bd, Ac, Cd se coupent donc au méme point О; car 
Bd coupe Db en son milieu О, et 4c doit aussi couper Db en 
deux parties égales. ^6 v 

286. Lorsqu'une courbe quelconque 4 CDB (fig. 159) tourne 
autour d'un axe 4B , elle engendre une Surface de révolution. 
Le caractère distinctif de ces surfaces consiste en ce que, quelle 
que soit la courbe génératrice АСО В, tout plan perpend. à 
laxe donne pour intersection une circonf. de cercle. Car 
la droite D/ perpend. à A42, décrira dans son mouvement 
un plan perpend. à l'axe (n° 266, 2°.); de plus, le point D 
conservera toujours la méme distance DJ à cet axe. 

287. Le Cylindre est un corps engendré par une ligne in- 
définie а (fig. 160) qui se meut parallèlement en glissant sur 
une courbe quelconque 448 CD. Nous regarderons ici le cy- 
lindre comme terminé par deux bases paralléles 4BCD, abcd; 
la Hauteur est la distance entre les bases. 1 — — 

Iuscrivons et circonscrivons des polygones à la base du cy- 
lindre : la génératrice, en glissant sur leur contour, décrira 
deux prismes, dont le cylindre est visiblement la limite (*), 
comme sa base est la limite de leurs bases. Il est aisé de con- 
clure de là que, _ 

1%. Toute section faite dans un cylindre parallèlement à la 
m donne une courbe égale à celle de la base. 

. L'aire d'un cylindre droit Ас (fig. 161) est le produit du 
p nee de sabase par sa hauteur. Eu effet, soit C le contour 


(*) Cette proposition reposesur celle-ci , qui est analogue à celle du n? 172, 
et que nous regardons comme évidente, d’après l'idée que nous nous formons 
de l'étendue des aires : l'aire d'une figure plane est moindre que celle de toute 
surface terminée au méme contour ; et de deux surfaces convexes terminées à 
ce contour , la plus grande est celle qui enveloppe l’autre, 
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de la base, « l'excés du périmétre du polygone circonscrit 
sur C, en sorte que ce périmètre = C 4- «; Жа — H; enfin 5 
l'aire du cylindre , et 8 l'exces de l'aire du prisme circonscrit 
sur S, on aura S + == H (C 4- «), d'où (n? 113), == Hx С. 

3°. Si le cylindre est oblique 4c (fig. 160), la section a'b’ d' 
perpend. à la génératrice forme deux corps Ac’, ca qui rap- 
prochés par leurs bases acet AC, qu'on fait coincider, donnent 
un cylindre droit. Ainsi, l'aire du cylindre oblique est le pro- 
duit de sa génératrice Za: parle contour d'une section a' 'c'd' 
perpend. à Aa. ч 

4°. Le rectangle qui a pour hauteur la génératrice d'un су- 
lindre droit, et pour base le contour de sa base rectifiée , est 
égal à l'aire de ce cylindre. C'est ce que Monge nomme le Déve- 
loppement de cette surface. Lorsque le cylindre est oblique, 
la section perpend. à l'aréte se développe suivant une ligne 
droite a'd' (fig. 162) à laquelle toutes les génératrices sont 
perpend. Si donc on élève en divers points a’, b, c', d', des 
perpend. sur lesquelles on portera en dessus et en dessous des 
parties a'a, a A, b'b, V B,.. . respectivement égales aux por- 
tions de chaque génératrice, tant en dessus qu'en dessous de 
la section a'P'c'd' (fig. 160), on aura l'aire aD, terminée par 
deux courbes parallèles abcd, 4B CD, et qui sera le dévelop- 
pement de la surface du cylindre. 

5°. On ne considère dans les élémens de Géométrie que les 
cylindres dont la base est circulaire :1” ze est la droite parallèle 
à la génératrice et qui passe par le centre de la base. Le Cylindre 
droit peut donc être regardé comme engendré par la révolution 
d'un rectangle Ооа qui tourne autour d’un de ses côtés Oo. 
Toute section faite parallèlement à la base, dans ce corps de. 
révolution, est un cercle (1°. et u? 286) égal à cette base. 
L’aire est $—2«RH ; H étant la hauteur et R le rayon de la 
base (n° 248). 

288. L'aire d'une pyramide s'obtient en ajoutant les aires 
des triangles qui la composent : s la pyramide est régulière, 
l'aire est le produit du demi-contour de sa base par la perpen- 
diculaire menée du sommet sur un de ses côtés , parce que ces 
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triangles sont égaux, et ont pour hauteur commune cette per- 
pend. , qu'on appelle 4pothème. ` 

289. On nomme Cóne le corps engendré par une droite 
indéfinie 45 (fig. 163) assujettie à passer toujours par un point 
fixe $, qui est le Sommet, et à glisser sur une courbe donnée 
quelconque ABCD. Cette surface est formée de deux Nappes 
opposées, réunies en S. Nous ne traiterons ici que du cas où 
la base est circulaire : l'Aze est la ligne SO menée du sommet 5 
au centre O dela base ; la Hauteur estla perpendiculaire menée 
du sommet sur cette base. Quand cette perpend. se confond avec 
l'axe, on dit que le cóne est Droit (fig. 164), on peut le con- 
cevoir engendré par un triangle rectangle 4S0 qui tourne sur 
un cóté SO de l'angle droit. Toute section parallele à la base 
d'un cóne droit est un cercle (n? 286). 

290. Si l’on inscrit et circonscrit des polygones réguliers 
au cercle de la base d'un cône droit (fig. 164), en menant des 
lignes de leurs angles au sommet $, on formera des pyramides 
régulières, l'une inscrite, l'autre circonscrite au cône, qui sera 
visiblement leur limite. H suit de là que 

1°. L'aire du cône droit SAC est le produit de la circonf. С 
de sa base, par la moitié de sa génératrice SA, En effet, soit « 
l'excés du périmètre du polygone circonscrit sur la circonf. С; 
la pyramide circonscrite a pour aire $ 4 ( C фа), en dési- 
gnant par 4 l'apothéme S4 qui est la génératrice. Mais soit $ 
l'aire du cône et 8 l’excès de celle de Ja pyramide sur S; on 
аша S4 L=} 4(C +a), d'où (n? 113) 5 = { 4.C, опа 
donc 5 = FAR, R étant le rayon de la base. 

2°. Si, avec un rayon $4 — la génératrice À, l'on décrit un 
arc ABD (fig. 168) d'une longueur égale à la circonf. de la 
base , le secteur 450 aura la méme aire que le cône (n° 261). 
Ce sera son développement ; les génératrices seront les divers 
rayons de ce secteur. 

3°. Le cône tronqué ADda (fig. 165) a pour aire le produit 
de son côté Aa, par la moitié de la somme des circonférences 
AC, ac des bases, ou par la circonférence a'd' menée à distances 
égales de ces bases. Eneffet, les scctionsad, а'4 sont des cercles 


Sa abd circ. ac 
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(по 286) ; l'aire du tronc 4 Dad est la différence des aires des 
cônes SAD, sad. Si d'un méme centre S (fig. 168), avec les 
rayons $4, sa des génératrices de ces cônes, on décrit des ares 
АР, ad; qu'on prenne 4BD égal à la circonf. 4C de la base 
inférieure, qu'on mène les rayons 5.4, SD, lare abd sera 


і к Es 
égal à la circonf. supérieure acd; car d'une part 39-420 


a abd 
a — tire 2, de l'autre (fig. 165), ce même rapport .. 
ua 


SA  4BD — cire. AC 


; donc abd = circ. ac. Il s’ensuit que 


les aires des secteurs SABD, Sabd sont équivalentes à celles 
des deux cônes, et que l'aire 4abdDB l'est à celle du tronc 
dont elle est le développement. Donc (n° 261) cette aire... . 
= Aa X ad «ш Аах (аа + AD). 

291. La Sphère est un corps (fig. 167) engendré par la révo- 
lution d'un demi-cercle ADB sur un diamètre 4B. Dans cette 
révolution, un arc quelconque DF ou DE engendre une Zone ; 
l'arc 4D décrit une Calotteou Zone àune base; lesecteur ACD 
produit le Secteur sphérique ; enfin , le segment 4 DG engen- 
dre le Segment sphérique. 

IL suit de là que la surface de la sphère a tous ses points à 
égale distance du centre C, et que si l’on fait tourner le cer- 
cle générateur 4 DEBG autour d'un autre diamètre quelcon- 
que DH, il produira la même sphère. Par conséquent, tout 
plan qui passe par le centre coupe la sphère suivant le cercle 
générateur qu'on nomine un Grand cercle de la sphère. 

Un plan quelconque coupe la sphère suivant un cercle; car, 
soit DG ce plan; menant le diamètre 4B perpend., on peut 
supposer que la sphère a été engendrée autour de cet Axe de 
révolution (n° 286). Le diamètre du cercle est la corde DG ; 
c'est pour cela qu'on nomme Petits cercles de la sphère ceux 
dont le plan ne passe pas par le centre. La base d'un segment 
sphérique est uu petit cercle. a 

292. Le plan qui n'a qu'un point commun avec la sphère 
s'appelle Tangent: toute droite menée du centre C (fig. 167) 
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à ce plan, étant plus longue que le rayon C4 mené au point 
de contact, puisqu'elle ne peut atteindre ce plan qu'en sortant 
de la sphère ; ce rayon est donc perpendiculaire au plan tangent 
(n°266, 4°.). Réciproquement, si la ligne СА est la plus 
courte ligne qu'on puisse meuer du centre à un plan, ce plan 
n'aura que le point 4 commun avec la sphère et lui sera tan- 
gent, puisque toute autre ligne menée du centre Cétant Бе» 
devra sortir de la sphére, 

Faisons tourner une tangente quelconque AT, ainsi que le 

cercle ADB , autour du diamètre 4B, А T'engendrera le plan 
tangent à la sphère. 

293. Lorsqu'un polygone 4ABDI... (fig. 169) tourne autour 
d'un axe 40, chaque côté DI engendre un tronc de cône dont 
l'aire (n°290, 3°.)est DIXcirc. KL; K étant le milieu de DJ, 
et KL perpend. sur l'axe 40. Il est donc bien facile d'avoir 
Yaire engendrée par 4BDI..... 

Mais si le polygone est régulier, cette aire devient plus ai- 
sée à obtenir ; en effet, soit inscrit un cercle, et mené DG pa- 
rallèle à l'axe 40 de révolution , puis le rayon KC : les trian- 
gles DIG, LKC ayant leurs côtés perpendiculaires donnent 
DI КС сее. KC 
DG KL "are RL’ 
cône engendré par HADIM=DIX circ. KL DGcirc. KC. 
Cette aire est le produit de la circonf. du cercle inscrit par la 
hauteur DG ou НМ de ce tronc. 

ILest visible que la méme chose a lieu pour le cylindre cn- 
gendré par le côté ZP parallèle à 40. Quant au cône que dé- 
crit BÆ, son aire (n? 290, 1°.) est 1 BA X cire. BN; et les 
triangles semblables 4BN, QCA donnent de méme...... 
QA Xx circ. ВМ ANN X cire. QC. П en résulte que la somme 
des aires engendrées par la révolution de plusieurs cótés de 
polygone régulier, est égale à la circonf. inscrite multipliée pav 
la somme des hauteurs. 

Il suffit, pour notre démonstration , que la portion de po- 
lygone générateur soit circonscriptible au cercle : or, la calotte 
ou la zone spherique est visiblement la limite de l'aire engen- 


d'oü l'on tire, l'aire du tronc de 
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drée par une semblable partie de polygone; d'où il est facile de 
conclure que, 1°. Paire de la calotte DAG (fig. 167), ou de la 
zone sphérique DFNG est le produit de sa hauteur AT ou KI par 
la circonférence d'un grand cercle. Soit R le rayon de la sphère, 
X là hauteur de la calotte engendrée раг D4, ou de la zone 
décrite par l'arc FD ou FE ; on a ( n° 248). 
Surface de la zone = эт RX; 


2°. Ainsi en prenant le diamètre 4B pour la hauteur X, on 
trouve que Z'airede la sphère est le produit de son diaméire par 
la circonférence d'un grand cercle, ou quadruple de l'aire d'un 
grand cercle; donc 
surface de la sphère = 2R >< cire. R = ёж ВХ. 
ou environ =D X (34-5) D, D étant le diamètre. 
3°. Pour trouver le rayon de la sphère dont l'aire Æ est 


donnée, on évaluera R = Vi =V 0,079578. 4 
v 1 


4°. Menons les tangentes DE, DG, GF, EF (fig. 170) per- 
pend. et parallèles au diamètre 4B ; le carré EG engendrera, 
dans sa révolution autour de 4B, le cylindre circonscrit à la 
sphère. L'aire ае de la zone produite par un arc quel- 
conque 077 est égale à celle du cylindre ae'e'a", puisque leur 
valeur est la même == dg >< сїт. 4С. И en serait de méme 
du cylindre entier par le rapport de la sphére; de sorte que 
l'aire de la sphère est égale à celle du cylindre circonscrit. Ei 
silon у comprend les bases, l'aire de la sphère est les ? de celle 
du cylindre, puisque les deux bases étant des grands cercles, 
l'aire entière du cylindre en vaut 6, et celle de la sphère 4. 

5°. Le triangle équilatéral НУК (fig. 170), dans sa revo- 
lution autour de AB, engendre le cône circonscrit à la sphère. 
La droite JC coupe par la moitié l'angle ИГ, qui est les 3 
d'un droit (n° 164, 1°. ); l'arc Br est donc le 6° de la circonf., 
et la corde Bi est le côté de l'hexagone == CB = R; le triangle 
Bli est isocèle, Ji— Bi=R, et IC — 2R. Ainsi, dans le 
triangle CIB, on a ГВ? — IC? — CB^ — 38^, IB = Ry 38, 
cire. 18 = КЗ (n° 248); enfin l'aire du cône (n° 290) 
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est 6rR’, ou 6 fois l'un. des grands cercles, et double de sa 
base qui est З= Й? : l'aire totale du cóne est gr R*. En y com- 
prenant les bases, laive du cylindre est 6 grands cercles, celle 
du cône 9, et celle de la sphère 4 ; «.-à-d. que l'aire du cy- 
lindre est moyenne proportionnelle entre les aires de la sphere 
et du cône circonscrit. 

Cette proposition se vérifie de méme pour le cóne et le cy— 
lindre inscrits à la. sphére, ou engendrés par la carré et le 
triangle équilatéral inscrits au cercle générateur; l'aire totale 
du cylindre = 378°, celle du cône = ? z R^, et celle de la 
sphère frf”. 


Des Corps semblables et symétriques. 


294. On dit que deux tétraédres sont semblables, quand ils 
ont deux faces semblables, placées de la méme manière, et 
formant un angle dièdre égal. Tels sont les deux tétraédres 5 
et 5' (fig. 171), lorsque S'A C est semblable à S4C, B'S 4' 
à BSA, ei l'angle dièdre B'S' 4 C' = BSAC. 

Les arttes homologues des tétraèdres semblables sont propor- 
tionnelles, toutes les faces sont semblables, les angles dièdres 
sont respectivement égaux, ainsi que les angles tri&dres homo- 
logues. En effet, plaçons le triangle C'S' 4' sur CSA, en faisant 
coincider les angles égaux 5 et S', 4 C' tombera en ac pa- 
rallèlement à 4C, à cause des angles égaux S'A'C et SAC. De 
plus, la face B'S’ 4' se couchera sur BSA , en vertu de l'égalité 
des angles dièdres; enfin, l'angle B'SA étant = BSA, 5'6' 
tombera sur 50, et B' 4 suivant ab parallèle à 4B. Le tétrae- 
dre $' sera donc placé en Sabc ; les plans 4BC, abc sont pa- 
rallèles, et les angles dièdres homologues sont égaux (n? 270). 
On voit donc 

1°. Qu'un tétraèdre SABC coupé par un plan айс parallèle à 
l'une de ses faces 4C, forme un tétraedre semblable au pre- 
mier ; 

2°. Que les faces ABC, abc sont semblables, puisque le 
plan abc est paralléle à 4 BC(n°° 277, 270) ; 
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3*. De méme pour SBC; sbe. 

Réciproquement, si les arètes homologues de deux tétraédres 
sont proportionnelles, ou si les quatre triangles sont respecti- 
vement semblables (l’une des conditions emporte l’autre). les 
angles plans en 5 et 5' étant égaux, les angles dièdres le sont 
aussi (n° 5381); donc les tétraédres sont semblables. 

295. Deux pol yédres sont dits semblables, lorsqu'en menant 
de deux angles solides homologues des diagonales à tous les 
autres angles, les corps sont décom posés en tétraëdres sem- 
blables et disposés dans le méme ordre. 

Toute pyramide SAC (fig. 151) coupée par un plan ac pa- 
rallèle à sa base, donne une autre pyramide Sac semblable à 
SAC, leurs arètes sont proportionnelles , les angles diedres et 
polyedres respectifs sont égaux. En effet, les tétraèdres SABE 
sabe semblables, donnent les triangles SEB , seb semblables, 
et l'angle dièdre 42SEB = aSeb; mais comme l'angle dièdre 
SE D == aSed, en retranchant, on trouve que l'angle dièdre 
BESD = beSd. Donc les tétraèdres SBED, sbed sont sem- 
blables, ete. (n** 277, 281 ). 

Réciproquement, les pyramides 8 А'В'С'...., ЅАВС...., 
Jormées de faces semblables et disposées dans le méme ordre 
sont semblables ; car les angles trièdres qui composent les ba 
ses étant formés d’angles plans égaux, sont égaux ; donc les an- 
gles dièdres homologues le sont aussi (n°281 ). D'ailleurs les 
angles plans égaux en Set S" permettent de faire coincider § A D^ 
en Sad. Enfin, lesarétes étant proportionnelles parsupposition, 
Tès plans 4D, ad sont parallèles. 

296. Soient la pyramide S4C (fig. 151) et le corps SA C 
formé de tétraèdres S' 4 B'E , S'E' B'D'.S' B C'I semblables 
à SABE, SEBD...; le polyèdre 5 4 С' sera une pyramide 
semblable à SAC; car, puisque les angles 4/75, BED, AED 
sont dans un méme plan et égaux à 4 E'B', b'E'D', AED, 
ona AED = AEB + BED, 
d'oà ФЕР — А' E! BD! + В ЕТУ: 


ce qui prouve que ces derniers angles sont aussi dans le méme 


Te 


21 


www.rcin.org.pl 


522 GÉOMÉTRIE. 


plan, puisque, s'ils formaient un angle trièdre, on aurait 
(n° 279) ФЕР < ФЕВ + B'E'D'. On voit que ce plan 
passe aussi par B^C'D'. 

Il suit de là que, 1°. deux polyédres semblables sont décom- 
posés en pyramides semblables par les plans qui passent sui- 
vant les diagonales menées de deux angles polyédres homolo- 
gues à tous les autres. 

2°, Si d'un peint intérieur quelconque, on mène des lignes à 
tous les angles, et qu'on les prolonge proportionnellement à 
leur longueur, les plans menés par les extrémités de ces lignes 
seront paralléles aux faces du polyédre proposé, et en forme- 
ront un autre qui lui sera semblable. On trouve ici l'analogue 
du théoréme 244. 


297. Deux polyédres semblables ont leurs faces semblables, 
leurs arétes homologues proportionnelles , leurs angles dièdres 
égaux, ainsi que leurs angles polyèdres. Pour s'en convaincre, 
il suffit de mener, de deux angles homologues (fig. 172), les 
diagonales qui décomposent les corps en pyramides sembla- 
bles; les angles polyédres et diédres de ces pyramides seront 
égaux , leurs faces seront semblables : or les faces des polyè- 
dres servent de bases à ces pyramides, dont les angles dièdres 
et polyëdres constituent, par leurs système. ceux des corps 
proposés. 

Réciproquement, si deux polyédres ont les faces semblables 
et disposées dans le méme ordre, et les angles dièdres égaux , 
ils sont semblables ; car lesanglespolyèdres sont égaux, comme 
décomposables en angles trièdres égaux (n° 281). Faisons donc 
coïncider l’un de ces angles polyèdres avec son homologue, les 
autres faces seront respectivement parallèles, De plus, la simi- 
litude des faces donne les lignes homologues proportionnelles ; 
leurs aires sont donc entre elles comme les carrés de ces lignes; 
ce qui prouve que les diagonales de l’un des corps sont le pro- 
longement de celles de l’autre ( n? 278) : ces corps sont donc 
formés de pyramides semblables. 


298. Des lignes qui joignent quatre angles polyédres homo- 
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logues ABCD, hbcd (fig. 152) de deux corps semblables étant 
proportionnelles , forment des tétraèdres semblables (n° 294). 
П en résulte que si des angles 4BC, abc de triangles homo- 
logues, on mene des lignes à tous les angles DEF..., def... 
de deux polyédres semblables, les tétraèdres ainsi formés se- 
ront semblables; ceci est analogue au n? 242,4°. 
Réciproquement, deux polyédres sont semblables , lorsque 
leurs angles étantjointsaux trois angles homologues 4 € , abc, 
les tétraèdres ainsi formés sont respectivement semblables. En 
effet, si les tétraedres D ABC, dabc sont semblables, ainsi que 
ЕАВС, eabc les angles dièdres D4CB, EACB seront égaux 
à дась, cacb : ainsi l'angle dièdre DACE = dace. D'ailleurs 
les faces DAC, dac de nos tétraédres sont semblables ainsi 
que ЕАС, eac: donc les tétraèdres EACD, eacd sont sem- 


DE АС 
blables , et on а == с (п 294). 


Soient F, f, I, i des angles homologues; on aura de méme 
FE -4C ^ DF. A0. : 
Ton et uf == ainsi, les corps ont leurs lignes ho- 
mologues proportionnelles, et les triangles DFE, dfe homolo- 
gues sont semblables : de plus, leurs angles dièdres sont 
égaux, puisque IDF est semblable à idf, IFE à ife, d'où 
l'angle IFD = ifd, IFE = ife, DFE == dfe. En outre, si les 
points DIFE sont dans le méme plan, l'équation........ 
ТЕЕ —IFD + DFE se change en ife == ifd 4- dfe: d'ou ilsuit 
queles points e, f, à étant aussi dans un méme plan, les faces 
des polyèdres sont semblables : enfin les angles polytdres sont 
égaux , comme composés d'angles trièdres égaux (281, 4°. ). 
Ainsi les corps sont semblables ( n? 297). 

299. Lorsque deux polyédres sont semblables, les aires de 
leurs faces sont comme les carrés des lignes homologues de ces 
polyédres; mais comme ces lignes sont proportionnelles, on a 
une suite de rapports égaux , formés par les faces homologues, 
d’où l'on conclut (comme n? 262, ТЇ) que Zes aires totales des 
polyedres semblables sontentre elles comme les carrés de leurs 
aretes homologues. 

210 
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On verra aisément que les surfaces de cónes ou de cylindres 
semblables, c.-à-d. engendrées par deux triangles ou deux 
rectangles semblables, sont entre elles comme les carrés de 
leurs génératrices. En effet les circonf. C et c des bases sont 
proportionnelles aux génératrices 44 et а; les aires 5 et s Је 
sontà Cx 4 et c X a {n° 287, 5°, et 290, 19), 


à A i ЖКА S: A. m 
d'où- = ——, == —; donc -— —. 
s c.a с å " 


De méme Zes aires des sphères sont comme les carrés de leurs 
rayons , puisqu'elles valent quatre grands cercles. 


Зоо. Lorsque deux polyèdres sont tels, qu'on peut les pla- 
cer l'un en dessus, l'autre en dessous d'un plan MN (fig. 193), 
de sorte que les sommets des angles polyèdres 4,a,B,b... 
soient, deux à deux, à égale distance de ce plan, et sur une 
perpend. 4a, Bb,... à ce plan, ces deux polyèdres sont appe- 
lés Symétriques. B étant un angle polyédre du premier corps, 
en menant 2 Qù perpend. au plan MN), et prenant О /З== 00, b 
sera l'angle homologue du second polyèdre. 

Les polyèdres symétriques ont toutes les parties consti- 
tuantes égales. Pour le prouver, plions le trapèze 4BPQ sui- 
vant PQ, les lignes 4P , aP égales et perpend. sur MN coin- 
cideront, ainsi que ВО et Ву; d’où 4 B ab: donc les lignes 
homologues soni égales. D, d, C, c étant des angles polyédres 
symétriques, on aura ВС = bc, AC= ac; ainsi, le triangle 
ABC=abc; les triangles homologues sont donc égaux. De plus, 
le triangle 40 С == аас, BDC = bdc: ainsi l'angle DCB —dcb, 
ACD=acd, АСВ — acb. Ог, 

то, Si les plans de ces triangles forment en C et c des angles 
trièdres, ils seront égaux : donc les angles diedres et triedres 
homologues sontégaux. Il en est de même des angles polyèares, 
puisqu'ils sont formés d'angles trièdres égaux disposés dans le 
même ordre. 

2°. Si les points ABCD sont dans le méme plan, comme 
l'angle DCB = ACD + ACB, on а dcb = acd + acb; d’où il 
suit que les points abcd sont aussi dans le méme plan (n° 279). 
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done Les faces homologues sont égales, comme formées de 
triangles égaux seinblablement placés. 


3ot. Tout parallélépipede ACc (fig. 174) est formé de deux 
prismes iriangulaires symétriques ABd, BCd ; les angles dièdres 
opposés sont égaux , et les angles trièdres opposés sont sy mé- 
triques. En effet , les deux corps abd, Ccbd sont visiblement 
des prismes ( n? 282) ; la base BDC ou bde de l'un sera égale 
à ABD. Rapprochons ces prismes triangulaires, en faisant coin- 
cider бас avec ABD , savoir bc avec AD, et de avec AB ; Ccbd 
prendra la situation AEHZ. Or, les perpend. aF, Cf sur les 
bases sont égales (u° 268), 2° on a de plus Za— Cc et l'angle 
Аа = cCf; ainsi, le triangle 4aFzzCcF, d'où 4F—cf.Pax 
une raison seuiblable, fL&DF ; ainsi les triangles égaux 4DF, 
bef coincident, et le point f tombant en F, fC se porte en FE 
sur le prolongement FE de aF. Donc le sommet Е ou Cest 
symétrique de а: on verra de méme que 7, ou В, l'est de d; et 
H ou D, l'est деб. 


Ш. pes vorunmes. 


302. Former un prisme droit équivalent à un prisme oblique 
AD(fig. 176), да génératrice conservant la méme longueur AC. 
Prolongeons les arètes C4, DB, menons-leur un plan quel- 
conque MIN perp. ; enfin prenons Pp = BD, menons le plan 
op parallèle à MN, on aura ainsi le prisme droit Op. Appli- 
quons les prismes tronqués B4OP, DCop, de manière à cou- 
cher la base op sur OP qui lui est égale : les génératrices étant 
perpend. aux bases, et de pluségales (puisque D B=Pp donne 
BP -pD, et ainsi des autres), les prismes coincideront, 
ou oD == ОВ. Retranchant la partie commune 4р, il reste le 
prisme oblique 4D équivalent au prisme droit Op. 

303. On peut toujours disposer deux prismes symétriques, 
AD, ad (fig. 176) relativement à un plan MN, en sorte que 
єє plan soit perpend. aux génératrices. Prolongeons l'arete DB 
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en Pd; puis, à partir du point P de rencontre avec un plan 
quelconque MN perpend., prenons Pb= PB, Pd — PD, ou 
JD = bd. En raisonnant де même pour chaque arète, on for- 
mera le prisme ad symétriqueà AD. d 

Les prismes symétriques 4D, ad sont équivalens. Car pre~ 
nons Pp — Pp'= BD, et menons les plans op, o'p' parallèles 
à MN : les prismes OPop , ОРо'р' sont droits etéquivalensaux 
proposés (n° 302). De plus, ils sont égaux entre eux, puisqu'en 
les appliquant, de sorte que la base o'p' de l'un tombe sur 
celle OP de l'autre qui lui est égale, il y aura coincidence. 


304. Deux parallélépipèdes de méme hauteur et de méme 
base sont équivalens. Pour le démontrer, rapprochons ces corps 
de manière à faire coincider leurs bases inférieures égales ; les 
supérieures seront situées dans le méme plan: il se présentera 
deux cas. 

1°. Si les faces latérales FG, EK (fig. 175) sent dans un 
méme plan, les triangles égaux ЕСН, FIK servent de bases 
à deux prismes superposables EHM, FIN. Donc, en retran- 
chant tour à tour ces prismes du corps entier EN, il restera les 
parallélépipèdes équivalens EF/M, EHNL. 

2°. Si les faces ont une disposition quelconque, les bases 
supérieures 4С, ac (fig. 178) seront des parallélogrammes égaux 
à ceux des basesinférieures MN, en sorte que les lignes 4B, DC, 
ab, dc seront égales et parallèles; de méme pour 4D, BC, 
ad , bc. Prolongeons ces lignes, nous aurons leparallélogramme 
4' C' égal à AC et à ac. Or, concevons le parallélépipède qui 
aurait pour base supérieure 4 C', et la méme base inférieure 
MN que les proposés; ce corps sera équivalent à chacun de 
ceux-ci, puisqu'il sera, relativement à eux , dans l'état exa- 
miné ci-dessus. Les proposés sont donc équivalens. 

305. Il est facile de changer un parallélépipéde donné en un 
autre rectangulaire équivalent : de chaque angle de la base in- 
férieure 4B CD (fig. 177), élevons des perpendiculaires à son 
plan: on aura un parallélépipède droit 45 £7 équivalent au 
proposé , qu'il était inutile de tracer dans la fig. Puis, menant 
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АЕ, BG, perpend. sur 4B dans la base 4C, on formera sur 
AG le parallélépipède rectangle 48 HK équivalent à 4BEI, 
puisqu'il a méme base 4M et méme hauteur AF. 

306.Deux parallélépipèdes rectangles de méme base sont entre 
euz comme leurs hauteurs. Si ces hauteurs ont une commune 
mesure , on coupera les corps en tranches égales, et l'on rai- 
sonnera comme pour les rectangles (n° 250, 1°., fig. 126). Оп 
démontrera de méme le théorème pour le cas où les hauteurs 
sont incommensurables. 

Les parailélépiptdes rectangles P et p de méme hauteur, sont 
enire eur comme leurs bases. En effet, plaçons ces corps de 
manière à faire coïncider l'un de leurs angles polyèdres et leur 
arète égale. Les bases seront disposées comme ÆC (fig. 179) 
pour P, et AK pour p; or, prolongeons ГК en H; le parallé- 
lépipède Q construit sur la base 4H et de même hauteur, peut 
être regardé comme ayant 4T pour hauteur, etla face 4B pour 


base: comparé à P, il donne ares . Mais si l’on prend 


AD 
АГ 
la face 4/СЕ pour base des par "cron Q et p, leurs hau- 
teurs seront ZEet AL; d’où © = = ЖТ En multipliant ces pro- 
AD ы АЕ __Вазе AC 
AI x AL base AK" 


Enfin, Zes parallélépipèdes rectangles P et p sont entre eux 
comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs. Car si les 
bases sont 4С et 4K , et les hauteurs 4G et AO, en prolon- 
geant les faces de celui qui a unc hauteur moindre, tel que p, 
jusqu'à la base supérieure de l'autre, on formera un parallé- 
lépipéde 4LFKG HR, qui aura la méme hauteur Н que l'un 
P, et méme base 4K que l'autre p; on aura donc d'une part 
К AG Vp 4C à d P ^ 4Cx4G 
p^ 40'* R ЯК e l'autre; Sp ER AK AO 

En désignant par H, 1, K les arètes qui forment un angle 


) í 
irièdre 4 de P, et par А, i, k celles dep, ona == Жай, 


ү SIT P 
portions, il vient F = 
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On voit donc que pour mesurer le volume d'un parallélép. rect. 
P, c.-à-d. pour trouver son rapport avec un autre p pris pour 
unité (n° 36, 71), on cherchera les rapports Ya 4 T entre 
les arétes respectives qui forment un angle trièdre, et l’on mul- 
tipliera ces trois nombres. Représentons par Z le.produit de ces 
trois rapports; Zest un nombre abstrait, et le parallélépipède 
qu'il s'agit de mesurer a pour volume Z fois celui du parallelé- 
pipède pris pour unité. 

Le volume d'un parallélépipède est le produit de sa base par 
sa hauteur, quand on prend, pour unité de volume , le cube 
qui a pour côté l'unité linéaire : car h, Ё et k seront = 1, et 
l'on aura H Г.К pour le volume de Р; H, Гес К sont des 
nombres abstraits, qui marquent combien les arètes de notre 
parallelépipède P contiennent de fois l'unité linéaire; soit Z 
leur produit H./.K, Реди. P = H.I.K revient à P= l fois 
le cube pris pour unité de volume. 

Lorsque A — 7 — K, on a P= Н"; de là la dénomination 
de Cube donnée aux troisièmes puissances. 

307. Donc, le volume d'un prisme est le produit de sa base 
par la hauteur : cav, 1°. s'il s'agit d'un parallélépipède quel- 
conque, il est équivalent à celui qui est rectangle de même 
bauteur et de base équivalente ( n° 304). 

2°. Si le prisme est triangulaire, comme 48 Dabd (fig. 174), 
en formant le parallélépipede 4с, le volume de notre prisme 
est égal à son symétrique £D Сбас (n? 303) : done, chacun 
de ces prismes a pour volume le produit de sa hauteur par la 
moitié de la base АС, ou plutôt par sa base 45D. 

3°. Eufin, si l'ou fait passer des plans par la génératrice 4a 
(fig. 157) du prisme 4d et par toutes les autres, il sera decom- 
posé en prismes triangulaires de mème hauteur; la somme de 
leurs volumesseratlonc le produit de cette hauteur parla somme 
des bases, ou par ABCDE. 

On voit aussi que les volumes des prismes de méme base sout 
comme les hauteurs, ou de méme hauteur, sont comme leurs 
bases. 
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308. Le volume У d'un cylindre est le produit de sa hau- 
teur Н par l'aire B de sa base. En effet, désignons par 6 l'ex- 
cès de la base du prisme circonscrit sur celle du cylindre, et 
par æ l'excès du volume de ce prisme sur celui # du cylindre : 
B 4-2 sera la base du prisme, 7 + « son volume; d’où 
V += (В +8) Н, donc 7 — BH, puisque le volume du 
cylindre est la limite de celui du prisme (n° 113). 

309. Les pyramides de méme hauteur et dont les bases sont 
équivalentes , sont égales en volume. Pour le prouver, coupons 
un tétraédre par des plans parallèles à sa base et équidistans. 
Soit 4CchaB (fig. 180) l'une des tranches : menons par les 
points 4, C, а, c des parallèles à l'aréte 75; nous formerons 
deux prismes, l'un B DFcba intérieur, l'autre B4Cebi exté- 
rieur au tronc : la difference de ces prismes est le prisme D Cea, 
qui a méme hauteur, et dont 1а base CFDA est la différence 
entre les bases 45€, abc. 

En opérant de méme pour chaque tranche, on aura une série 
de prismes d’égalehauteur, tels que De. Or, it est visible qu'en 
partant de la base du tétraèdre, chaque prisme intérieur DFDB 
est égal au prisme extérieur de la tranche suivante; ainsi, en 
prenant la différence entre tous les prisines intérieurs et tous 
les extérieurs, il ne reste que les prismes DCea, depuis la 1"° 
tranche MN : cette différence est donc un prisme de méme 
hauteur que les tranches, et qui a pour base celle BMN du 
tétraèdre, Plusles tranches sont nombreuses, et plus la hauteur 
devient petite; on peut donc reudre aussi petite qu'on voudra 
la différence entre les prismes intérieurs et extérieurs , et, à 
plus forte raison, entre les prisines intérieurs et le tétraèdre. 

ll est évident que ce raisonnement peut se faire également 
pour toute pyramide à base quelconque. 

Cela posé , soient maintenant deux pyramidesP et p de méme 
hauteur, dont les bases équivalentes reposent sur le méme plan: 
coupons-les раг une série de plans parallèles à ces bases et équi - 
distans, puis forinons pour chacune les prismes intérieurs. 
Soient æ et 8 les exces des pyrawides sur la somme des prismes 
intérieurs, dont les volumes sont P—2 et p — 8. Or, chaque 
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plan parallèle aux bases des pyramides donne des sections équi- 
valentes, puisque ces sections sont entre elles comme les bases 
(n°278): donc, les prismes intérieurs sont égaux deux à deux, 
d’où P —4—p—f, et (n? 113) Pop. 

Le méme théorème a lieu pour deux troncs formés dans nos 
pyramides par deux plans parallèles. 

Зто. Un tétraëdre DABC (fig. 183) est le tiers d'un prisme 
de méme base et de méme hauteur : car, sur les trois arètes 
formons le prisme 4E; en ôtant le tétraèdre D ABC; il reste 
la pyramide quadrangulaire DACEF. Le plan CDF en forme 
deux tétraedres : l'un FDEC, qui est égal au proposé, comme 
ayant méme hauteur et la base PDE = АВС; lautre....... 
РАСЕ = РЕСЕ, par la même raison, attendu que le triangle 
AFC EFC. Nos trois tétraédres étant équivaleus , chacun est 
le tiers du prisme. 

Donc, le volume de toute pyramide est le produit du tiers 
de sa base par sa hauteur, puisqu'elle est décomposable en té- 
1iraedres. 

Et comme le cône est la limite des pyramides circonscrites , 
le volume du cône est le tiers de sa base multipliée par sa hau- 
teur , ou le tiers du cylindre de méme base et de méme hauteur. 

On aura le volume d'un polyédre quelconque en le décom- 
posant en pyramides. 

311. Le volume du tronc de prisme triang. ABEF (fig. 184) 
est le produit de la base par le tiers des trois hauteurs des angles 
trièdres F, D, E de la base supérieure. En effet, faisons les 
mêmes sections sur ce tronc 4B EF qu'au n° 310; le plan 4DC 
donne le tétraèdre D4BC ; le plan DCF coupe la pyramide 
quadrangulaire D.4CÉF en deux tétraèdres DFCA, РЕСЕ. 
Or, on peut , sans changer les bases 4FC, ЕЕС, mettre les 
sommets de ceux-ci en Z, puisque DB est parallèle au plan 
ACEF (n 269). Donc on aura lestétraèdres DC AF, BCEF: се 
dernier peut méme prendre CEA pour base, puisque les trian- 
gles CEF et CE 4 sont équivalens. Le tronc de prisme est donc 
formé des trois tétraèdres DADC, F.45C, EABC, qui ont 
méme base inférieure ABC, et leurs sommets aux trois angles 
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trièdres FDE de la base supérieure ; donc, etc... Ce théorème 
sert à trouver le volume du prisme tronqué à base quelconque. 


312. Le tronc de pyramide quelconque à bases parallèles est 
composé de trois pyramides de méme hauteur que le tronc, dont 
les bases sont la base inférieure du tronc, labase supérieureetune 
moyenne proportionnelle entre ces deux aires. Soient une pyra- 
ramide et un tétraédre de méme hauteur, de bases équivalentes, 
posés sur le méme plan ; leurs volumes sont égaux. Un plan pa- 
rallèle aux bases forme deux troncs, et coupe le tétraédre et la 
pyramide suivant un triangle et un polygone qui sontéquivalens, 
puisqu'ils sont proportionnels aux bases (278) : donc la pyra- 
mide et le tétraèdre retranchés étant égaux, les troncs le seront 
aussi. Il reste à démontrer le théorème pour le tronc detétraédre 
ABFE (fig. r85). 

Le plan 4DC donne les deux corps DABC et DACEF: 
le plan DFC forme les tétraèdres DFEC et DFAC ; or, menant 
DG parallèle à 4F, ce dernier pourra avoir son sommet en G, au 
lieu de D, et deviendra F AGC. Ces trois tétraèdres ont méme 
hauteur que le tronc ; leurs bases sont 45 C, DFE, 4GC. Cela 
ABC 4B 4GC AC 
AGC  AG'FDE FE 
conds membres sont égaux à cause des triangles semblables 
FDE, ABC; donc eo EE 

Soient Æ et B les bases d'un tronc de pyramide, H sa hau- 
teur : on a pour le volume к H( 4 4- BYV АВ). 


Il est visible que ce théorème a également lieu pour le tronc 
de cône. Soient R etr les rayons des bases, A = rR’, В=яг", 
le volume du tronc de į = H (R? 4- r^ 4- Rr). 

313. Тош triangle ABC (fig. 186, 187, 188 et 189), qui 
tourne autour d'une ligne quelconque Сі située dans son plan et 
passant par un de ses sommets С, engendre un volume égal au 
produit du tiers de la perpend. CD — р abaissée de ce sommet 
sur la base AB, multiplié par la surface engendrée par cette 
base AB, 


posé, on a (n° 256, 2°.) : or les se- 


Donc, etc. 
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1“ cas. Le triangle C4B tourne autour de l'un de ses côtés 
CB (fig. 188 et 189). Ona vol. CAB —cóne CAP +cône BAP 
(v. n° 310), ou = {$ cercle AP XxX СВ) — 4m AP* >< СВ : or 
АР x CB = 2 fois aire ABC= АВ >< CD; donc........- 
vol. CA B =} ят p. APX AB; et comme la surface du cône en- 
gendré par AB est = $ circ, AP >< 4B =x AP X AB, ona.. 
vol. САВ = p Xsurf. AB. Cette démonstration convient aux 
trois cas où l'angle „4 est aigu, droit ou obtus. 


2° cas. Le triangle CAB tourne autour d'une ligne схі - 
rieure CI (fig. 186); vol. CAB = vol CAI — vol. BCI 
= ўр (surf. AI — surf. BI) = $ p. surf. AB. 

3° cas. La base 4B est parallèle à l'axe C/ de rotation 
(fig. 187): vol. CAB —cyliu. ABEF+cône CAE—cóne CBF, 
ou = cercle CD (АВ +4 CE — + CF) = 
y x CD’ (3EF + CE — CF)- is CD'scaEF : DEL ice 
engendrée par AB est celle d'un cylindre, et— cire. CD» КЕ 
2x CD x ЕЕ; donc vol. C4BD— СЮ X surf, AB. 


Ce théorème sert à trouver Jes volumes de la sphère, du sec- 
teur et du segment sphériques ; cav si Гоп circonscrit à l'arc de 
cercle 4DP (fig. 169) une portion de polygone à côtés égaux, 
et qu'on fasse tourner la fig. autour du diamètre 40, la révo- 
lution complète de tous les triangles C45, CBD, CDI..... 
engendrera un volume = { р (surf. 48 + surf. BD 4-...). 
Aiusi ce volume est le produit de la surface engendrée par tous 
les côtés du polygone, multipliée par la tiers du rayon. Donc 

1°. Si le polygone est circonscritau demi-cercle 4D (fig.167) 
de rayon R, désignons par « l'excès de l'aire P de la sphère sur 
celle qu'engendre le polygone; par 8 l'excès du volume 7" de 
la sphère sur celui que forme le polygone; ona.......... 
V +8—:!:R(P+a); d’où l'on tire (n? 113) F=} Я E». 
le volume ds la sphère est le produit de sa surface multipliée 
par le tiers de гау on, ou celui de l'aire d'un des grands cercles 
par les $ du rayon (n° 293, 2°.), ou enfin 


Volume V de la sphère = +т "nu ma D* —0,5236 П", 
D étant le diamètre 2А. 
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2%. Le rayon R de la sphère qui a 7 pour volume est 


k] p^. an AE - 
к= V =y kP, “logk=1.3779114 


3*. Pour le secteur sphérique DAC, le méme raisonnement 
prouve que Je volume est égal à la surface de la calotte multi- 
pliée par le tiers du rayon, ou (n? 293,1**.), la flèche 41 étant h, 

F'olume du secteur sphérique = * x К? h. 

4°. Si l'on retranche le cône DGC du secteur, le reste est 
le segment sphérique ADIG; or le volume du cône DGC est 
== С < бексе $ CI x = DP; CI = К Б, 
DI = DC — СР == 2Rh — h’; donc 


Folume du segment sphérique == 2 т h{3R° —4). 


5°, Le cylindre DGFE (fig. 170) et le cône HIK circons- 
crits à la sphère 48 ont pour volumes, savoir, 1°. le cylindre 
—7R° >< 2R ou 27R*; 2°. le cône (2. n? 293) 3aR^ >< 5 HB, 
et comme HJ? = HP — 1B* = НІ, on trouve HB =3R, et 
cône = 37R°. Comparant les quantités 4 sR’, 27 et 32/0, 
on voit qu'elles sont entre elles comme 4 : 6 : 9; ce sont Zes 
rapports des volumes de la sphère, du cylindre et du cône cir- 
conscrits ; le cylindre est moyen proportionnel entre les deux 
autres ; la sphère est les deux tiers du cylindre circonscrit. 


314. Les volumes de deux pyramides sont entre eux comme 
les produits des hauteurs par les aires des bases (n° 310). Mais 
si ces pyramides SAC, Sac (fig. 151) sont semblables, on a 
ABC... — SIP 


"abe. р (n? 278) ; multipliant de part et d'autre par 
E il vient SABC... — 9H» 
Sh Sabe... ... Sh 


315. Les volumes des polyédres semblables sont entre eux 
comme les cubes de leurs lignes homologues. En effet, comme 
deux polyédres semblables Рур, sont décomposables (n° 295) 
en pyramides semblables S, s, $', &'... en désignant par 
4, a, А', а des lignes homologues de ces pymirades, on а 
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S Ps _AÀ* Dill 
I—wovy7uascVUailleurs tous ces rapports sont égaux ; 
A 
puisqu'en vertu de la similitude supposée, on a == f=.. 


Donc ==; d’où (n° 73, 3°.) 


SSES +... PO 
sHs t +... p a 


Il sera aisé de voir que les volumes des sphères sont entre eux 
comme les cubes de leurs rayons ; que ceux des cylindres droits 
et des cônes droits semblables (c.-à-d. engendrés par des rectan- 
gles ou des triangles rectangles semblables) sont entre eux 
comme les cubes des longueurs de leurs génératrices, ou de 
leurs hauteurs, ou enfin des rayons de leurs bases. 

Les polyèdres symétriques ont leurs volumes égaux, puisqu'il 
est évident qu'on peut les décomposer en tétraédres symétri- 
ques, et que ceux-ci ont des bases et des hauteurs égales. 
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УМЫ УЫ AA AAA RAA AAA 


МАУЫ УЛЛУ AAA AA VAAAAA MV V 


Ї. APPLICATION DE L'ALGÉBRE А LA GÉOMÉTRIE 
ÉLÉMENTAIRE. 


Quelques Problèmes sur les lignes. 


316. Tant que l’Algèbre et la Géométrie ont été séparées, 
leurs progrès ont été lents et leurs usages bornés; mais lorsque 
ces deux sciences se sont réunies, elles se sont prêté des forces 
mutuelles, et ont marché ensemble d'un pas rapide yers la per- 
fection. C’est à Viète et à Descartes qu’on doit l’application de 
l’Algèbre à la Géométrie, application qui est devenue la clé 
des plus grandes découvertes dans toutes les branches des Ma- 
thématiques. ( Lacrance, Écol. Norm., t. IV, p. Дот.) 

C’est donc en introduisant dans les formules algébriques les 
grandeurs qui composent les parties d’une figure, que nous 
transporterons dans la Géométrie toutes les ressources de l'Al- 
gèbre, et nous parviendrons sans peine à des résultats qu'ils se- 
rait difficile d'obtenir par la Géométrie seule. Celle-ci a l'avan- 
tage de ne jamais faire perdre de vue l'objet principal, et 
d'éclairer la route entière qui conduit des premiers axiomes à 
leurs dernières conséquences (voy. n? 252); mais l’Algèbre a 
bien plus de ressources. 

Ces réflexions conduisent à préférer dans la Géométrie élé- 
mentaire les méthodes directes, celles qui ne reposent sur 
aucun principe étranger, et permettent, pour ainsi dire, d'i- 
solerchaque théoréme , en le présentant comme une vérité aussi 
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claire que l'axiome d’où il est déduit, Mais, lorsque les ques~- 
tions deviennent plus compliquées, cette méthode, qu'on nomme 
Synthèse, perd la clarté, qui est son plus précieux avantage; 
Г Analyse veprend toute sa supériorité, et, par sa féconde in- 
fluence, généralise les résultats, simplifie les recherches, et 
lorsqu'elle est employée avec adresse, donne à ses artifices une 
élégance et méme une clarté à laquelle le mécanisme du calcul 
semblait s'opposer. Les problèmes suivans serviront de preuve 
à ces assertions, 

313. Mesurer la distance d'un point inaccessible D à un 
autre point À (fig. 181). On prendra sur l'alignement 4D une 
partie quelconque С, et formant un triangle arbitraire 47 C, 
on en mesurera les côtés AB =c, AC= b, BC = a (*), puis 
marquant sur BC un point Æ P Que: on dirigera vers D 
le rayon! visuel FD; soient 4D — x, EC—g, ЕА == а. La 
parallèle EG à AB donne 


$n 04. AB a b с 


ð ше SD эы а 
d Id ANM тее 
j 
donc CG z- 5 ,EG, 
a a 


ў ра DG | x 06 
24 FA EG €a EG 
Or, ona DG = DA—G4= уж үр. СС), 


b 
ou DG=x—b + £, en divisant cette valeur par celle de ЕС, 


х  ar—ab--bg 
on trouve -= — à 
d eg 
d'où x=bd( #== " 
cg —ad 
S'il arrive que BF = AF, ce qu'on est maître de supposer , 
comme c= 2d, la solution se réduit à x— b. = = 
—a' 


(*} Dorénavant nous désignerons les angles des triangles par A, B, €; et 
par a, b, с,.... › les côtés qui sont respectivement opposés. 
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I! ne s'agira plusque de mettre pour a,b,c,d, et g leurs va- 
leurs numériques, ou le nombre de fois que ces lignes con~ 
tiennent l'unité, pour trouver z exprimé en nombres. 

318. Quelle est la relation qui lie les côtés a, b et c d'un 
triangle BAC (fig. 117) inscrit à un cercle de rayon R? Menons 
le diamètre BD, et les lignes 4D, DC ; le quadrilatère 4BDC 
donne (n? 241, П) 2Rb — с X CD 4- a x AD. Des triangles 
rectangles BCD, BAD, vous tirons CD = y (4R* — а"), 
AD = V (4R? — c); donc 

2Rb — cy ( AB* — a) H-ay/ (4R с); 
équation cherchée, qui donne l'une des quantités a,b,c et В, 
connaissant les trois autres. А 

I. Étant données les cordes de deux arcs 48, ВС, on a donc 
b, ou la corde 4С d'un arc ABC égal à leur somme. 

Si les arcs 4B et BC sont égaux, on a a— c, d’où 

Rb = ay (4R* — a’), 
équ. qui donne la corde b d'un arc, connaissant celle a d'un 
arc moitié moindre. 

П, Trouver le rayon R du cercle circonscrit au triangle 
ABC (fig. 117). Élevons notre équ. au carré, l'un des radi- 
caux disparaitra; transposons ensuite les termes rationnels, 
et carrons de nouveau pour chasser l'autre radical, nous trou- 
vons 
AN abc 
S Vieser edy 
Cette formule ne se prête pas au calcul des log : mais le radical 
affecte la différence de deux carrés, qui = (аас + a^ + c* —5*) 
X (зас — a — e + b°), оц [ (a4 c — b ] >< [5° — (a—e)y]; 
chaque facteur souffre la même décomposition , et l'on a 


R 


&= афс 
V/(a4-54- c) (b+c—a) (афс) (ас), 
a = + abc 


V p-(p—a)(p—b)(p—c) 
en faisant, pour abréger , le périmètre 2p a +b + c. 


m 22 
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ПІ. Trouver l'aire z d'un triangle , connaissant les trois côtés 
a, b, c (n?222, fig. 182). Le segment 4D = x = кее, 
or, le triangle 48D donne BD = y(c* — x); st bx BD 
devient donc z— ; V/[4P*e*— (5% es — 2], 
ou 2= Vp.(p—a)(p- 5)(p—c). 

On a donc, pour le rayon du cercle circonscrit, 4Rz= abc. 

IV. Trouver le rayon r du cercle inscrit au triangle. Les 
aires (fig. 68) des triangles 4O08, AOC, BOC étant £ cr, ! br, 
> аг, la somme, est z = pr, d’où ( voy. n° 364, ІХ ) 

=> 9-4 y/ 2-9 (p—5) (p —«) 
P 

V. Évaluer Eo d'un quadrilatère ABCD (fig. 77): me- 
nons la diagonale 4C =b, et prenons-la pour base des deux 
triangles ABC, ADC; h et № étant les hauteurs, l'aire de- 
mandée est | b (А-Л). 

On peut encore opérer comme il suit. Soit ABCD (fig. 191); 
abaissez les perp. DE zh, CF = № sur la base AD — a, faites 
AE — b, BF 2 V, d'óù (n° 259) l'aire CFEDes........ 
АЧА) X< (a— bb), De plus 4DEzS ibh, CBF= УМ : 
vous trouvez enfin, pour la somme de ces aires, 

ABCD =! (a — b) k 4-5 (a— Wh. 
Cette équ., facile à appliquer, ne convient plus dès que l'une 
des perpend. tombe hors du quadrilatère. Ainsi (fig. 192), 
il faudrait changer б en — b et b en — D". (For. n° 339 et 
364, VI.) 

VI. Mener EF perpend. à la base AC du triangle ABC(fig. 193), 
telle que les triangles AEF, ABC soient dans le rapport donné 
de m à n. Soient ё et x les bases 4C, AE; het y les hauteurs 


BD, EF; les aires sont 1 2А, z xy, d'où T == 7. D'ailleurs 
les triangles semblables ДЕЕ, 4BD donnent i- = ++ „ еп fai- 


kb е 
sant 4D — &; donc, éliminant y, zz v( M) Si 'on 
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avait x > k ou AD, le point E devrait être situé vers H, au- 
delà de D, et la perpend.à 4€ séparerait un triangle qui n'est 
plus contenu dans 42C : ce cas arrive quand фт У kn, ou 
т. k AD 
n 7 b— AC 

319. Connaissant le côté AB =a (fig. 122) d'un polygone 
régulier inscrit, cherchons celui 4C—x d’un polygone régulier 
dont le nombre des côtés est double. CO, perpend. sur A47, 
donne (n°227) 4C'—CI >< 2CO. Représentant раг z le rayon 
OI du cercle inscrit au polygone donné, on a CI = R—z, 
et OP == 40" — AT : donc 

z'aR(R-z), et >= А 10. 

En faisant, par ex., a=R, on a Ry (2 — V/3) pour le côté 
du dodécagone inscrit, De même a=Ry3 (n° 238) donne 
x =R pour le côté de l'hexagone, etc. 

On peut aussi trouver le côté EF — y d'un polygone régu- 
gulier circonscrit, connaissant celui 445 = a, qui est inscrit 


d'un méme nombre de côtés. Car les triangles 407, БОС 
donnent 


aR í 
donc = — et =R’ ia. 


320. C'est ainsi que a = Ry 2 donne z=ŻR y^ et y = 2R 
pour le côté du carré circonscrit (n° 239); а= А y3 donne, 
pour le côté du triangle équilatéral circonscrit, у = 28/3, 
ou le double du cóté du triangle inscrit. 

П est facile de déduire de ces formules Ze rapport approché 
т de la circonférence au diamètre, ou la demi-circonférence ж 
du cercle , dont le rayon est l'unité (n* 248). Pour cela posons 
R= 1, nos équ. deviendront 

х= \/(а—эг), а= y1 — 14), у= 
Faisant a= 1, on a, pour le côté du dodécagone inscrit, 
z—y(2—V3)20,515638.5: de nouveauon fait a—0, 51638, 
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on trouvera z =0,26105238. .. pour le côté du polygone ré- 
gulier inscrit de 24 côtés; et ainsi de suite. 

Quatre opérations semblables donnneront, par exem- 
ple, 0,065438166 pour le côté du polygone régulier de 96 côtés; 
en mettant cette valeur pour a dans z et y, on a le côté du po- 
lygone régulier circonscrit semblable; et multipliant par 48, 
ou a, pour les demi-périmétres de ces polygones 3,1410 
et 3, 1427... .., Comme la demi-circonf. я est comprise entre 
ces longueurs , on aura donc ж == 3,14... , en ne prenant que 
les décimales communes. 

Pour obtenir une plus grande approximation, comme la cir- 
conférence approche d'autant plus des périmétres des poly- 
gones, que l'on multiplie davantage les cótés (n? 246), il 
faudra recourir à des polygones d'un plus grand nombre de 
côtés. Soit, en général calculé le côté a d'un polygone inscrit 
d'un nombre n de côtés; on aura, pour les demi-périmètres 
de ce polygone et de celui qui est circonscrit semblable, 


tian et LE LIN e RER 
; V[G4 129) (1—5 а)] : 

NOMBRE DES CÔTÉS. DEMI-PÉRIMÈTRES DES POLYGONES 
а. 
inscrits. ei rconscrits- 

ТОРТ. ч 3,1410319.....:.......... 3, 1427146 

ПЛУТЕ o 3,144... гЁ Р р 3, 1418730 

LT TOTT. дә 3,1415576................ 3,14166)0 

268... „.. нани, 3,104158309..... ae 3,1416101 

ATAT обете us 3,161890$.........1....., 3, (415970 

Er TEE ERR CETTE 3,1ji5gat. eee 3, 1415937 

6.06...-....-....... ET 3,1405935........ eene 3, 1415929 
i PARIS ARSPARRNAREA 3,1415996................ 3,1415927 


on en déduit enfin le nombre + donné p. 289. 
Constructions géométriques. 
321. L'art de résoudre les problèmes de Géométrie consiste, 


comme on a pu le remarquer ( n?^212, 229. ..), à les supposer 
résolus , à rapprocher les propriétés de la figure de celles qu'on 
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connait et qui sont analogues ; à trouver ainsi la loi à laquelle 
les parties du système sont soumises, et à en conclure les in- 
connues. Ces procédés exigent beaucoup d'exercice et d'adresse, 
et l'on ne peut donner de règles générales pour ces combinai- 
sons. L'emploi de l’Algèbre, lorsque le choix des inconnues 
est fait avec adresse, conduit souvent à des solutions plus élé- 
gantes; on sait mieux reconnaitre leur nombre, et l'on juge 
facilement si le probléme est possible ou non, déterminé ou 
iudéterminé. 

Concevons qu'après avoir résolu un problème de Géométrie, 
on ait construit la figure qui en règle les parties, qu'on ait 
désigné par des lettres les longueurs des diverses lignes qui la 
composent, et qu'en faisant usage des principes connus , on les 
ait liées par des єди. ; le calcul conduira bientôt à la valeur 
des inconnues. Cela posé, si toutes les lignes de la figure sont 
exprimées par des nombres, l'Arithimétique donnera numéri- 
quement ces dernières. Mais il est remarquable qu'on peut as- 
signer ces longueurs cherchées, méme sans le secours des noin- 
bres , à l'aide de procédés géométriques, qui auront d'autant 
plus d'élégance, qu'ils rendront la figure moins confuse. C'est 
ce qu'on appelle construire la valeur de l'inconnue. 


322. Remarquons, avant tout, que le calcul dont il vient 
d'étre question ne peut avoir pour élémens que des rapports 
de lignes; en sorte que la ligne Æ ne peut y être introduite 
qu'en ayant égard à son rapport avec une autre ligne B, qu'on 

e A ; 
peut prendre pour unité (n? 175). Alors 7j !eprésente un nom- 
bre abstrait, auquel on peut substituer celui de deux autres 
Ar a 
grandeurs quelconques а et à, pourvu qu'on ait $T 
Il n'entre donc, dans les calculs, que des expressions telles 
, (d р 
с M. | ‹ 
que; » а». Or, il suit des régles mémes du calcul , que toutes 


combinaisons de ces élémens par voie de multiplication , di- 
vision, réduction au même dénominateur , etc. , doit conduire 
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à un résultat homogène, c.-à-d., dont les termes renferment 
tous le méme nombre de facteurs. Ainsi, les lettres a,b,c... qui 
entrent dans uue formule peuvent y désigner des lignes au lieu 
de nombres, et les terines doivent être homogènes : s'il n'en 
est pas ainsi, quelqu'une de ces lignes, telles que r, a dù être 
prise pour l'unité, qui n'est d'ailleurs qu'une longueur arbi- 
traire et connue (n? 36). Dans ce cas, on peut rétablir le fac- 
teur r partout où il a dà disparaître, lorsqu'on a posé r— +, 
c, -à-d., introduire r et des puissances convenables de v dans 
les divers termes , afin qu'ils redeviennent homogènes. Pour 
que les quantités 


2a*c + ab! — d a—b 127a 
М4 а——с ° 1+ ab? v 2 ) 


représentent des lignes, elles doivent revenir à 


зас + ab*r— dri (a—byr* V Cz) me) 


Ва аге * таў” 


— а . А : 
, en faisant évanouir le ra- 


En effet, par ex., a ( 


dical, devient 2z^— 1 <a, qui, en restituant des puissances 
convenables de r, devient 2z*— r° + аг. Mise sous cette forme, 
on peut prendre dans l'expression pour unité tout autre signe 
que r, et méme une longueur qui n'y entre pas. 

Lorsqu'une formule sera homogène, nous en évaluerons le 
degré par le nombre des facteurs de l’un de ses termes, si elle 
est entière ; on retranchera le degré du dénoininateur de celui 
du numérateur, si elle est fractionnaire; enfin, on divisera le 
degré de la fraction par l'ordre du radical qui l'affecte , si elle 
est irrationnelle. Concluons de là qu'en général, pour qu'une 
fraction représente une ligne, c.-à-d. soit linéaire, il faut que 
chaque terme du numérateur ait un facteur de plus que dans 
le dénominateur; et s'il entre un radical, il doit affecter une 
quantité de méme degré que lui : le radical carré précédera 
une fraction du second degré, etc.; les formules de premiere 
dimension, &.-à-4, du 1** degré, sont constructibles par une 
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ligne; celle de seconde dimension par une aire ; enfin celles de 
troisième dimension représentent un volume : et si elles ne sont 
pas homogènes, on les rend telles en distribuant des puis- 
sances convenables de la ligne r qui y a été prise pour unité. 


323. Toute fraction monome linéaire ne peut être que de la 


i __ ab abc х= bed QU 
ormes = ——, шш d m CS e-ci, par ex., 


équivaut ax ух À >< d; de sorte qu'on voit que la ligne 
d doit étre prise autant de 2 pi y a d'unités dans le pro- 


duit des rapports abstraits = 


TIR 


9 аб / 
1°. La construction de z=7 n'offre pas de difficulté ; z est 


une quatrième proportionnelle à c, a et b. On sait la trouver 
(n? 217, fig. 82); on pourrait méme faire usage des théorèmes 
(n*' 225 et 228 ). 


2°, Pour r Сач , оп cherchera une ligne k = > et l'on 


de a 
аага = t, ainsi deux 4° proportionnelles donneront z. 


ab 


3°. De même x — abcd se construit en faisant À == - 


efs 
À kt è E 
i= 7 ‚ et Гоп а x = т П faut trois constructions. 


Et ainsi de suite. 


abe+def—ghi | 
im i 


324. Pour la fraction polynome x = 
4 А abc , de, hi 
le dénominateur est monome, on écrit t = -— def 264 n 
im ' im im 
on construit chaque fraction à part, et l'on a trois lignes à 
ajouter ou à soustraire. 


LI 


Cependant si Роп а ж е il sera plus court de faire 
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b) (a —b | 
= CLIC, c.-h-d. de сһегһег une 4° propor- 


tionnelle aux lignes с, а b eta — b. 


325. On rend le dénominateur monome, lorsqu'il ne l'est 
pas, en l'égalant à un seul terme de même dimension, et dont 
on prend à volonté tous les facteurs, excepté l’un y qui y est 
inconnu, et qu'on détermine ainsi qu’il vient d’être dit. Par 


abc 4- def 


ex, pour -p ped’ оп fera ab + cd = ay; 
def bo | def. 1 
d’où ЕТ. —— ety zb 
ay X ay y ay! us M 
Cette équ. donne y; la т" fait ensuite connaître =. 
abc* + qh— т?р 


Pour x = , on fera le dénominateur 


g'i — klg + cmd 
: ace : i ap cmd 
g'i—kg+emd=gy; d'ou l'on des + wo 


une fois y connu, on a 


ҮР ad a A 
Le choix des facteurs de l'inconnue y se fait quelquefois de, 
maniére à rendre les constructions plus simples; un peu d'a- 
dresse et d'exercice facilitent l'application du principe général : 


м”. abc — a'b* , . m (c— m) ; ab 
ainsi т ———7 ———.— devient x ——— —— , en faisantm=—. 
abc 4- c c +m c 


326. Les Constructions radicales se ramènent à la forme 
V (ab) ou V/(a* + 0» : 
y (ab) est une moyenne proportionnelle entre a et / ; on la 
construit comme il a été dit (n? 226, fig. 95); on pourrait aussi 
la trouver à l'aide des théorèmes ( n™ 227, 228) 

Quant à py (a&b), c'est un côté d'un triangle rectangle 
dont a et ё sont les autres côtés. Pour |/ (a*##*), on prendra 
(fig. 92) 4B =a, АС =b sur deux lignes indéfinies 45, BC 
à angle droit; l’hypoténuse BC est {/(а' 42°). De même, 
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pour V/(a* — b’), on tracera , comme ci-dessus, les lignes 48 
et AC; on prendra 48 =b; puis du centre B avec le rayon 
BC-a, on marquera le point C, 4С sera y/(a* —5*). Ou 
autrement, sur Ја ligne 8C— a comme diamètre, on décrira 
le demi-cercle 42 C; puis du centre В avec le rayon у B =b, 
on marquera le point 44; AC sera y (a° — b’). 

324. Pour construire toute quantité affectée d'un radical 
carré , comme elle doit avoir deux dimensions, on l'égalera à 
un produit ay; a étant une quantité qu'on choisira à volonté ; 
et y une inconnue; on aura alors x = y (ау). La valeur de y 
se déduira aisément ; elle sera une fraction qu'on construira 
par les principes ci-dessus. 
ab?--cd* ab? + са 
E) ‚ой fera ERST = ау, 


Soit, par ex., === 


d’où y — = Pn ; on construira y par une 3° et 
Fe aac) 
deux 4* proportionnelles: enfin on aura += y (ay). 


Au reste, le procédé général se simplifie souvent avec un peu 
d'adresse; ainsi, pour W/(ac+ bd), on fera bd=ay; d’où 


у= Ma x= y [a (c+y)]. De méme х= y (ab + bc) de- 
vient += y [(a4- c)^]. Роу. aussi (n° 329, V) la construc- 


tion de VÆ) etc. 


328.Quoiqu'on puisseconstruire par cette voie r= y/(a*275*), 
cependant la construction du triangle rectangle donne une 
solution plus simple : c'est pourquoi il arrive souvent qu'on 
ramène à cette forme les quantités radicales. Ainsi,..... 
x = y (а бс) devient r= y (a? + у”), en faisant y'= бс; 
d'où y= y (bc). 

De méme z= y (а* + b° + с" + d^...) se construit ainsi. On 
fait y = y (а -+ b°); sur les cótés AB, BC dc l'angle droit В 
(fig. 194), on prend 4B8—a, BC — b; 'hypoténuse 4C est y. 
Ола x— Vy (Q? + ce +d +... ); on fait у” =y (J + c") : 
ainsi, sur DC perpend. à 4C, on prend CD=c, et AD est у"; 
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d'où x + y/(Y'* --d* 4-...) , et ainsi de suite. La dernière hypo- 

ténuse AF est x. (Foy. pour la construction de Vn et = ” 

n° 329, IX et V.) " 
Pour r= y/(ac — fg + mq +nd), on fera indifféremment 

ou ac — fg -+ mq A- rd— ay, 

fg , mq , rà 

«tatu 600 (00); 

ou bien aczm y^,fg—T* mæt, rd=ut, 


d'où xz y (y*4- P 4- u^ — z^); et la construction précédente, 
convenablement modifiée m. 


Enfin si l'ona x — СЕ cd , on fera... 


LI а +4 
=ў ab --cd" d'où == V/(a'—»*) : il ne restera plus qu'à 


d'oü y-—c— 


obtenir y. On fera с? 4- d'= z^ et ab 4-cd9 t; s et t se trou- 


Js 


veront aisément, et l'on aura ў = re 


329. Appliquons ces principes à quelques exemples. 


I. Partager une longueur AC (fig. 195) en deux parties CB, 
AB, qui soient entre elles dans le rapport donné de m à n. 
Soient 44C:- a, CB=x; on a AB—a—x, et, d’après la 


Ne 
= —; d'où t= Sur une 


am 
z n' m+n 
ligne quelconque EC, on prendra CD =m, ED =n, sim 
et n sont des lignes; si ce sont des nombres, on portera une 
ouverture de compas arbitraire m fois de Сеп D, et n fois 
de D en Е. On mènera AE et sa parallèle BD ; B sera le point 
cherché. 

II. Étant données deux parallélesB C, DE (fig. 196), et un 
point 4, mener par ce point une oblique 47, telle, que la partie 
IK comprise entre les parallèles soit de longueur donnée = 
Menons {С perpend. sur D E, et faisons 4G = а, РС ==0, 


ү re qd y 41 IK „1 
l'inconnuej GI = x; on ^ AG - = kG' 9. u = 


c . r 
condition prescrite, F 


= 2: puis 
4: 
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АР = a? 4- x"; donc х= = 5v e— b). On voit d'abord que 


le probléme est impossible quant b est >c, ou FG» IK. 
Pour construire cette valeur, du centre F, on décrira l arcH H' 
avec le rayon c; GH sera y/(&* — b°); AT parallèle à FH sera 
la ligne cherchée, puisqu'on voit que IG est 4* proportionelle 
àb, a et GH. 

Il y a une seconde solution еп Г; c'est ce qu'indique le 
double signe de la valeur de x ( voy. n? 338). 


NI. Étant donnés deux points А et B(fig. 192), et une 
droite DD’, décrire un cercle qui passe par ces deux points et 
soittangent àla droite, ll suffit de trouverle point D ducontact. 
Soit donc prolongée la ligne 4B en С, et ait CD = x, CI=a, 
14 — b, I étant le milieu de 48. La tangente CD donne 
(n*a38) ж? == CA >< CB — (a — b) (a+b); d'où x =y (ab. 
Sur l'hypoténuse CZ on tracera le triangle rectangle ЕС, dont 
b et x sont les côtés de l’angle droit, en décrivant le demi- 
cercle CET, prenant E= AT; CE sera x = CD. llyaune2* 
solution en D’, à cause de la valeur négative de x (n? 338). 

IV. Deux parallèles AE’, BF (fig. 198) et leur perpend. 4B 
étant données, mener une sécante EF, ille que 4C, moitié 
де .4B, soitmoyenneproportionnelle entre les segmens 4 E,B F. 
Soient 4E=zx, BP- y, 4C-2a:onaa^—axy: le pro- 
blème est donc Zndéterminé (n° 117), etle nombre des solu- 
tions infini. Parmi les diverses manières de les obtenir, la sui- 
vante est assez élégante. 


Soit CD —r, D étant le point de rencontre de la ligne cher- 
chée EF, avec CD perpendiculaire sur 42 en son milieu C; 
II perpeud. à CD donne les deux triangles égaux EDI,I'DF; 
ainsi y— r4- ГЕ, х —r— IE, d'où z4-y—2r. Éliminant 
y de a'—xy, оп а r'—2rr—-—4'; г est ici arbitraire, 
et l'on a ж" y/(r^— а"). On devra donc prendre le point 
D, tel que r soit >a, ou CD > AC : le cercle déegt du 
centre D avec le rayon r donne £/— Vy/(r^ — a); done les 
points Æ et F d'intersection satisfont à la condition, ainsi 


WWwW.rcin.org.pl 


548 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 


que Е’ et F. Chaque centre D donne ainsi deux solutions 
EEn 24 242 

V. Par le point À (fig. 204 ), mener une corde ABD dont 
les segmens BA, AD aient entre eux un rapport donné me 

n 

Menons le diamètre НАС, soit CH г, CA =b, AD = х: 
ona НА >< 4G = ВА < AD, d'or б — m x В.А ; mais, 
par condition, BA == T, donc Ж r’ — b^. Faisons 
п 


nk” . : 
т? — 072", nous aurons z— V7 » quantité facile à cons- 


ишге. On pourrait lui donner la forme x= LA yv (mn), et il 
m 


faudrait trouver une moyenne et une 4* proportionnelle ; mais 
on doit préférer le procédé suivant. Remplagons le rapport de 


= par celui des deux carrés : sur une ligne indéfinie (fig. 199), 


prenons DF et FE, tels qu'on 28 2 Z; décrivons le 


demi-cercle DAE, puis menons AF perpend. sur DE, et les 
FE 


АЕ à 
cordes 4D, AE; nous aurons гут; == уур == m T (n 227); 


ainsi 2 = " — prenons donc 4B =k sur 40, prolongé 


A 
AD 
s'il est. nécessaire; BC parallèle à DE, donnera 4C = x 
(n? 216). 

VI. Un polygone étant donné, en construire un semblable, 
les aires étant dans le rapport connu de m à n. Nommons 4 
l'un des côtés du polygone donné, x son homologue inconnu ; 
les aires étant 1: m : n d'une part, et aussi 2; 4° : x° de 

* 
l'autre ( n? 262); ona ЕЕ = D d'ou x — Al vV З On vient 
а п т 
de construire cette expression (fig. 199); ainsi z est une lon- 
gueur connue. Il ne reste plus qu'à former, sur le cóté z ho- 
mologue à 4, une figure semblable à la proposée (n° 242). La 
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méme construction s'applique aussi aux cercles (n? 263, 3°.) ; 
m et n sont ici des lignes ou des nombres donnés. 

Pour trouver le rapport de deux figures données semblables, 
ABC..., abc... (fig. 118), on prend sur les côtés d'un angle 
droit DAE (fig. 199) des parties AB, AC égales à deux lignes 
homologues des figures proposées : la droite BC est coupée par 
sa perpend. 4G en deux segmens BG; CG, qui ont le méme 
rapport que ces figures. 


VII. Cherchons une figure X semblable à une autre P et 


égale àune troisième Q. P et Q sont donnés : prenons un côté 4 
> * 
de P, et soit x son homologue inconnu, on а —- = —, d'où 
; e qua 


9 — 2 , puisque X= Q. Soient М et N les cótés de deux 
carrés équivalens à P et Q (n? 257), ou deux carrés M* et N° 
qui aient méme rapport que ceux-ci (fig. 199); il en résultera 
а 
N 

e Trouver deux lignes x et y, qui aient méme rapport 
que deux parallélogrammes donnés. Les bases étant B, b, les 


а з ainsi x est 4° proportionnelle à М, N et .4. 


hauteurs ZZ, h, on doit avoir £ = TE. Si l’on donne y, une 


construction facile (n? 323) fera connaître x. Mais si ces deux 
lignes sont inconnues, l'une est arbitraire ; et l'on peut prendre 


y =b, d'où x 28, ; æ est alors une 4° proportionnelle à ^, 


H et B. Ce probleme revient à construire un rectangle hx, dont 


on a la hauteur h, et dont l'aire équivaut à celle d'un rectangle 
donné BH. 


IX. Pour construire y/n, on peut prendre une moyenne pro- 
portionnelle (n° 226) entre n et т. On remarque (n°° 238, 239) 
que si l'on décrit le cercle qui a l'unité pour rayon, eu y ins- 
crivant un carré et un triangle équilatéral , leur côtés sont y2 
et y3. Quant à 4/5, V6...., la construction (n? 328) s'ap- 
plique à cette recherche; car, sur l'angle droit CB A (fig. 194), 
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prenons AB = 2, СВ с 1, on аша 4C — 4/5, De méme 
CD = 1, donne AD = (/6, etc. 


330. L'équation du second degré z^-]- px =q suppose une 
ligne r prise pourune unité (n° 322); il faudrait doncremplacer g 
par gr, ou plutôt par m°, en faisant m? = gr. Les racines de 


x* + pr = m sont x == —L+ V (m? + 1 p’); on les construit 


aisément d'aprés les procédés généraux que nons avons indi- 
qués; mais il est plus élégant d'opérer comme il suit. 

1°, Si l'on a z* — рж = — m, comme m'—z(p =), т 
est moyen proportionnel entre x et p — x. Si donc on élève 
(fig. 200) 4D = m perpend. sur AB =p, puis si l'on décrit la 
demi-circonférence AEB sur le diamètre 472, DE' parallèle 
à AB donne les points E, E’, pour lesquels la perpend. EF 
ou E' Е est moyenne proportionnelle entre les segmens du dia- 
mètre. Les deux racines sont done r= AF et r= АЁ". 

2°, Si Гоп a x°— px = m’, comme m est moyenne propor- 
tionnelle entre x et x — p, avec le rayon 4D =+ p (fig. 103), 
on décrira le cercle AEF, puis prenant sur la tangente une 
longueur 4 C—7n, la sécante CEF passant parle centre, donne 
ж== СЕ еї==— СЕ, puisque m* — CE Xx CF. 

3°, Si l'on a 2° -4 pz — tm, on fera 1а méme construction 
que dans les cas précédens; seulement les racines sont chan- 
gées de signe, puisqu'il suffit de changer z en—zx, pour re- 
tomber sur les équ. déjà traitées. 

X. Soit proposé, par ex., de mener par le point 4 la corde 
BD (fig. 205), dont la longueur soit donnée =c. Conservant 
la notation du probléme V, nous avons encore ғ“ — ^, on 
F= хс BA, par condition; B2 c—zr ; donc k’ —(c—z)r 

XI. Couper une droite en moyenne et extréme raison ; il faut 
trouver sur la ligne 4C— a (fig. 103) un point B tel que le 
segment ЗС = x,soit moyen proportionuelentre la ligne 4C, 
et le petit segment 4B—a—x, d'où x'=a(a—x), et 

r--— ja ty (a+; a). 
Le radical est l'hypoténuse CD du triangle rectangle ADC, 
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dont le côté 44D — ! a —1 4C; ce triangle est facile а cons- 
truire : on a donc z — — ! а 44 CD. Du centre D, avec le rayon 
AD, décrivez le cercle EAF'; CEest==x; on porte CE de С 
en В, et le problème est résolu, comme on l'a fait p. 275. 
Quant à la 2* racine, elle ne convient pas à la question; pour 
l'interpréter (n° 107), il faut changer x en — x dans Реди, ci- 
dessus qui devient x’ = a (a 4- x); et donne z=} a + CD = 
CF : on portera CF de C en D, et ce point D donnera DC 
moyen proportionnel en DA et CA. Les deux solutions con- 
viendront à cette question : Trouver sur la droite indéfinie AC 
un point B ои D, tel que sa distance au point C soit moyenne 
proportionnelle entre sa distance au point À et la longueur AC. 


331. Pour construire les formules de deux dimensions , on 
les réduit à deux facteurs BH (comme n? 327) ; l'un est la 
base, l'autre la hauteur du rectangle, dont l'aire a pour va- 
leur l'expression proposée. Ainsi, pour z = V/ cd(a* — b), on 
fera a^ — b? = B’, cd = H’; B et H seront des lignes faciles à 
trouver, et l'on aura z — BH, rectangle connu. 

Mais si l'on veut que l'aire cherchée soit un parallélogramme 
ou un triangle, etc., comme la base et la hauteur ne suffisent 
plus pour déterminer la figure, le probléme admet une infinité 
de solutions, et n'est déterminé que si l'on donne une autre 
condition , telle qu'un angle, ou le rapport des cótés, etc. 

Pour former un triangle équivalentà un cercle dont le rayon 


m "m 
est R a "ES on prendra le diamètre 2R pour base, et la 
hauteur sera une ligne А égale à la demi-circonférence, ou 
hææR ==55 ты Ces valeurs se construisent par la fi 
wR = a à ent par la fig. 199. 


et il reste ensuite à tracer un triangle dont on prend un angle 
à volonté. 


332. T'oute formule à trois dimensions se réduit à un pro- 
duit de trois facteurs, x = ВС, qui sont les dimensions d'un 
parallélépipède rectangle, dont le volume est z. Ou peut aussi 
ronstruire cette expression par un cube, ce qui constitue la 
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Cubature des corps, ou par des tétraèdres, des cylindres , etc. 


Sur les Signes des о dans l Algèbre appliquée 
à la Géométrie. 


333. Lorsque deux figures ne different l’une de l'autre que 
par la grandeur de leurs parties, qui y sont d'ailleurs disposées 
dans le méme ordre, on dit que ces figures sont Directes. 
Si les quantités 2,5 ,c,d....r , qui composent la 1*5, sont liées 
par une équ. X= o,ellea également lieu pour la 2°. Mais si les 
deux figures different en outre par la disposition de quelques- 
unes de leurs parties, de sorte, par ex., qu'on ait x =a — ù 
dans la 1'* et x = — а dans la 2°, on dit alors qu'elles sont 
Indirectes (*). L'équ. X == o, qui a eu lieu pour l'une, peut 
avoir besoin de quelquesinodifications pour devenir applicable 
à l'autre; c'est ce qu'il s’agit d'examiner. 

En nommant 2 le segment CD (fig. 190 et 193) formé par 
la perpend. BD sur la base 4C du triangle ABC, et a, b,c 
les côtés opposés aux angles 44,8, C, on a ( page 268) 

BD'—c—A4D--—a—r,c—a4- 4D —22......(1). 
Mettant pour AD sa valeur 4C— CD — b —x( fig. 193), ou 
ou AC + CD —b 4 x(fig. 190), on a 

са" db abr, ou с*== а* +b + abr... (2). 

Les figures 193 et 190 sont indirectes, puisque z—5— 4D dans 
l'une, et z= 40 — Ё dans l’autre : chacune des formules (2) 
n'estdirectementapplicable qu'à lune des fig. Mais la formule(1) 
appartenant à l'une et à l'autre, la substitution de la valeur de 
AD y a seule introduit des différences qui, ne provenant que 
du signe de x, montrent que l'une de ces équ. (2) doit se dé- 
duire de l'autre en changeant x en—x. 

334. En général, si, entre les quantités 2, b, c... x qui 
composent deux figures indirectes, on a les ёди. X= o pour 


(*) Carnot, qui est l'auteur de cette théorie, qu'il a développée dans sa 
Géométrie de position, nomme corrélatives directes les figures directes , et cor- 
rélatives inverses les figures indirectes. Consultez cet excellent ouvrage. 
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Yuue, et X'—0 pour l'autre, il faut qu'il y ait au moius une 
ligne, telle quea, qui soit la somme dans la 1* fig. , et la diffé- 
rence dans la 2° de deux autres bet x; de sorte que a = b — x 
pour l'une, et a=b'+ z pour l'autre. Or, on peut toujours 
concevoir une troisième équ. Y == о, vraie pour l'une et l'autre, 
et telle qu'on en déduise Xo, ou X' — o, suivant qu'on y 
mettra b+ x, ou — x pour a. 

Or, ces valeurs de a ne différant que parle signe de x, X et 
X' doivent se déduire l'une de l'autreen changeant z en — z. 
S'il y avait plusieurs quantités indirectes, il faudrait en dire 
autant de chacune d'elles. Indiquons les moyens de reconnaitre 
ces quantités. Si l'on fait varier la position des points de la 2° fig. 
pour la rendre directe avec la 1"°, en comparant les deux va- 
leurs x — b—a et a—b, on voit que a a dû devenir > 5, de 
<b qu'il était; et comme la variation s'est faite en suivant 
la loi de continuité, il faut qu'on ait eu а —b : ainsi x a dû 
devenir nul. 

Par ex., si C (fig. 193) se meut vers D et dépasse ce point, 
afin que la fig. soit rendue directe avec 190 CD, ou x, a été nul 
lorsque Са passé sur D. 


à K 
x peut être = - р pour l’une des fig., et — po pour 


l'autre ; alors x aurait passe par l'infini. C'est donc le propre des 
quantités indirectes de ne pouvoir étre rendues directes par le 
mouvement continu des parties de l'une, sans se trouver dans 
l'intervalle devenir zéro ou infini. 

Lors donc qu'on a une ёди. X =o, entre les lignes a, b, c...x 
d'une figure, pour obtenir celle X' —o, qui convient à une 
figure indirecte, il faut simplernent changer le signe des quan- 
tités indirectes : on reconnaît celles-ci en faisant mouvoir les 
lignes de l’une des figures pour la rendre directe avec l'autre ; 
on distingue alors quelles sont celles des lignes a,b,c... x qui 
passent par zéro ои par l'infini ; ces dernières peuvent seules 
étre indirectes. 

Mais ce caractère peut s’offrir sans que, pour cela , les lignes 
qui le présentent soient indirectes ; il faut en outre que lcs re- 
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lations qu'on tire des deux figures ,'à l'aide des théorèmes con- 
nus, servent, par leur comparaison ,'à distinguer les quantités 
indirectes, pour leur attribuer ensuite des signes contraires. 
C'est ainsi qu’après avoir reconnu que CD — z devient zéro 
(fig. 193), quand С coincide avec D, on doit ensuite tirer les 
valeurs de CD, qui sont 4C— AD (fis, 193), et 4D — АС 
(fig. 190); ce qui montre que x a un signe différent. 

335. Appliquons cette théorie.Dansle triangle ВС (fig.201), 
menons, par un point donné D, une droite DF, et cherchons 
le rapport а des deux triangles 4BC, AEF. Faisons BC a, 
АС — b, АВ = с; menons DI parallèle à AC, et soient 
ЛЕУ АЕ 
AC AB 
(n° 264). Or, les triangles semblables AEF, DIF donnent 


AI —d, Dizzf, АЕ=х. Le rapport а est = 


abe(z а) — fz*... (4). 

Cette єди. suppose que le point D est dans l'angle 74 C;waissi 
ce point est еп D’ dans l'intérieur du triangle, on aura une 
figure indirecte à la première. Faisons mouvoir D vers D', DI 
deviendra D' /', sans que а, б, c, ni f aient passé par o ou оо: 
AI devenant AT’, a pu seul être indirect, et l’est en effet, puis- 
que AI = IB — AB et АГ = АВ — ГВ. Notre ёди. n'est 
donc applicable à ce cas qu'aprés avoir changé d en — d, sa- 
voir abc (x — d) = fr. 

Et si D' se transporte en D", D'K passera par zéro pour être 
D'I’ ; on s'assure ensuite que D'/' est indirecte, et. que f doit 
être changé de sigue, tandis que а, b, с, d restent comme ils 
étaient; дой abc (d — x) zz fx*. Ce cas, comparé au 1°, a com- 
porté deux indirectes d et f : ГР l’est pareillement ; mais cette 
ligne n'étant pas exprimée par l'une des lettres du calcul, il 
n'a pas été nécessaire d'y avoir.égard. 

Enfin, si la droite DFdoitcouper l'angle F AE (бр. жог bis), 
il est aisé de voir, en faisant tourner DF pour devenir DE", 
que AF deviendra £F“ en passant par zéro, et qu'il faut chan- 
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ger x en — x dansl'équ. (4), ce qui la change en la précédente. 

Il est d'ailleurs facile de traiter directement chaque cas , et 
d'arriver aux équ. correspondantes: la théorie que nous expo- 
sons, est précisément destinée à éviter de recommencer ainsi les 
calculs, et à prouver que l'une des équ. renferme toutes les 
autres, et qu'on peut en déduire celles-ci par de simples chan- 
gemens de signes. Conformément à l'esprit de l'Algibre, une 
méme équ. renfermera donc tous les cas; il ne faut que savoir 
interpréter cette langue pour en conclure toutes les circons- 
tances que peut offrir la question. 


336. Comme toute équ. doit donner la valeur de l'une des 
lettres qui y entrent, il se peut que précisément cette lettre 
soit celle qui a dû subir le changement de signe pour pouvoir 
s'appliquer à la figure proposée ; alors on en tire une valeur 
négative, telle que r — — k, dont il est aisé de comprendre le 
sens. En effet, pour obtenir l'équ. {= о, on а dû supposer le 
probléme résolu, et construire une figure d'aprés l'état hypo- 
thétique des données et de l'inconnue. La solution négative 
qu'on obtient annonce que la figure supposée ne peut s'accor- 
der avec la question, et qu'en formant cette figure, et la pre- 
nant pour base des raisonnemens, on a introduit des conditions 
contradictoires. Si l'on change x en — =, l'équ. X' — o n'ap- 
partiendra plus qu'à une figure indirecte; c'est à celle-ci , et 
non à la figure supposée, que convient la solution х ==. On 
devra donc faire mouvoir les points de cette dernière, jusqu'à 
се que X'— о convienne , en faisant, bien entendu , passer par 
о ou со quelques т, 0S Alors c'est à la figure ainsi modifiée 
que convient la solution x == k. 

Appliquons ces considérations à divers exemples. 

I. Étant donné un point D (fig. 201) hors du triangle АВС, 
mener la droite DF telle, que les deux triangles AEF, АВС 
soient dans un rapport donné «. D étant supposé dans l'angle 
TAC, on a trouvé l'équ. ( 4), page 354, d’où l'on tire deux 
solutions, l'une positive, qui dét.rmine le point Е; l'autre 
négative, et quise rapporte à la fig 201 bis, où DF” coupe lan- 
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gle F' A4 E'; cela suit de ce qui a été dit pour les cas où x est 
changé en — x (*). 

Par le point D, mener DF qui sépare, dans l'angle indéfini 
CAB, un triangle AEF égal à un carré donné q*. Fermons, par 
une droite quelconque BC, le triangle 4BC, dont nous ferons 
l'aire = r°, carré connu (n° 256) ; on suppose r> ou = 9. Par 
condition, g et rsont données. Voilà donc notre rapport connu 

L] 
а =f, et nous retombons sur le 1“ problème (**). 

II. Étant donnée une corde 4D ( fig. 202), du point O, ex- 
trémité du diamètre CB qui lui est perpend., mener une 
droite OE telle, que la partie FE , comprise entre la corde et 
l'arc , soit de longueur donnée m. Soient 48 =a, ВО, 
FE = m èt OF = x; nous aurons OF x FE = AF x FD ou 
mr =(a+BF)(a— EF): от, ВЕ == x* —1^; donc.... 
тх = а? + b — 2°, d'où 


x=—imE (a +b +2: m). 
L'une de ces solutions est positive; elle n'offre aucune diffi- 


culté, etse construit aisément; pour interpréter l'autre, chan- 
rant z en — т, nous aurons mr = x? —a' — b! = BF'— а"; 


(*; Voici divers problèmes de méme nature. Séparer d'un triangle donné 
ABC, un triangle ALF , qui soit à ABC dans le rapport connu de m:n; 

19. Par une ligne menée du sommet B, ou d'un point F de la base, fig. 134 
(ver. n° 256 et page 301); 

29. Par une parallèle à la base ( voy. page 349) ; 

Зо. Par une ligne ЕЕ perpendiculaire à la base AC, fig. 193, page 338. 

(**) Si, par le point donné, on mène une droite qui coupe un polygone 
quelconque, et en sépare une portion égale à un carré t°, en prolongeant les 
deux cótés occupés par ceite droite jusqu'à leur rencontre, l'aire extéricure au 
polygone, et comprise dans cet angle, étant désignée par À, celle qui est sé- 
parée de ce même angle est t? 4- A. Si donc on veut séparer d'un polygone 
donné une aire t° connue, il suffira de prolonger deux côtés quelconques, et 
de séparer de l'angle qu'ils forment , l'aire t? + A. On aura soin de comparer 
ainsi tous les côtés, deux à deux, pour obtenir toutes les solutions, en né- 
gligeant celles où la sécante se trouve ne couper l'un des côtés qu'à son pro 
longement. On pourrait encore, au lieu de donner t*, prescrire que la partie 
séparée du polygone füt à son aire dans le rapport donné de m à n. 
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ce qui suppose BF 7» a ou BD. Faisons donc tourner OF jus- 
qu'en OF"; on voit qu'alors a, b, x sont demeurés directs; 
inais lorsque OF passe en D, FE et FD sont rendus nuls; de 
plus FD = BD — BF et FD= ВЕ — BD : donc F'D est 
indirect à FD. П en est de méme de F'E'— m; саг опа 

AFXxX FD 
(n? 221) FE = FO 
lution qui convient à F'O se trouve en changeant ici m en—m, 
ou, ce qui revient au méme, х en — x. 


‚ой FD est indirecte. Donc la so- 


La question admet donc deux solutions à droite de OB ( et 
par conséquent deux à gauche) ; l'une est donnée par la racine 
positive, l'autre par la racine népative (*). Du reste il pourrait 
arriver que la question proposée n'admit pas les solutions 
indirectes; c'est ce qui a lieu lorsque le problème exige que FE 
soit pris dans le cercle, et non au-dehors : alors les solutions 
négatives deviennent insignifiantes; on en a vu des exemples 
n? 33o. 

ПІ. Quel est le segment sphérique GADI (fig. 167) dont le 
volume est égal à celui du cône CDIG? On a vu, p. 333, que le 
secteur DAG = į жг“, en faisant la flèche 47 — ћ: d'ailleurs 
le cône CDGI = i CI X cercle DJ == + (r — h) «k^, eu faisant 
la deini-corde D/—&£. La condition imposée revient à dire 
que le cône est la moitié du secteur, d’où (г — А) k= rh; 
mais DJ est moyen proportionnel entre les segmens du dia- 
mètre, оц k= h (2r— h); ainsi (2r — А) (r— h) =", ou 
Зр о o, et h=: г (3 + 1/5). De ces deux solutions, 
celle qui répond à 4- (/5 est insignifiante , puisqu'il faut visi- 
blement que À soit «2r. 


337. П est un genre de problèmes qui se rapportent à cette 
théorie, et qui méritent de nous arrêter. 


(*) Cet exemple prouve que le nombre des solutions d'une question n'est 
pas toujours donné par le degré de l'inconnue; pour n'en omettre aucune, il 
fant faire varier la figure, la comparer avec toutes ses indirectes , en laissant 
toujours les données fixes. 
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Supposons qu'il faille. déterminer, d'apres des conditions 
données, un point В (fig. 203) sur uneligne fixe CZ : on prend 
un point arbitraire 4, qu'on nomme Origine, et l'on cherche 
la distance 48 zx entre ces deux points. I] peut arriver alors 
que l'équ. X — o, qui renferme les conditions du probléme, 
admette une solution négative 2 = — a; il s'agit d'expliquer 
ce résultat. ; 

On a vu que x =a répond au problème proposé, en y sup- 
posant cependant que x devienne indirecte : or, si le point Zi se 
meut vers C pour se placer en 8', AB sera nul lorsque В tom- 
bera sur 4; ensuite 4B deviendraindirecte; car 4B = CB—CA, 
et AB' — CA— СБВ'. Si donc rien n'indique, dans le pro- 
blème, que le point cherché soit situé à droite de l'origine 44, 
il est clair que la distance x = a, portée de 4 еп В’, c.-à-d. à 
gauche, y satisfait. On voit même que la solution négative 
z=— a4 indique , dans X = o, une absurdité , qui provient de 
ce que, pour obtenir cette équ., on a supposé le point cherche 
placé en Z, à droite de l'origine ; position contradictoire à celle 
que la question comporte , puisqu'on a donné à la figure hy- 
pothétique, d’après laquelle on a obtenu l'équ. X =o, une 
forme indirecte de celle qu'elle devait affecter réellement. Cette 
erreur est rectifiée en plaçant B à gauche de 4, en B’. 


338. On doit conclure de là que toutes les fois que le but 
d'un problème est de trouver, sur une ligne fixe , la distance 
d'un point inconnu à l'origine, il faut supprimer le signe des 
solutions négatives que donne le calcul, œt en porter les valeurs 
en sens opposé à celui où on les avait placées pour obtenir 
l'équation. 

C'est ce qu'on a pu remarquer dans le probléme (n? 329, l1), 
où l'on a porté aussi l'inconnue GI (fig. 196) de G en F» De 
méme pour le probleme ПІ, on a pris CD' = CD (fig. 197), 
et D'a été un nouveau point de contact du cercle cherché avec 
la droite DL, etc. 

Résolvons encore ce problème. 

Sur une ligue AC (fig. 203), quel est le point 7" dont les 
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distances aux points fixes Æ еб C forment un produit donné 
— m?? Soit 4C—a, СВ ===; ona AB'=a—r, d'où 


r(a—z)-—m,etr-ciacy(ia- m). 


Il sera facile de construire cette solution qui est double 
(ne 330). Si т> a, x devient imaginaire; mais ЇЇ ne faut 
pas en conclure qu'il y ait absurdité dans la question ; car l'er- 
reur peut provenir de ce qu'on a.attribué au point cherché 8’ 
une position qui ne lui convenait pas. Plagons-le donc en B, 
hors de l'espace 4C, alors CB — x donne .48 — x — a, puis 


r(r—a)-m^,etr-iazky (sat m’). 


ll en résulte que, 1°. si la question exige que le point de- 
mande soit situé hors de 4C, elle n'est jamais absurde, et ses 
deux solutions sont l’une en В, l'autre en Æ; celle-là provient 
de la racine positive, et celle-ci de la négative, ou EC= AB. 

2°. Si la question exige que le point soit situé entre < et C, 
elle est absurde, à moins que т ne soit < т 4С, c.-à-d. que 
le plus grand rectangle qu'on puisse faire avec les deux parties 
de 4C est le carré de sa moitié (n° 97, III.). On remarquera 
surtout que l'absurdité indiquée par le symbole imaginaire 
résulte précisément d'une erreur de position du point B, ana- 
logue à celle qui conduit ordinairement aux solutions néga- 
tives; ce qui jette un grand jour sur la théorie que nous avons 
développée. 

3. Enfin, si la question laisse la liberté dé placer le point 
cherché entre 4 et C, ou en dehors, elle admet 2 ou 4 solutions, 
suivant que À a est < ou 7» т. Dans ce dernier cas, le nombre 
des solutions n'est point donné par le secours de l'Algébre seule, 
ou plutôt l’Algèbre donne en effet tout ce qu'elle doit donner, 
puisqu'elle ne rend que ce qu'on lui a confié. Le problème II, 
p. 356, est dans le inéme cas. 


339. Dans tout problème de Géométrie, il y a comme on 
voit, deux choses à remarquer. 

1°, Toute équ. n'est vraie que pour la fig. d'où on l'a tirée, 
et qui doit y demeurer annexée ; st l'on veut l'appliquer à unc 
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autre fig. indirecte à la 1**, on devra y changer les signes de 
certaines lettres désignant les données. 

2°. Quand l'inconnue x est négative, l'équ. d'où elle est dé- 
duite est défectueuse en tant qu'on l'applique à la fig. directe; 
il faut y changer la distribution des parties, pour l'amener à 
donner une valeur de x positive. Par ex., si la longueur x est 
comptée sur une ligne fixe, elle devra étre portée en sens con- 
traire à celui qu'on a supposé. 

340. Pour déterminer la situation d'un point M sur un plan 
(fig. 210), on a coutume d'employer le procédé suivant. On 
trace deux droites quelconques 4r, Ay, et parle point M 
on mène les parallèles МО, MP à ces lignes. Soient...... 
M Q-z-— АР, qu'on nomme l'alscisse; MP—y- 40), qui est 
l'ordonnée du point M. Si ces longueurs sont données, le lieu 
du point M sera connu, puisqu'en prenant 4P = x, АО, 
chacune des lignes PM, QM, parallèles à 4y, 4x, devra con- 
tenir ce point; il sera donc à leur intersection. Si y = o, le 
point est situé sur Ax; il est sur „Ду lorsque r= o; enfin, 
pour le point 4, x et y sont nuls; Æx et 4y sont appelés Zes 
axes, А est l’origine, Yx et l'y sont des coordonnées de M. 

Il est vrai que rien ne disant à priori, si le point est placé 
dans l'angle улт, plutôt que dans ceux y 4x", y Ax, ou 
у" Ax', la longueur z aurait pu être portée en 4 P', et de même 
y en 407; de sorte que les quatre points М, №, M", N”, satis- 
faisantaux conditions données, il y aurait indécision entre eux: 
mais il suit de ce qu'on a dit ci-dessus , que, 1°. si le point est 
inconnu, le calcul le déterminera en donnant ses coordonnées 
ж et у, et selon les signes, on assignera sa position. Nous sup- 
poserons dorénavant que les x positives sont comptées de 4 
vers la droite; et les у positives de Æ vers la partie supé- 
rieure. Ainsi, pour les points situés dans 

L'angle уАх, tel que M, x et y sont positifs. 
L'angle vAx', tel que М, — x est négatif et y positif. 


L'angle Y'Ax, tel que M',. x est positif et y négatif. 
L'angle s'Ay', tel que N°, x ety sont négatifs, 


э”. Si le point est donné, l'équ. tirée de sa situatiou supposcc 
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n'aura besoin d'étre modifiée, quant à certains signes, qu'au- 
tant qu'on ferait varier la position de ce point; et pour eviter 
la nécessité de conserver la fig. annexée à l'équ. qui en est ré- 
sultée , on suppose ordinairement au point quelconque donné 
la situation M dans l'angle y 4x, afin que cette fiy. s'offre d'elle- 
méme: on distingue aisément ensuite, quand on veut appliquer 
la formule à un ex., proposé, s'il y alieu de changer les signes 
des coordonnées x et y de quelque point donné. 

L'angle x Ay des coordonnées est le plus souvent droit ; alors 
les lignes x et y étant perpendiculaires aux axes, sont les dis- 
tances du point M à ces droites, ce qui simplifie le discours et 
facilite les constructions. 


П. TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE. 


Des Sinus , Cosinus , Tangentes , etc. 


341. Jusqu'ici nous avons plutôt évalué les inconnues en li— 
gnes qu'en nombres; cependaut on sent que l'exactitude des 
solutions graphiques dépendant de laperfection des instrumens 
et de l'adresse avec laquelle on les emploie, pour obtenir des 
approximations aussi grandes qu'on veut, on doit préférer Pu- 
sage des nombres. Comme on décompose toutes les figures rec- 
tilignes en triangles, les opérations géodésiques les plus com- 
pliquées se réduisent, en dernière analyse, à des résolutions de 
triangles, c’est-à-dire à la recherche de la valeur numérique des 
diverses parties qui les composent. La 7'rigonométrie est la 
doctrine qui enseigne ces sortes de calculs. 

Il est nécessaire de trouver des équ. qui lientles angles d'un 
triangle à ses cótés, afin que plusieurs de ces parties étant 
données, on puisse trouver les autres. L'introduction des an- 
gles dans le calcul exige quelques précautions, parce qu'ils ne 
peuvent être rapportés à la même unité que les lignes. On a re- 
marqué que l'angle BC A4 (fig. 206) serait déterminé , si la po~ 
stion d’un point quelconque du côté ВС l'était par rapport 
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au:cóté 4C. Décrivons du sommet C, avec un rayon quelcon- 
que CK, Varec KG; l'abscisse CIetl'ordonnée /К rectangulaires 
déterminent le point К, et par conséquent l'angle C; méme 
une de ces longueurs suffit, parce que le rayon est.connu. 

L'abscisse (fig. 205) CD d'un point quelconque В de la cir- 
conférence s'appelle le Cosinus de l'arc 48; l'ordonnée BD en 
estle Sinus; on définit ainsi ces lignes : Je. sinus d'un arcest la 
perpendiculaire, abaissée de l'une. des extrémüés de l'arc. sur 
le rayon qui passe par l'autre extrémité ; le cosinus est la dis- 
tance du pied du sinus au centre. 


342. Si l’on eüt élevé HG (fig. 206) perpendiculaire sur C4, 
et par conséquent tangente en G, l'une des longueurs GHet 
CH aurait aussi déterminé l'angle C et l'arc KG : on nomme 
HG la Tangente et CH la Sécante de cet are; ce ne sont plus, 
comme en Géométrie, des lignes indéfinies. La tangente AT 
d'un arc AB (fig. 205) est la partie qu'interceptent , sur la 
tangente. menée à l'une des extrémités de cet arc, les deux 
rayons qui le terminent; la sécante CT est le rayon prolongé 
jusqu'à la tangente. 

Lorsque l'arc ЕВ, complément de 4B, est déterminé , 48 
Vest également; on peut donc fixer la grandeur d'un arc 42, 
en donnaut le sinus GB, la tangente EM, ou lasécante CM du 
complément BE ; c'est ce qu'on nomme le Cosigus, la Cotan- 
gente et la Cosécante de l'arc AB, ou le sinus, la tangente et 
la sécante du complément de cet arc. 

343. Le rayon étant donné, la grandeur d'un angle ou d'un 
arc dépend de celle de son sinus, ou son cosinus, ou sa tan- 
gente, ou sa sécante , ou sa cotaugente, ou sa cosécante, qu'on 
désigne par Sin, Cos, T'ang, Séc, Cot, Coséc. Nous pourrons 
donc, dans les calculs, introduire les arcs et les angles, en 
nous servant de la méme unité que pour les lignes droites, but 
que nous nous étions proposé. Mais, avant de faire usage de ces 
considérations, comparons ces lignes trigonométriques entre 
elles, et cherchons les équ. qui les lient, puisqu'il est évident 
qu'une seule étant connue, les autres en dépendent. 
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Le triangle rectangle 8 CD (fig. 205) donne CD*-4- BD*zzs CB": 
CD est lecosinus, DB le sinus de l'arc 48 = a, CB est le 
rayon R; donc 
sin’ a 4 cos* a = R*. .. (1). 
Le triangle rectangle CAT donne CT*zs CA? + AT". 
séc a = tang! a+ Н'.... (2). 
Les triangles semblables CB D, СТА donnent 


CD | CA, CD CB 
BD AT) CA" CT 


ou , ang а == n M ale (0); 
sét a = zu 4). 


Cette dernière formule prouve que Ze rayon est moyen pro- 
portionnel entre le cosinus et la sécante : du reste, les équ. (1), 
(2) et (3), suffisant pour exprimer que les triangles CBD, CTA 
sont rectangles et semblables, la 4* est une conséquence des 
trois autres. Ainsi, on ne doit pas regarder ces quatre rela- 
tions comme distinctes; elles n'équivalent qu'à trois. On peut 
méme s'en convaincre directement en déduisant l'une quel- 
conque des autres par l'élimination. 

344. Ces formules doivent aussi avoir lieu entre le sinus, le 
cosinus , la tangente et la sécante de l'arc ЕВ complément de 
AB. On peut doncy changer le sinus en cosinus, la tangente 
en cotangente, etc.; mais les triangles semblables CBD (ou 
CBG), et СМЕ, donnent directement ces nouvelles relations ; 
Ac ce un 6G eB yos 

CE EM’ CB CM' 
* 
cot а= cet ...(5); tt cosée a — À "um (6). 
En multipliant les formules 3 et 5, ou comparant les deus 
triangles CTA et CME, on trouve que le rayon est moyen 
proportionnel entre la tangente et la cotangente, ou 


tang ax cot a= R^... (7). 
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Enfin, le triangle rectangle CME donne 
CM* — CE ++ EM, ou coséc*a = FH? 4- cot а... (8). 

345. Ces 8 équ., qui n'en forment que 5 distinctes, servent 
à trouver les quantités sina, cosa, tang a, cota, séca, coséc a, 
lorsque l'une est connue. Il suffit d'un calcul simple pour éli- 


miner. Par ex., (1) donne le sinus quand le cosinus est connu, 
et réciproquement ; car 


sina = p (R° — cosa), et cos a y (А — sin*a). 


De méme, (2) donne la tangente quand on la sécante, etc.... 
346 Parmi ces combinaisons, nous distinguerons la suivante 
à cause de son utilité. Cherchons le cosinus, étant donnée la 


e t 
tangente. De (4), on tire cos a— Tai et comme (2) donne... 


séc a= y (R° + tang a), on en conclut 
FEN. : алы К 
V (R*+ tang’a) `` (9; 


enfin , (3) donnant R sin а = cos a >< tang a, on a 


соз а = 


R tang a 
V GC + tang* a) 
On appelle 4D le sinus—verse de l'arc AB; d'où 


sin a= 


. (10). 


sin-verse a= AR — cos a. 


347. Par sin a, cos a... .. , il faut entendre le sinus, cosi- 
nus... d'uu arc dont la longueur est а, le rayon étant fixé 
== В; or, cette longueur dépend du rapport de l'arc a, avec le 
quadrans, et sa détermination semble exiger un calcul; mais 
lorsqu'on emploie les arcs pour mesurer des angles, le rayon 
est tout-à-fait arbitraire, les arcs semblables étant proportion- 
nels aux rayons (n? 182, 3°.), ce n'est plus la longueur absolue a 
del'arc quientre dans les calculs, maisson vapportaveclerayon. 
Les sinus croissent aussi proportionnellement aux rayons, 
, à - ; KI BA 
l'angle demeurant le méme fig. 206), puisqu'on а CK CH 


Le rapport du sinusau rayon s'appelle le Sinus naturel; la pour 
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valeur le sinus de l'arc semblable pris dans le cercle dont le 
sima 
A 
Concluons de là que, 1°. lorsque le rayon sera ainsi arbi- 
traive, ce qui arrive la plupart du temps, nous ferons R= т, 
pour simplifier les formules; d'ou 
sin*a-|-cos* а== 1, tang' a -+ 1 — séta, tang a. cota — 1, 


1ayon est un, puisque sin a et sont alors équivalens. 


sina . 7 cosa 

tang d — › SÉC a = ——, Col a — -———, etc 
cos a cosa sina 

2^, Mais la supposition А ==1 rendant les calculs propres 

aux cas seulement où le rayon est arbitraire, si l'on veut réta- 


blir les formules dans l'état plus général où le rayon R est dé- 


sina cosa 
HB MC: 


ou plutôt on distribuera des puissances convenables de R, de 
manière à produire l'homogénéité (n° 322 ). 


terminé, on y remplacera sina, cos a... , par 


3°. Lorsqu'on connaîtra la valeur numérique sin а du sinus 
d'un arc a, pris pour un rayon В, on aura celle du sinus de l'arc 
a semblable, dans le cercle dont le rayon est A, en multipliant 
par le rapport du deuxième rayon R’ au premier R, car 


r 


sna sina Wu : 
m = donne sin d'= — >< sina, 
i i 


R 


4°. Dans la mesure des angles, on wemploie pas la lon- 
gueur absolue des arcs, mais leur rapport au quadrans ; ainsi, 
par sin a, on entend le sinus d'un arc dont a est le nombre de 


degrés. ( ayez n° 183.) 


348. L'arc de cercle (de rayon R) dont la longueur est a, ayant 
pour graduation (a°), exprimée en degrés et fractions déci- 
inales, ou (2) en minutes, ou (a°) en secondes, cherchons des 
relations entre ces quantités. Le rayon étant т, la longueur de 
la demi-circonf. est ( page 278) 

æ—=3,14150 26536, Lr — 0,49714 98727; 
т est la longueur de 180° ou de 10800 , ou de 648000"; on a 
180^ 75 72 (a7) 2 a, ойт (a?) —180.a; de men es (à )= 10800.2, 
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т (a^) = 648000. a; donc en divisaut par т, et posant 


p 57" 29558, ҥ'-= 3437 ,746, м" — 206264", B, 


ona R (a?) —pa, R (a) — wa, R(a") —p'a. 

Ces ёди. donnent la longueur а d'un arc de rayon B, dont 
on connaît la graduation, et réciproquement. 42 

Si l'on fait a— А, оп а (а%) =; p est donc le nombre de de- 
grés de l'arc égal au rayon; #', и" sont les no S de mi- 
nutes ou de secondes de cet arc. Courbons le rayon s т la cir- 


conférence , il y occupera une longueur de (a°) degrés, ou de 
(а) minutes, ou de (a”) secondes. Prenons ensuite un arc d'un 
degré, ou (a?) — 1, le rayon R étant т; nous avons 


= de méme g = ms Y : ; 
E= are 1°? Eire sni" ace  sinr 


attendu que les arcs de 1° et de 1” étant très petits, on peut, 
sans erreur sensible , les remplacer par leurs sinus (n? 362).On 
conclut de là que lorsqu'il entre, dans une expression analy- 
tique , un arc de cercle déterminé par sa longueur a, le rayon 
étant un, pour y introduire à la place le nombre de secondes (a") 
de cet arc, il suffit de remplacer a par (а") sin 1"; etpar (a^) sin \' 
si l'on veut exprimer l'arc en minutes. On trouve 

Сори = 1,758:2 26324, compl. = 3,24187 23656, 

Log a’ = 3,53627 38828, compl. = $,(6372 61172 = L sin 1", 

Log p” = 5,31442 51332, compl. = 6,68557 48658 = L sin 1^, 


349. Jusqu'ici notre arc 4B est < le quadrans (fig. 205); 
faisons mouvoir le point В de 4 vers EH. А К... pour lui faire 
décrire le cercle entier, et suivons les variations qu'éprouvent 
le sinus et le cosinus. En À le sinus == o, le cosinus = R. А 
mesure que l'arc 4B croit, le sinus augmente, le cosinus di- 
minue , jusqu'en Е; le quadrans 4E a R pour sinus et o pour 
cosinus. 

Passé 45 degrés sexagésimaux, un arc, tel que 53°, ayant pour 
complément 37°, le sinus de l’un est le cosinus de l'autre: ayant 
donc une table de sinus et de cosinus , étendue jusqu'à 45°, la 
colonne des cosinus est aussi celle des sinus des arcs complé- 
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mentaires , qui sont > 5*5 onia méme soin d'y indiquer ces 
complémens. 

Au-delà'de 4E— 9o*, le sinus décroit, le cosinus augmente: 
on voit que, pour AEH, les triangles égaux HI C— BDC ont 
HI —BD ; ainsi, le sinus d'un arc est le méme que celui de 
son supplément. La méme chose a lieu pour le cosinus, car 
IC-CD ; seulement j lorsque l'arc est > t? le cosinus est né- 
gatif (n° 340). Pour la demi-circonf. 4E; le sinus =o, le 
cosinus == — R. 

Nous voyons donc que passé 90°, les sinus et cosinus se re- 
produisent; pour 137? le sinus est le méme que celui de 43^, 
qui en est le supplément: on peut méme préférer le cosinus de 
47° qui lui équivaut ; sin 137° = 81р 43? — cos 47°. On voit qu’il 
suffit d'óter 9 aux dixaines et de changer le sinus en cosinus, 
lorsque l'arc passe 90°. Cette remarque est surtout utile lorsque 
Parc est accompagné de minutes et de secondes; de même 

cos 137° 17 32" = — sin 45* 17' 32”. 

Quantaux autres lignes trigonométriques, on pourrait snivre 
de méme sur la figure leurs variations et leurs signes; mais il est 
préférable de recourir aux formules 3, 4, 5, 6, puisque l'on 
vient de reconnaitre les signes du'sinus et du cosinus. On verra 
donc que 
sino = o, cos o == À, donnent tang o —o, séc o == R, coto—oo, 
sin 1f —— Fl, cos 1! 20, .,.. tàng 1? — o0 = séc 'r?, cot 1? — o. 

Dans le premier quadrans tang a, séc a croissent avec а; cota 
décroit : sin a est positif dans le second quadrans, tang a, séc a 
décroissent , cot a croît avec l'arc a; tang a et cot a sont néga- 
tifs: 'On voit, comme ci-dessus, que tang 137° = — cot 45*, 
cot 137° = — tang (5°. 

Dans les deux autres quadrans, le sinus et le cosinus repre- 
nant les mêmes valeurs; on voit que tout arc plus grand que 
le quadrans, a pour sinus, cosinus, tangente... la même va- 
leur, en ôtant 180° autant de fois qu'il est possible ; seulement 
1l faut avoir égard aux signes; ceux du sinus et du cosinus sont 
connus et servent à déterminer les autres. Ainsi 
sin 257° = — sin 77°, tang 643° == tang 103° — — cot 13°. 
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Ces diverses propositions s'expriment ainsi : pour l'arc 


1 quad, 4-a.... lesin  — сова, le cos =— sin a, la tang = — cot s» 
2 quad. а... le sin = — sin а, le cos == cos a, la tang — {апре 
3 quad. + 4..., le sin == — eos a, lo cos — — sin а, la tang = — cot a. 


Si l'arc passe 4 quadrans, ou 360°, il faut d'abord en retran- 
cher toutes les circonférences. On voit maintenant pourquoi les 
tables de sinus, сөз... , ne s'étendent pas ама du quadrans, 
ni méme du demi-quadrans. E as 

350. Lorsque l'arc est déterminé, son sinus, sa tangente, son 
cosinus. .. le sont; mais l'inverse n'est point vrai; ainsi le si- 
nus BD (fig. 205) appartient non-seulement à l'arc 4B, mais 
aussi à son supplément 4H, et à ces arcs 46 et AH, augmentés 
d'un nombre quelconque de circonférences. Tous ces arcs ne 
donnent que deux angles supplémens l'un de l'autre. On fera 
le méme raisonnement pour les cos... On doit donc s'atten- 
dre à trouver deux angles pour solutions , toutes les fois que le 
calcul aura déterminé le sin ou le соз... ; il reste ensuite à né- 
gliger s'il y a lieu, celle qui ne convient pas au problème. 

351. En Ae arc AF comme étant de signe contraire 
à AB, on voit que (page 360) 
sin (— а) =— 510 a, cos (— a) zcos a, tang (— a) —— tang a... 


Formules générales. 


352. La résolution des triangles estrenfermée dans un nombre 
«onvenable d'équ. entre les cótés et les angles. 

En prolongeant BD (fig. 205) , ona BD = BF; ainsi le si- 
nus d'un arc est la moitié de la corde d'un arc double. 

Si BF est égal au rayon, il sera le côté de l'hexagone régulier 
inscrit (238) ; BAF sera le sixième de la circonf., et BA sera 
le tiers de 4E. Le sinus du tiers du quadrans est donc la moitié 
du rayon. Les formules (1), (3), (5), donnent 
sin 44 = | R, cosjft —; Ry3, tang = cot 3f = Ry 3; 
on connaît aussi sin 7*, puisque cos 2! == sin 37 : d'oà 


R 
sin H=} Ry/3, cos {9 =: П, tang 3 = Ry3, cot y — v3 
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353. Lorsque l'arc 4B (fig. 205) est de 45°, ou la moitié de 

AE, le triangle CTA est isoscèle; ainsi on a 4 T'= AC, ou 
la tangente de 45° est égale аи payon. Donc 


tang 05° = R=cot 15°, соз S=; RyV2 = sin 45, 
tang 135*— — А = cot 135°, sin 135*— | Ry э — — cos 135°. 

354. Soit CAD (fig. 206) un triangle rectangle en À ;si d'un 
angle aigu C, avecle rayon CK — 1, on décrit l'arc KG, et si 


lon mène le sinus ЖУ et la tangente HG , CI sera le cosinus 
de С, or les triangles semblables СКЈ, CHG, CAB donnent 


CK CB CK CB. CG ся 

TI  CA' KI AB GH AB’ 
d’où СА==СВ > соз C, АВ а= СВ xsin С, 
et AB= СА x tang C. 


Celle-ci est le quotient de la 2° divisée par la т". 

Donc, 1°. Un côté de l'angle droit est le produit de l'hypoté- 
nuse par le cosinus de l'angle aigu compris.. .. (А). 

2°. Un côté de l'angle droit est le produit de l'autre côté par 
la tangente de l'angle aigu adjacent à celui-ci. .... (B). 

Nous représenterons les angles par 4, B et C, et les côtés 
qui leur sont respectivement opposéspar a, b et c. Ainsi, aétant 
l'hypoténuse, 4 = 90°, ona 


b=acos С, c-czacosB-asimC...... (4), 
LU npn Ca mec esc orent see (B). 


355. Si de l'angle B (fig. 193) du triangle quelconque 48C, 
on abaisse la perpendiculaire BD, l'angle 8 sera coupé en deux 
angles, qui seront les complémens respectifs de 4 et C. Nos 
théorèmes ci-dessus donnent BD=48 . sin A,BD-—BC.sin C; 
d'ou c sin A =a sin С; donc 


sin À — sin B sinC 
CAC LE A 
puisqu'on peut abaisser la perpendiculaire de l'angle C ou 4. 


Ainsi, tout triangle a les sinus de ses angles proportionnels 
aux côtés opposés. 


: (€), 


24 
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En désignant par x le segment DA (222), опа а= c?-20x 
mais le triangle rectangle BD 4 donne DA4— B AX cos A, ou 


x = с cos 4 ; donc è 


_ emb34e—2abecos А... (D). 

Si la perpendiculaire BD (fig. 190) tombe hors du triangle. 
il faut + 2bx au lieu de—2bx. Mais comme alors l'angle BC 4 
est obtus, le cosinus devenant négatif, le signe de—2bc cos 4 
redevient positif, et se rétablit de lui-méme ; donc notre for- 
mule s'applique à tous les cas (339). 

Les équ. 4 et B servent à résoudre les triangles rectangles ; 
С et D servent pour les triangles obliquangles (Xoy. n° 363). 

356. Soient deux arcs (fig. 207) 4B=«, BD=ĝ; cherchons 
les sinus et cosinus de leur somme 4D, et de leur différence 
AK, connaissant les sinus et cosinus дег et 8. Menons la corde 
DK au milieu / de laquelle le rayon CB est perpendiculaire ; 
puis les parallèles E7, KH à 4C, et les perpendiculaires ЭР, 
4G et КО; DP est le sinus de 4D-—(a-1-8) ; KO est celui de 
АКж=а—С ; les cosinus sont CP et CO: ces quatre quantités 
sont les inconnues du probléme. 

On voit que DE == ЕН; DE et IG ont donc pour somme 
IG--DE,0u . ...,... +... «+ DPzzsin(e4-4), 
et pour différence IG — DE = HP, ou KOzzssin(a—4), 
de mème EI étant la moitié de HK, on a 
PG = GO =E] ; ainsi CG et ET ont pour 
sonia: i^: & E su rs + COsscos(a—À), 
et pour différence. > . . . : . , . « . : CP=e0s (a4- 8), 

donc sin (a t£)=IGÈDE, coilet CCR ET. 

П ne reste plus pour obtenir 7G, DE, CG, EI qu'à appliquer 
l'équ. Æ aux triangles rectangles C/G, DEI, où langle 
EDIzza. ll vient /G— CI x sin a, DE = DI cose; or, 
DI = sin 8 et CI — cos 8; ainsi, on а 

IGzzCl ха «==» а cos 8, 

DE-DI:« cosa sin cosa; 

ona de méme  CG— СЇ »tcosa = cosa cos, 
Е == DI sin azzsinasin£; 
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d’où sin(a ý)== sin « cos 3 27 sin соз «.. . . (E), 
cos(u2- £)ezcos в cos £ sin «sin 8... (F). 


Ces quatre formules sont d'un usage très fréquent. Si le rayon, 
au lieu d'être = 1, était R, on mettrait simplement A pour 
diviseur des seconds membres (347, 2?.). 


357. Faisons a= 8 dans ces formules ; en prenant le signe 
supérieur, on trouve 


sin (24)—25sin ж cos «.....„.. (G), 
cos (24)—c0s*u—sin?a......* . (Н) 
—2c05'a—1-——1-— 28in*a, 
à cause de sin*a—1——cos'a. Telles sont les valeurs du sinus et 
du cosinus du double de l'arc a (*). 

358. Si Pon regarde dans ces équations sin a et cos æ comme 
inconnus, et sin 24, cos 28 comme donnés, il faudra éliminer 
entre elles. Mais comme le calcul serait compliqué, on préfère 
employer, au lieu де la 1'*, i—cos?z-4-sin?a ; alors eu ajoutant 
Н, ou en soustr ayant, on M - suite 


2c0s 14005 22, asie = 1—C08 22. 


Si donc on change ici 22 en 2, ce quiest permis, on a 


one / (ES) dne e Оа) у 


équ. qui donnent les sin. et cos. de la moitié d'unarc. La for- 
mule de la page 364 devient ainsi propre au calcul des log. 


sin verse 2—235in'5a—1— cos ж, 
359. Divisons l'une par l'autre les formules Æ et Ё, il vient 


(*) Pour avoir les sinus et cosinus de За, on fait = 24, ce qui donne 
sin За = sin « cos 20:4 sin 24 соз æ, cos Ja —etc. ; mais il faut mettre pour 
sin 22 et cos 2x leurs valeurs, et il vient 

sin 3&3 sina — ý sin! к, cos 3a= ý cost a — 3 cos s. 
П est aisé de voir qu'en résolvant ces ёди. par rapport à sin а et cos a, on au- 

H n . + * H ^ I 
rait les sinus et cosinus du tiers; on obtiendrait de méme ceux дей а etz2 , etc. 

' 
(Voy. ci-après, по 358.) 


24 
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па) _ sin а cos S+ sin £ cos а 
cos(accÉ) cosacos 5с sin a sin Å 


Or, si l’on divise les deux termes du 2° membre par cos «cos 8, 


sin а м 
en remarquant que tang а ==; оп obtient (*) 


tang а + {апр д (К) 
—— ci 1 s 


tang (227 8) = ELETA 


qui donne la tangente déla somme et de la différence de deux 
arcs. $1 а =ĝ, оп а celle du double, 


tang мше (L). 


En divisant l'une par l'autre les équ. ( 7), il vient 


1—CO08 а I — COS * 
їапр == Visa TUISE teen (M). 


360. Ajoutons et soustrayons les équ..£ ; il vient (**) 


№. 


" = 
(0) On a de méme eot (a + f) = ОНР, а 
51 l'on fait « — (59, comme tang 45? = 1, i] vient 


tang (45°48) E (а) 


De méme les formules E et Fdonnent 
sin(«4-£) _ cotB+eota —  tanga«--tang А? (з) 
win(a— f£) cotó—cota  langa-— ngë 
sin (аА) со 3 cote _ л «Жор Фф 
сов(аз:Д) _ Жа-комасо!ё r2tangatang 8° 
cos{a+É) _ cotS— tanga у 1 —4апр a tang £ (5) 
eos(«—5B) X cot&--tanga 14-tangatang? 

(**) Le méme calcul sur les équ. E et F, combinées deux à deux, donne 
diverses autres formules qui servent à remplacer des sommes et différences 
de sin et соз par «es produits et des quotians, pour pouvoir faciliter le 
calcul logarithmique (Voy. Introd. d'Euler à l'Anal. des inf), 
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sin(«-4-8)4-sin(a—4)—23sin «.cos 2, 
sin(a-j-)—85in(a—£2)—2c05a.sin 2. 

Divisons ces formules l'une par l'autre, et faisons, pour 
abréger, «J-f— C, et «&—6—B ; d'où l'on tire (p. 151) 
=ї(С+В),й=(С—В). 0 
sin Chsin B sin æ cos tanga — tangi(C- 
Done ILS = соза ` Е 7" + y 
La somme des sinus de deux arcs est à leur différence comme 


la tangente de la demi-somme de ces arcs est à la tangente de 
leur demi-différence. 


Опа vu (n° 355, fig. 182), 


= =, d'où l'on tire (n° 73, a^) 
sin Cæ+sin В c5 
| sin C—sinB c—b' 
d'une autre part A4 H-]-C—18o* donne! (С B)—9o*—* 4, 
puis tang: (C4- 5)—cot; À : donc enfin 
eM cott 4 
A — angi(C—B) `` (N). 


sin Asin B — 2sin (А B). cos Z (A zc B), (6) 
cos A ++ cos B= 2608 = (А + B). cos = (A— B), (7) 
cos В — cos A = a sin (А +В). sin * (A— В); (8) 


faisant А - go? dans la 1", et B — о dans les deux autres, 
L ' ' 
14 sin Bl zz a sin (450i B) cos (4e —25) = 9 sin Cn В); 
1 — sin B= 2008" (e 12) mise (459 — 10); (9) 
14 совА = 2608 2 А; 1008 А —— ain * А. (9 


Faisant dans (M), &— 90? + а, on a tang (u+: qais, (tr) 


Multipliant entre elles les ёди. (6), ou (7) et (8), et réduisant 
sim А — sin* В = cost B — cos* A — sin (A + B) x sin (A — E), 
cost À — sin* В = cos (A + H) x eos(A — В). (12) 
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Formation des Tables de sinus, cosinus.... 


361. Jusqu'ici ces formules sont stériles pour nous ; et afin 
de les faire servir à résoudre des triangles, il faut d'abord 
connaitre les sinus des angles donnés, pour en introduire les 
valeurs dans nos équ. ; ou bien, si elles sontdestinées à faire 
connaitre des angles, il faut assigner l'arc, le sinus étant donné. 
Il est donc nécessaire de former une table de sinus, cosinus..., 
qui donne ces lignes, lorsqu'on connaît ces ares, et récipro- 
quement. 

Concevons donc qu'ayant divisé le quadrans en degrés, mi- 
nutes..., et le rayon en un nombre arbitraire de parties 
égales , on soit parvenu à trouver combien chaque sin., cos.... 
contient de ces parties ou unités, et qu'on ait inscrit ces nom- 
bres près de chaque arc; on aura formé une table contenant, 
dans une 1** colonne, les graduations des arcs; dans une 2° les 
sinus, dans une 3° les cos... Il suit des ёди. т, 3, 5 que, 


Effectuant diverses Mw, on obtient 

sin À +sin B sin А —sin B 
аа са = (A ; 

соз А + cos B tang 2 T +8); tos В — cos А 
sinA+sinB — 7 ‚ &nA—sinB — ' ў a 
cos li — cos A =н cosA-- eo H "0; EP): (15) 
cos A+ cos B 
co$A — cos B — 


sin B ter A 
гыр s (ang? (+: в); = t 2 aet =A; (13) 


=eot (A+B); (Ч) 


— eot = (A4-B) x ot = (4 — B). (16) 


1—5sinB 
5o B sin rio 
14 sin B __ a» CE +: ) | — sin B G 
LLL Em LLÁA———, md R A 
овд «08! A 14-0088 sin, : B 
2 ' a 
sinA „sinB — win A.cos B z* sin B, 008 A 
tang tang B = cos À сей cos A. со» , 
_ бїр (А 6 B) sin (B +A) 
tang A + tàng B Е: cot Adz cot D o» án yi 
+ cos (А + П) _cos(AzB 
tang А + cot h= — os A sia B? AE ang В = =- T 
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quand ona les sinus, un calcul trés simple donne les cos. , 
tamg.... ; ainsi , la recherche des sinus doit d'abord nous occu- 
per, et l'on a vu (349) qu'il n'est nécessaire d'en pousser le 
calcul que jusqu'à 45°, parce qu'au-delà de cet arc les va- 
leurs se reproduisent. Ainsi, il s'agit de calculer les sinus et 
cosinus de tous les arcs < 45°, le quadrans étant partagé en 
degrés, minutes.... 

La 1'° équ. du n° 360, et celle qu’on obtient de méme en ajou- 
tant les équ. F, deviennent, en posant «=mx, ==, 


sin (m -- 1) z—2cos z.sin mx — sin (m —1) x, 


соз (m + 1) x — 2008 x. cos mz — cos (m —1) x. 


Si les arcs procèdent dans l'ordre x, 2x, 3z.... (m— 1) x, 
тх, (m +1) x... , x est le plus petit arc de la table, et il suit de 
nos ёди. que si z et у sont les sin. ou cos, de deux arcs succes- 
sifs (m —1) x etm, et p—cos x, le sin. ou cos. de Parc suivant 
(m41) x, est —2py — z. Donc, chacun des termes de la série 
des sinus et de celle des cosinus dépend des deux termes qui le 
précèdent, et s'obtient en multipliant ceux-ci par 2p et — 1, 
et ajoutant. 


362. Prenons l'arc 4C=CB=4AL (fig. 122), et menons la 
corde 4B et les tangentes LE, CE ; nous avons (170) 


corde AB < arc AB, LECT» aic LAC ; 
d'où 47 ou sin ACL arc AC, EC ou tang AC 7 arc AC. 


Larc < 90° a sa longueur comprise entre celles de son sin. et 
de sa tang. ; ct commel'éq. 3, page 363, donne", 
В tau x R 
dont le 2° membre approche sans cesse de 1, à mesure que x 
décroit; le 1a aussi т pour limite, c.-à-d. que (е sinus, l'arc 
et la tangente tendent sans cesse vers l'égalité, Varc restant 
intermédiaire. 


Ce principe sert à calculer le sinus du plus petitarc de la table 
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car de tang * x ou cor "^ on tiresini 7 1 2.с08 2; 
2 


multipliant par 2 cos; x, on a 25in2r.cos!r ^ x cosir, où 
sin x > z(1—sin': x), et à plus forte raison sinz > x — ; х?, 
puisque sin ! x < £x : on voit donc qu'en résultat sin x est in- 
termédiaire à x et x — 1 27, savoir 


sin 222—320, et Lx. 


Qu'on parte de = 3, r4 15926536 et log. #=—=0,697 1 4987 pour 
calculer ж, qui est une fraction déterminée de la demti-circ. ж, 
et par suite z——i2?; comme sin x est compris entre ces deux 
limites , les décimales communes seront une valeur approchée 
de sin z, le rayon étant 1; et si x est pris assez petit, comme 
sin x et x different de moins en moins , l'approximation pourra 
être étendue à tel ordre qu'on voudra; sin z—a. D'ailleurs , 
on a 


соз z —y/:—85in?z — V (14- a) (1— a)-—p; 


donc le facteur 2p est connu; et partant, de sin o=o, sinz—a, 
d'une part; de cos oz — 1, cos z — p de l’autre, par la loi 
2py—z, оп calculera de proche en proche les sin et cos des 
arcs or dux KL... 

Parex., si æ—30', le 180° du quadrans est z=0,008726646, 
1x*- 0,000000166,x—/275—0,00872648; ainsi sin 30'-0,008726. 
Si la table doit procéder de minute en minute, avec 6 déci- 
males, tous les sinus d'arcs < 3o' sont censés égaux à l'arc ; 
sin 1^, 24, 3... sont =, =, +5... de 0,008726. D'où l'on voit 
qu'il faudra d'abord faire croître les arcs de 30° еп Зо’, sauf à 
les rapprocher ensuite, ce qui sera très facile : on trouve. .. . 
p=cos30 =V 1,008726» 0,991274, où 0,99996221-0,000038. 
Le facteur 2p est 2— 0,000076; ainsi il est aisé de calculer les 
autres nombres de la table. 

En général, pour qu'on soit en droit de prendre x — sin z, 
il faut que ўл n'ait pas de chiffre significatif dans les décimales 
qu'on doit conserver. En veut-on 8, par ех. ? il faudra que les 
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8 1** chiffres de 2x* soient des zéro ; et sans calculer r', on voit 
qu'on devra descendre à l'arc de 10°. 

Du reste , il faut prendre plus de décimales qu'on n'en veut 
couserver, afin d'éviter que les erreurs s'accumulent et que 
les derniers chiffres soient défectueux. On a soin de vérifier, 
d'espace en espace, les résultats obtenus , soit par les formules 
des sin (a + 2) et sin 2«, soit en calculant d'avance, par le 
méme procédé, les sinus de degré en degré, ou autrement. Nous 
donnerons des moyens plus rapides d'arriver aux valeurs des 
sin, cos...; mais celui-ci suffit à notre objet. ы 

Au lieu de composerla table avec les valeurs ainsi obtenues, 
on préfère, pour la commodité des calculs, y inscrire leurs 
log. Comme les sinus sont plus petits que le rayon, il convient 
de partager le rayon en assez d'unités pour quele sinus du plus 
petitarc de la table soit 1, afin d'éviter les log négatifs (n°). 
Dans les tables de Callet, les ares procèdent de 10" en 10^, et 
le rayon a то pour log (ou R = 10 milliards). 

Lorsqu'on veut procéder au calcul d’une formule où le rayon 
est pris— 1 ‚ il faut donc restituer les puissances de R, que la 
supposition de R = 1 а fait disparaître (р. 364); ensuite on 
recourt aux tables dans lesquelles log R = 10. On peut aussi 
laisser R — 1 danslaformule, et retrancher то de tous les log. 
des sin, cos...., ce qui introduit des caractéristiques négatives. 
Par exemple, log sin 10°— 1,2396.... au lieu de 9,2396.... ; 
log tang 1°= 2,2419.... au lieu de 8,2419.... Ces parties né- 
gatives ne sont pas un inconvénient , et on s'habitue aisément 


à les employer. ( Xoy. p. 121.) 


Résolution des Triangles. 


363. I. TRIANGLES RECTANGLES. Les deux équ. 4, B, résolvent 
sous les triangles rectangles , car elles comprennent les côtés 0, 
+, l'hypoténuse a et l'angle С (fig. 206): de ces 4 quantités , 
leux étant données, on peut trouver les deux autres. En éli- 
minant C, on obtient même l'équ. a = б* + €^, si souvent 
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employée. Faisons le rayon == R dans les équ. 4 ( on a log 
RI) 

Rb = а cos С... (1), 

Re = btangC.... (2), 

а — b e.... (3). 


On ne peut rencontrer que les deux cas suivans (*) : 


1°. Etant donnés ип angle aigu C et un côté, les deux autres 
angles sont connus, puisque 4 = 90°, J—9o*— C; les deux 
cótés incennus s'obtiennent ainsi : 

Connaissant l’hypoténuse a, l'équ. (1) donne le côté b. 

Si l'on connait le côté 2, (2) donne c, (1) l'hypoténuse a. 

Soient, par ex., C = 33°30', b = 457,54, les équ. (1) et (2) 
prescrivent le calcul suivant : 

log b = 1,6583930........... sis. 130583930 
log R = 10,0000000 log tang C= 9,820839 
—logeos C =  9,9211066 —log R ==10,0000000 
log a = 1,7372864 log € = 1,4791759 
Donc a zz 547,612 et ez 30", 1/2. 

Cette opération peut servir à trouver la hauteur 425/— c, 
d'un édifice (fig. 208), dont le pied À est accessible. 

Le calcul se vérifie en changeant d'inconnues. ( 7^ or. p-154). 

2°. Étant donnés deux côtés : 

Si l'on connaît b et c, l'équ. (2) donne l'angle C; Р — 
nuse a résulte ensuite i: l'équ. (1). On peut aussi tirer a de 
l'équ. (3) ; mais elle ue se préte pasau calcul logarithmique. 

Si lon a l'hypoténuse a et le côté D, l'équ. (1) donne l'augle 
C; le cóté c résulte de l'équ. (3), ou de 


cim y (a= 0) = V (a+b) (a — b). 


(*) Pour résoudre un triangle proposé, placez au sommet les lettres B, 4, C, 
en les distribuant aux angles qui s'accordent avec les lettres dont on se sert 
dans le texte pour dósigner les parties connues ou inconnues, et recourant au 
cas dont il est question : a, b, c , sont les côtés respectivement opposés aux 
angles A, C, B ; et si le triangle est rectangle ; À marque l'angle droit. L'équ. 
dont il s'agit s'applique ensuite directement 
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11. TRIANGLES OBLIQUANGLES. ЇЇ y а 4 cas à traiter. 


1°. Étant donnés un côté a et deux angles B, C, le 3* angle 4 
cst connu, et l'on emploie l'équ. C, n° 355. 


Soient, per ex., a 2387,85», A —37729', C= 72°9'; d'où 
l'on conclut В = 70"22' : ona 


log si» В = 9,9739873 log sin € = 9,978574: 
—log айз А = 9,78{282{............. — 9,7842824 


la; b = 1,6498808 loge = 1,6544676 


Donc b=44",656 et c= 457,180. Ce calcul sert à mesurer 
la distance AC, de C à un point À inaccessible, mais vi- 
sible (fig. 208); il donne aussi ѓа hauteur AB’ et la distance 
AC d'un édifice dont le pied est inaccessible et invisible ; car, 
mesurant une base horizontale BC et les angles B'CB, B'BC, 
qu'elle fait avec les lignes dirigées vers le sommet В’, on con- 
пайга 5'C et l'angle 4C/', qu'on peut mesurer sans voir le 
pied 4, attendu que la droite 4C est horizontale. On obtien- 
dra done 4B’ et AC. 

Comme il faut étre exercé aux applications des formules de 
la résolution des triangles, nous donnerons ici les valeurs 
des côtés et des angles de triangles, auxquels on. pourra 
appliquer ces équations. On prend pour données les parties élé- 
mentaires qu'on veut; les autres seront les inconnues que le 
calcul doit faire trouver. En variant les élémens donnés, on se 
proposera divers problèmes qui seront résolus par les formules 


» " . D 
qu'on a exposées , et ce seront autant d'exercices utiles de ces 
sortes de calculs. 


Triangle rectangle Ф épreuve. 


а = 56",925 b = 45,540 e = 34*,154 
log = 1.2553030......... | 1.6583930........... 1.5334543 

А == qo? В = 5748 € = 3695211" 
log sin B == 9.9030900, cos B=9.778:5:12; tang Bo. 1249389 
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Triangle obliquangle d'épreuve. 


Сом. Logarithmes, log p = 3.0357459 

а = 57"770 log = 1.7617044, Зор (pa) = 1.7059406 
b = 7i 577, 108 == 1.8647735, — log (p—h) = 1.568225a 
< = 8; Bu, log = 1.9435489. log (p—<) = 1.3173917 
Angles. Log sin. Log cos. Log. tang. 

А = 0956/00" ,00 9.8163609  g.8782186 99381423 
B = 54.16. 8,48 9-9094319 9. 2663931 0. 1430338 
С = 84.47.51,52 9.9982073 8.9524805  11.0407268 


2°. Étant donnés deux côtés с, a , et un angle À opposé à 


Рип d'eux, V’équ. (4) donne sin € = S D . Or, la valeur 


de sin С répond à deux angles C supplémentaires, et l'on a 
deux solutions (les triangles 4BC, fig. 193 et 190). 

Il est vrai qu'une seule est souvent admissible, ainsi qu'on 
Ра vu (n? 207); mais de lui-même, le calcul conduit à recon- 
naître ce cas, sans y avoir égard spécialement; on forme la 
somme Æ+C, pour les deux valeurs de С, que donne le 
calcul , dans le but d'en tirer l'angle supplémentaire B. Or, 

Si 4 est obtus, оп ne peut adopter la valeur de C7» 90°, 
puisque 4 +- С serait => 180°. Il n'y a donc qu'une solution ; 
encore faudrait-il que a fût > с, puisque si l’on avait ac с, 
notre ёди. donnerait sin 4 < sin С, d’où l'angle aigu supplé- 
ment de Æ moindre que l'angle aigu С, savoir, 180° — 4< С, 
et par conséquent 44 € >> 180°. Ainsi l'absurdité serait mise 
en évidence. 

Si A est aigu, et qu'on ait a == ou > c, notre ёди. donne 
sin C= ou << sin À; ainsi le calcul conduira à une valeur de 
l'angle aigu C«C.4, doncle supplément 180? — C ne saurait con- 
venirici, puisqu’en ajoutant 4, la somme est 180*4-4— C71 80°. 
Ainsi le problème a toujours une solution , et une seule. 

Enfin, si 4 est aigu, et que a soit <c , tirons du triangle 


sin  » . 
rectangle 4BD la perpeudiculaire BD = p = < m ; d'ou 


sin C= Rp Or, si a < p, ona sin C> R,ce qui est absurde; 


a 
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si az-p, ona sin C= R, C —9o^; le triangle rectangle 22А 
convient seul ; enfin, quand a7»p, onse trouve dans e seul cas 
qui admette les deux solutions. 


Tout cela s'accorde avec ce qu'on connait (n?207, fig. 64). 
Voici le tableau des divers cas : 


51 A= ou» 900, une: seule solution, B et C sont aigus , a7» с; 
- a< csin 4, probléme impossible ; 
Si A \ осп , un seul triangle rectangle , B et А sont aigus ; 
«go a7»csin А et >> c ип seul triangle , C est aigu ; 
avee [o esinAet <c, deux solutions, C a deux valeurs supplémentaires. 
3°. Étant donnés deux cótés b et c, et l'angle compris À ; en 
faisant n = 1 (C— 8), la formule N (n° 360) devient 


tang nmt peni 4... (5); 


équ. qui faitconnaitre l'angle n < 90°; or, d- B -- C — 180°, 
donne £ (€ + B)—go° — $ À, valeur connue que nous repré- 
senterons par т; ainsi nous aurons 


(С-В) =m, (CB) = в... (6); * 


d'où C— m +n, B = m — n. Il ne restera plus qu'à trouver 
le côté a par le procédé ci-dessus, 1°. 


On peut encore poser tang = + équat. qui donnera l'arc 
auxiliaire Ф; or, par l’équ. (2), p. 372. 
tang (ф— 45°) = P ed 
Donc l'éq. N donne 
tang 1 (C— Ву = tang (9 — 45°).coti 4. 


Ce mode de solution est utile lorsque les côtés P etc, au lieu 
d'étre connus en nombres, sont des expressions monomes com- 
posées, ou données par les log. de? etc. 

On peut déterminer directement ce cóté a sans chercher 
préalablement les angles, et le faire servir, au contraire, à 
treuver ceux-ci. En effet, reprenons la formule D, ajoutons 
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et soustrayons 20c, puis mettons pour 1 — cos 4 sa valeur 
2 sin? * 4 (m° 358, 1); il vient 


a= (bc) "pale (ics 000—0) | 14 #= не т^ 7 м. 2). 


Cela posé, on cherchera l'angle $ qui a pour carré 


de sa tangente , ce qui est toujours possible , puisqu'il y a des 
tangentes de toutes les grandeurs : la valeur de а deviendra 
(b—c) y (1 + tang? 9), ou (b—c) séc o, ou enfin, en rendant 
la formule propre au cas où le rayon est R, 10 


R (b) asini. 


Le calcul logarithmique pourra aisément s'appliquer : on aura 
d'abord tang Ф, et par suite cos e, puis а. Voici un ex. auquel 
nousappliquerons ces deux procédés. Soient c — 87,812 mètres, 
b= 51,557 mètres, 4—40° 56; d’où c + 5 = 159,389 et 
€ — b = 16,235. 


Premier procédé, Deuxième procédé. 
0014... юм е asd 
7. д oen b... Keen 
сте "T besi > 

pitié ..* » 
зан: = dis: E] Pk t 

n = sin: A 
ms = (0—5) ,,,—1,21 
т=п = tang 9 ... 10, 

А7 d. n om 
sin À ... R{c—b) ... 11,210$523 
sin € ...—9. сов ф..- 

а... PON а... 1,1707 

Donc a= 57", 770. 


S'il arrive que 5 diffère beaucoup de c , l'arc @ est très petit, 
et cos presque = 1 ; le calcul n'a plus alors assez de préci- 
sion (*). Mais cos zc 2 cos’! 4—1 change l'équ. D en 


(*) П ne faut jamais employer de cos ni de сої d'arcs trés petits, ou voisins 
de 1800; non plus que de sin et tang d'ares voisins de 909 ou 2700; parce 
qu'alors ces lignes changent trés peu pour de petites variations de l'arc. C'est 
се qu'on voit d’après les tables de log. Pour que le calcul fût exact , il faudrait 
done que les log. fussent approchés à un plus grand nombre de décimales 
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{ре cos? * A 
че y-— Abe соз? À = (b ole x). 
uem (b--cy-— {be cos"; (b4- t GE o 
Cette dernière fraction est < r , puisque sans cela a serait 


imaginaire; on peut donc en supposer la racine égale au sinus 
d'un arc Ф, savoir; 


Mage imet ^ Ge), a = (5 + с) cos e. 


Де. pito, donnés trois côtés. Pour obtenir Pun des angles , 
tel que 44, il faut encore recourir à l'équ. D, 


* — 
{з au =. а 


Ог, cette expression présente le méme inconvénient que dans 
le cas précédent, parce qu'elle ne se préte iid au calcul loga- 


Pe d oss 4), on trouve 


a! —(b—cy 
fie `' 


et comme lenumérat, est la différence de deux carrés(n°9,1tr.), 
il vient , en rétablissant le rayon R, 


BEL аҹ cb) (a-+b—e) 
sn L4 a / а). (8) 


Cette équation remplit déjà le but proposé; mais elle devient 
encore plus simple en représentant lepérimetre du triangle par 
2p za + b +c; car on obtient (p. 327) 


sin 4 Aes ny / EI... 


En se servant de l’équ. cos A == ! (1 -j cos 4), on wouye de 


méme 
Г ‘JL n, [Pma 
ces ^ A= дү, LETS, 


On emploie celle de ces deux équ. qu'on veut, à moins que 


віп“ A= 
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t A ne soit trés petit ou voisin de 9o*. ( Voyez la note précé- 
dente.) 

* A doit ètre < 90°, et la question n'a qu'une solution 
{n° 350). 7". page 250. 

Soient, par ex. , c— 103,357 mètres, 5 = 106,836 mètres, 
et a — 142,985 metres ; d'où ap = 353,178 mètres, et...... 
p—b=69,753 mètres, р—с==73,232 mètres, р-—а==33,бо{ 


mètres. Donc 


p—bh... 1,8435629 ра... 1,5263910 

pe... 1,8647009 рс... 1,86ÿ7007 

АТ —2,0287176 $8... —2,1552906 

срт. —2,0143399 Pana —2,0143399 
—— Е - —— 
1,0652063 7,2214614 

moitié. 1,832603: = sin 1 А 7,6107307 — sin ; B 


РА = 4205120", A-—85945', i B=24°9, B=48° 10. 
On trouvera de méme C= 46? 7', et le calcul se vérifie par la 
condition 4 + В + C= 180°. 
МІ. Si le triangle est isoscèle. А étant l'angle du sommet, a 
la base, on fera b = c dans l'équ. 8 ou 9, et l’on aura 


aR (p—b)R 


яр «ess (10): 


équ. qui fait connaître l’une des trois quantités а, b et 4. 
Observez que si l’on donne un des angles, ou connaît les 
autres par l'équ. В==С==до°—4 A. (Foy. n? 205, 6°.) 


Problèmes de Trigonométrie. 


364. La plupart des questions d'arpentage se réduisent à des 
résolutions de triangles. Nous offrirons ici quelques-uns de ces 
problàmes , qui sont d'un usage fréquent. 

I. Trouver la distance AC (fig. 209), entre deux points l'un 
et l'autre inaccessibles. On trouvera une base quelconque #2), 
et les angles 48C, CBD, ADC, ADB, que font avec elle les 
rayons dirigés de ses extrémités В et D vers 4 et C: ou résou- 
dra les triangles ABD et CDB (p. 379, 1".); ce qui donnera 
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les distances AB, BC, du point B aux points inaccessibles À et 
C; et comme on connait, dans le triangle ACB, deux côtés 
AB, ВС, etl’angle compris, on aura enfin 4С. 


II. Réduire ún angle , un point ou une distance à l'horizon. 
Il est rare que les signaux soient dans un plan horizontal; 
alors ce ne sont pas les angles, les points et les distances ob— 
servés, qu'il faut porter dans le tracé du plan, mais bien leurs 
Projections horizontales (n° 272). Ainsi, lorsque le signal, vu 
de D et de C (fig. 208) est le sommet 5' d'un édifice ou d'une 
montagne; il faut substituer 4 à В', l'augle CAB à СВ'В, 
l'angle АСВА БВ CB, eic. 

Regardons comme connues, par l'observation ou par le cal- 
cul, toutes les parties du triangle B' CB ; comme C A est ho- 
rizontal, on pourra mesurer l'angle ACB’ (méme lorsque 44 ne 
sera pas visible) ; puis résolvant le triangle rectangle C48’, on 
aura СА, et la hauteur 47". Celle-ci, et l'hypoténuse 2°B, 
serviront à trouver 48 dans le triangle rectangle 5.4 '. Ainsi 
on connaîtra les trois côtés du triangle horizontal C8 4, et par 
suite les angles qui le forment , et la position du point 4. 

Soit D'C (fig. 208) une longueur mesurée sur un terrain en 
pente; il ne faudra porter dans le plan que la projection 4C 
sur l'horizon , ou a cos C. Le plus souvent C n'est que d'un 
petit nombre de degrés, et la réduction x — a cos C manque 
de précision. (X. la note du bas de la p. 382.) On préfère cal- 
culer l'exceés de a sur x, ou e= a — a cos С; or (n° 358) 
r—cos C—2 sin? С, donc e—2a sin’; C—1aC^, en remplaçant 
le sin par l'arc qui est trés petit : introduisant son nombre C' de 
minutes, ou C— C' sin 1' (n° 348), on trouve e—ZaC^ sin?1', et 
la longueur a réduite à l'horizon est z—a—2aC^ sin? 1”. 

HI. Évaluer une hauteur verticale BD = x (fig.199)? Si le 
pied D de cette verticale est accessible; on mesurera une distance 
horizontale 4D, ainsi que l'angle Æ, et le triangle rectañgle 
ABD donnera x=: 4D tang 4. : 

Sile pied D est inaccessible, on mesurera une distance 4C 
dirigée vers D , ainsi que les angles 4 et С; et l'onaura..... 

TOI 25 


www.rcin.org.pl 


586 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 


x—. AD tang A, x—DC tang C; tirant les valeurs de AD, DC, 
et les retranchant on a 
x х AC, sin А sin С 
Z3 7 tang À Т Tang "ang E эш (C— 4) 

IV. Un triangle ABC (fig. 209) étant donné , trouver le lieu 
d'un point D, en connaissant les angles ADC — в et ADB— y. 
Soient a, 5, c les côtés, 4, B, C les angles donnés du triangle 
АВС, et les angles inconnus 4BD=x, 4 СР у. Les triangles 
ACD et ABD donnent (équ. C, n° 355). 


Dess Say siny  csinz 
sin Ё sin + 


csing 


Soit déterminé un angle 9, tel que sa tangente soit = Ns 
siny 


sin "^ А Т 
on aura tang ф = 12. d'où l'on tire (n° 73), 
1 tango sin xbsin y 
г — tange sin x—sin y’ 
on plutôt (n**359et 360) tang (45*4-9) mcum CM Faisons 
pour abréger m == (x4-y), nz! (r—y); m est connu, puis- 

que z4- est (n°233) 360° moins A+CDB, 


r-y—3609?—( 44-04 y)—2m. 
On a donc tang Ф = Im x=mHn, 
7 


tang nztang m. cot (5*4-9), y—m-—n 
La 1'* donne ф, la 3* n; d’où Yon tirez, y et la position du 
point D. On pourra méme calculer 4D, CD et BD. Quand 
tang n est négatif, п prend un signe contraire dans les valeurs 
de x et y. Si les points 4, B, С, D ne sont pas dans un méme 
plan horizontal , il faut préalablemengles y réduire (*) 


(*) L'équ. que nous venons de traiter a Ja forme А sin x= В віп y pet on 
connaît la somme X =# x = 2m. Le probléme que.nous venons de résoudre re- 
vient, comme on voit, à trouver deux arcs x et y , lorsqu'on connatt leur somme 
et le rapport de leur sinus; le calcul est rendu propre aux usages logarithmi- 
ques. Ainsi on sait résoudre l'équ. A sin z= B sin y = В sin (s m— x). 
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Nous avons résolu ce probleme graphiquement (n? 212, VI). 
V. Trouver l'aire z d'un triangle ABC (fig. 182), connaissant 
1°. Les trois côtés (voy. p. 338); 
2°. Deux côtés et l'angle compris ; dans le triangle BCD, on 
а B Doa sin С; ainsi, z—;55«& BD devient z—iab. sin С. 


b sin À 
3. Un cóid b et les angles ; commea— sag » €P mettant 


Ur T sin À . sin С 
cette valeur dans l'équ. qui précède, il vient s= 25 m en 


VI. Trouver l'aire d'un quadrilatère ABCD (fig. 209), dont 
on connaît les diagonales AD = D , BC—D' et l'angle АОВ — 6, 
qu'elles forment entre elles. Cherchons séparément l'aire de 
chacun des quatre triangles; d’après l'équ. (2°.), nous avons, 
en ajoutant et désignant par a, b, c, d, les segmens 40, OD, 
OB, OC des diagonales, z — 5 (ac+ ad 4- bd -- bc) sin 0. Or, 
ce quadrinome revient à (24-5) .(c-]-d) == D XD"; donc 
zzi DD' sin 0. 

Concluons delà que les aires de deux quadrilatères sont 
équivalentes lorsque leurs diagonales sont égales et se coupent 
sous leméme angle. ( Voy. p. 338.) 

VH. Soient 4 le côté d'un polygone régulier (fig. 112), n le 
nombre des côtés, æ le nombre de degrés de l'angle central 


405—2.40G— A a; le triangle 4GO donne 


GO-4G.tang OAG-— 4.cot (5), 
le triangle 4 OB est-2 4G»«GO: répété n fois, il produit 
l'aire du polygone régulier—in 4*.cot(a). 

Le triangle 4 OB—Rsin 4O0G >< Rcos 4 OG—; R'sina(.40G), 
ou AOB=}R’sin а. En retranchant cette aire de celle du sec- 
tear 4OBg =" (n° 261), il reste, а désignant le nombre de 
degrés de l'angle 408, 

aire du segmeru—: R( ®®-— 
gment=! CE ina). 
25.. 
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VII. Trouver l'aire d'une zone sphérique DFNG (fig. 167)? 
Cette aire—circ. CDXIK , (n? 293); or R étant le rayon CD, 
on a 

1°, cire. CD— 22H, 2. CJ Hsina, 3°, СК = А sine, 
а et a étant les latitudes des points D et F exprimées en de- 
grés, savoir «ze ОР, а = ОР: опе 


IK—CK—CI-R (sin a'— sin а), 
et d’après les équ. (6) page 373, , 
aire zone sphér.— (s Кіа —a)c08: (a +4). 


On prend е^ négatif quand le point F'est situé de l'autre côté 
de l'équateur OC, c.-à-d. quand l'équateur est compris entre 
les cercles des deux bases. 

IX. Soit r le rayon OF' (fig. 68) du cercle inscrit au triangle 
ABC; dansle triangle ФОР, Vangle ОЕ est moitié de 
CAB=A,OF = AF.iang т А, ou r—'p—a) tang t 4, p étant 
le demi-périmétre de 4BC (n? 210,1); c'est une valeur plus 
simple que celle du n° 318, IV. On y a vu que Faire z de 4BC 
est pr; on a donc z=p ( p—a) tang: 4. Ces ёди. peuvent servir 
à trouver un angle et un cóté du triangle, connaissant z ou 
T CUC а 

X. Soit la corde 40 = & (fig. 168), l'arc 48D -—a qu'elle 
soutend, R le rayon $44, le triangle rectangle S 44” donne 
Ab =R sin!a, d'où 42H sin!a. Сене ёди. donne la gradua- 
tion a dun arc, connaissant sa corde k, ou réciproquement. 
Quant à la longueur de cetarc, voy. n° 348. 

Voici un usage important de cette formule. On ne peut se 
servir durapporteur (p. 239) pour former un angled'un nombre 
de degrés donné, que lorsqu'on ne veut pas une grande exac- 
titude. Prenez un rayon arbitraire $4, dont la longueur R soit 
mesurée sur une échelle de parties égales trés serrées (p. 265); 
notre éq. donne les parties que contient la corde k. Portant 
donc sur Гагс 480 une ouverture 4 D—E , menant SA et 
SD, l'angle 45D sera celui qu'on demande. L'erreur de cette 
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construction est comprise dans la seule épaisseur des traits. 
Nous avons publié, sous le titre de Goniométrie, une table 
irés exacte des longueurs des cordes. 

XI. Pour avoir l'expression du volume d'un tétraëdre quel- 
conque, soient @ l'angle de deux faces, C le côté qui les joint, 
H et h les perpendiculaires à cette ligne abaissées des angles 
opposés, hauteurs de ces faces triangulaires; À sin Ф est la hau- 
teur du tétraèdre, : СН est la base; ainsi le volume est 
== CH sin Фф. / 

XII. Soit un quadrilatère 45 CD (fig. 191); désignons par 
a, b, cet а les côtés, et par (ab), (bc). . ., les angles formés par 
les côtés a et b, b et c... Enprojetant 4D, DC et BCsur АВ, 
on a 4E zd cos (ad), EF=c cos (ac), FB = b cos (ab); et 
comme 4B =a = AE + EF + FB, on obtient 


a=bcos (ab)+c cos (ac)--d cos (ad): 
de méme =a cos (айб) 4-с cos(be)+-d cos (bd), 
cz—a cos (ac)+ b cos (^c)4-d cos (cd), 
d=a cos (ad)+-b cos (04) с cos (са), 


en remarquant que les projections, qui sont soustractives, ont 
pour facteurs des cosinus négatifs. ( 20у. p. 358 et 367.) 

Multiplions ces équ. respectives par a, b, c, d, puis йди!“ 
produit , retranchons la somme des trois autres; il viendra 

aep Re + d'—a[becos (be)-bd cos (bd)kcd cos (ed) ]; 
on aurait aussi 

=a 4b’ 4- d'— [ab cos (ab)4-ad соз (ad)4-bd cos (bd)], 
et ainsi des autres cótés. 

Le méme calcul s'applique au pentagone, etc. En général, 
dans tout polygone plan, le carré d'un côté quelconque est égal 
à la somme des carrés des autres cótés, moins deux fois les 
produits deux à deux de ceux-ci, par le cosinus de l'angle 
qu'ils comprennent. 

365. Les lignes trigonométriques servent souvent à faire des 
transformations qui rendent les formules propres aux log. ou 
à résoudre des équ. En voici quelques exemples. Р 
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I. Trouver par log. la somme de plusieurs quantités? soit 
J=A (a+b). On suppose que a et b sont des expressions algé- 
briques assez compliquées pour que l'emploi des log. puisse 
avoir de l'avantage. Posons 


ugs. * (1). 


et éliminons a; il vient 


E 


mais sin 45° — y$, donne sin 45°. ya — cos (5. /a —1; en 
multipliant le numérateur par ces 1** membres, on а 


y = г.соз 45°+cos т. sin 45°), 


l'équ. (1) fait connaitre l'arc 2, et (a) donne у. 

Pour r= А (a+ b+c), on fait ci-dessus 7—1, et on a 
J——a-4 b, d'où х= (ус), expression qu'on traite par la 
méme méthode. 

П, Résoudre par log. une єди. du 2° degré? 


1* cas, Soit z*4-pr—q, d étant positif. On a 


хірур #9 = c v +). 


Soit posé tang $——— ava.. s. (1); 
cette équ. fera connaitre l'arc дф : an 


T 
Lido eno 


tang Ф 
Si l'on prend le signe —, l'équ. M. p. 372, donne 
s= yq. tangi... (2). 
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Pour le signe +, comme tang:$——7— — , on a(*) 


sin Ф 
1 cos e 
x ——Yy 9 соїїф..... (3). 
2° cas. Soit z^ 4- px4-q—0, q étant toujours positif; posons 
2 
sino = A... (4), 


ce qui suppose que pv q, ou ip°>g, condition nécessaire 
pour que les racines soient réelles (n° 139). En changeant 4 en 
— q dans la 1** valeur de x ci-dessus et éliminant p, il vient 


Le LATE Q)—— V gq. tang: Ф... (5) 
lorsqu'on prend i^ signe — ; le + donne (*. 


х==— Vyqcot*g.... (6). 

Dans ces deux cas, lorsque p est négatif, on en porte la valeur 
avec son signe dans les expressions (1) ou (4), ce qui les rend 
négatives, puis on obéit à la règle du n? 349; ou bien on prend 
p positif et on change de signe les deux racines. 

III. Résoudre l'équ. n sin 24-с cos x—b? 

с 
Posous tang ф==-.... (1); 
éliminant с, il vient 


bn (tang ф cos x + sin x) =n (mmt 


d'oà sin (o-r) ELLA „алш (Djs 


l'équ. (1) fait connaitre l'arc р, (2) donne l'arc 4 J- x, et par 
suite l'inconnue т (**). 


(*) Chacune des équ. (1) et (4) donne pour ф deux valeurs qui, introduites 
dans l'une des deux formules 2 et 3, ou 5 et 6, suffit pour donner les deux 
racines. 

{**) Soit proposé cette question : construire un triangle ABC (fig. 193) 
avec les côtés donnés AC =, АВ :=c , faisant un angle inconnu Å ==, qui 
soit tel, que le segment CD soit égal à la perpend. FE menée du point donné 
F, AF— п. On a ЕЕ ==п sin х= Ср, AD =c cos x, ot l'équ. AD -- DC = b 
devient celle que nous venons de résoudre. 
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IV. Résoudre (*) l'équ. sin(z4-A) — m sin (x + /)? 
Posons 2H (RE) = 7 : 
où Se), tang Hang; (—)I) 
sim[y—;(K—D] ^ tangy—tang; (KT) * 
d’après l'équ. E. On en tire 


tang y =" À tang + (1—£). 


1—m 
Cette équ. donne y, et l'ou trouve ensuite z. Si l'on pose 


14m _1+tang $ 
1—m  i—tang$ 


on а ung Лапа ((5?—4) . tang1(1—4). 


m=tangg, d'où —tang ({5°— Ф), 


ПІ. ÉQUATIONS DE LA LIGNE DROITE ET DU CERCLE. 


— —— mind Г 


Equation de la Ligne droite. 


366. On nomme équ. d'une ligne BMZ (fig. 211) la relation- 


qui a lieu entre les coordonnées x et y de chacun de ses points ; 
en sorte que si l'on conçoit que l'ordonnée PM se meut paral- 
lèlement en glissant le long de 4x, et que sa longueur varie en 
méme temps que celle de l'abscisse, de manière que cette équ. 
entre x et у soit toujours satisfaite, l'extrémité M de l'or- 
donnée décrira la courbe. 1 

On peut envisager l'équ. dela courbe comme renfermant 


(*) Dans le triangle ABC (fig. 20), on connait la base АВ = с, et le rap- * 


port a? bz m des deux autres côtés AC, ВС; on demande de construire ce 
triangle sachant que si des angles inconnus А, В, on retranche les angles 
donnés CAD =k, CDD — 1, il en résultera un triangle isoscéle ABD. L'in- 
connue est l'angle х = DAB = DBA ; la proportionnalité des sinus des angles 
САВ — x 4-k, et CBA— x 4-1, aux côtés opposés b et a, dont le rapport est 
connu =m, donne Реда. ci-dessus, d'où il s'agit de tirer x. 
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deux inconnues x et y; dont l'une est arbitraire. Qu'on prenne 
pour x une valeur quelconque a; s’il en résulte pour y le nom- 
bre réel D; le point dont les coordonnées sont a etb, que nous 
désignerons par le point (a, b), seva un de ceux de la courbe. 
De méme si x—2a' donne 3—J/ , etc. Notre ёди. indéterminée 
fera ainsi connaître une infinité de points dont le système est 
la courbe méme; et l’on peut employer ce procédé pour en 
trouver divers points, s'assurer de la figure qu'elle affecte et 
des particularités que présente son «ours. C'est ce qu'on verra 
souvent, раг la suite. 

Par ex., y = b est visiblement léqu. d'une droite MN 
(fig. 210), parallèle à l'axe 4x, 40 étant =b; y= o est 
l'équ. de l'axe des х. De méme x — a est celle de PM, pa- 
rallèle à l'axe Ду, АР étant — a; et x= o est еди. de cet 
axe méme. 

367. Cherchons l'équ. d'une droite quelconque. 

1°. Si elle passe par l’origine, telle que A4N(fig. 212); de quel- 
que point D, N..., qu'on abaisse les ordonnées DC, PN...., 


on aura («nott ce = — = S it donc a le rap ort 
d s... 
IC IP о p 


constant de chaque abscisse à son ordonnée , Véqu. de la droite 
AN est 
y —ar. 


Lorsque les coordonnées sont rectangulaires , dans l'un quel- 
conque de ces' triangles, on a (n°354), PN = АР tang 4. On 
voit que a désigne la tangente de l'angle que la droite fait avec 
l'axe des x. Plus l'angle NAP croit, plus a augmente; si la 
droite, telle que ФЛ”, fait un angle obtus avec les x positifs , 
a devient négatif, et l'équ. prend la forme, y = — az: ici a 
est la tangente de l'angle № AE. Ор voit en effet qu'alors les 
abscisses positives répondent à des ordonnées négatives, et ré- 
ciproquement. 

Mais si l'angle y 4x n'est pas droit, le triangle NAP doune 
ain № AP Г, 


— 7 ad; donc alors t Те rapport des sinus des ап- 
re ors а es р] 
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gles que la droite fait avec les x et les y : rapport qui doit étre 
affecté du signe — , quand la droite est située comme 4N'. 

2° Si la droite, telle que BM, ne passe pas par l'origine, en 
faisant AB = b = l'ordonnée à l'origine, et menant AN pa- 
ralléle à BW, V'ordonnée PM, ou y, se compose de MN = b 
et de PN = ax; donc on a 


"zar-4-b5; 
b serait négatif, sila droite était telle que B'M'. 

368. Les quantités x et y, qui entrent dans l'équ. d'une 
droite, sont appelées Variables; а et b sont des Constantes ; 
mais on sent que a et b pourraient varier eux-mémes, et c'est 
ce qui arrive lorsqu'on fait prendre à la droite BM une autre 
position. у == ax + b appartient à toutes les droites, qui se dis- 
tinguent entre elles par les valeurs de a et b. 

L'équ. la plus générale du 1° degré, Ay + Bx + C — о, 


| B aget Ak: 
équivaut à y —— тр 7 р: qu'on peut érire уот +b. 
Prenons A 5—5 (fig. 212), et menons BM de sorte que...... 
sin NAP 


a=tang ВЕ A,ou= selon que lescoordonnées sont 


sin ANP’ 
ou ne sont pas rectangles ; la ligne BM аша у —ax+ b pour 
ёдо. ; on voit donc que toute équ. du 1" degré appartient à une 
droite qu'on sait décrire, 

On peut aussi la tracer en déterminant deux de ses points. 

Puisqu'en B l’abscisse est nulle, en faisant x = о, on doit 
trouver l'ordonnée à l'origine ; de méme y = o donne le point E. 
où la ligne coupe l'axe des x. Ceci est général , quelle que soit 
la ligne, droite ou courbe. On peut donc se servir de ce théo- 
гете pour tracer facilement la droite. v=o donne y=b =4 B; 


de méme y=o donne x = — = AE. Par les points E et #, 


ainsi déterminés, on mènera E qui sera la ligne cherchée. 
Cependant si la ligne passait par l'origine, ou y—az, ce pro- 

cédé ne donnerait que ce seul point; mais on ferait z—12—C 4, 

et on en conclurait у = a = CP. Il sera bon de s'exercer à 
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décrire les droites qui répondent à des équ. données, telles que 
2 + х==2, у= —3+х, у —х—1,‚ etc......, afin de 
reconnaître la disposition d'une droite, d’après l'équ. qui lui 
appartient. 

369. Trouver l’équ. d'une droite qui passe par deux points 
donnés. Soient (2', ^) le 1* point, et (x°, y^) le2* point; l'équ. 
de la ligne est y—az 4-5 , a et b sont inconnus ; or, puisque la 
droite passe par le point (z^, y’), si l'on fait x = x" on devra 
trouver y= у'; partant 


y = ar + b devient y^ ax +6; 
retranchant, pour éliminer b, on trouve 


y—y-—a(r—zx).. (1. 

C'est l'équ. qui appartient à toutes les droites «qui passent 
par le point (z^, 5^), et qui ne sont distinguées ent elles que 
par la valeur de a, c.-à-d. par leur direction, 

Mais si notre droite passe aussi par le point (2^, y"); on 
trouve de méme y"—7" = a (z'— x’), d’où l'on tire 


= 


mak , y - f 
a--— B у zm — QOr— х). 
m'— x ety — v ) 


330. Trouver l'angle que forment deux droites entre elles , 
ces droites étant données par leurs équ. y —ax +b, уа r4 b. 
Soient BC la т" (fig. 213), æ l'angle B qu'elle fait avec 4x ; 
DC la 2°, « l'angle qu'elle, ou sa parallèle ВЕ, faitavec 4x , 
ЕВх = «ainsi a= tang a, а =tang «'; l'angle cherché est 
= а — x. Or on a (359) 
tanga— tanga аа 
rJ-tang а tange — 1-Fad `` 
Si a —a',les deux droites sont parallèles, puisque Ао , ce 
qui est d'ailleurs visible. Si ad + 1— о, tang Y = оо, ainsi 
angle 7 est droit : donc la condition, pour que deux droites 
soient paralléles ou perpendiculaires , est 


tang = . (2). 


а==а'... (3), ou ad +1 =0... (4). 


371. Par un point donné , mener une droite qui soit parallel; 
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ou perpendiculaire à une autre droite, ou qui fasse avec elle 
un angle connu. Soient y = ax + bl'équ. de la droite donnée, 
ja r-4-U' celle de la droite inconnue ; il faut déterminer 
a et b'. D'abord, puisque celle-ci passe par le point donné(', у”) 
on a l'équ. y —y'== a" (x —2^) ; il reste à trouver a'. 

1°. Si la droite est parallèle à la 1'*, on a а=а'; Véqu. (1) 
est celle qu'on demande. 

2°. Si elle doit être perpendiculaire, aa'-1- 120 ; d'où 


а= — LIT = (xr—2).... (б). 


3°. Si les droites font entre elles un angle 7 dont la tang. soit 
donnée =m, on fait m— tang X, dans l'équ. (2), et l'on a 


а—т а—т 


ан? ? mt (х—+#).... (6). 


Par ex. , si m=1 , on a l'équ. d'une droite inclinée de 45? sur 
la proposée , 
(a+ 1 (y—»)— (a—1) (x — ж). 

372. Trouver le point de rencontre de deux droites données. 
Soient y —az +b, y a'x +b leurs ёди. L’x peut bien être 
le méme pour ces lignes dans toute leur étendue ; mais l’y dif- 
fere. Le point où elles se coupent est le seul pour lequel x et 
y soient les mêmes. Si donc on élimine ces variables , on aura 
les coordonnées du point de rencontre : ce calcul est facile; il 
donne 


а= 


bb оа 


z = 


ped ire Wm 

En général, si l'on élimine 2 ety entre les équ. de deux lignes 
courbes, on obtiendra les coordonnées de leurs points d'inter- 
section ; c'est même pour cela qu'en faisant y=0, ou т=шо, on 
trouve les points où la ligne coupe les axes des x ou des у, car 
ces équ. sontcelles de ces axes. 

373. Trouver la distance entre deux points donnés. Soieut 
(x, у), (x", 7") ces deux points situés en M et N (fig. 214), 
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menons MR parallèle à Az, et le triangle rectangle NMR 
donnera MN*=— MR°+ RN: :or, ona | 

NRZNQ—MP-—;5'—y, MR =40—АР==х'—х', ainsi 
la distance cherchée MN= д est 


i" y x-£zy40"—»y.. (7). 


La distance 44M du point M à l'origine est д py (x+y). 

$i les deux points devaient être situés sur une droite BN 
donnée par son équ. y — ax 4-5, г „а, J^ devraient satis- 
faire à cette équ., d'où y zz ax' ф b, 5" —az'4- b, et par con- 
séquent 2 = (z^— 2^) y/(1 +a”). 


374. Trouver la distance d'un point à une ligne donnée. 
Soient y —ax-|-5 léqu. de la droite ЗС (fig. 215), 37 ou 
M' (z' , y^) lepoint. Il faut 1. abaisser la perpendiculaire MM’ 
sur BC; 2°. chercher le point N de rencontre de ces lignes ; 
3°. mesurer la distance MN ou M'N— д. Pratiquons ces opé- 
rations en analyse. 1°, L'équ. de la droite indéfinie MM’ qui 
passe par le point (z*, y’), et qui est perpendiculaire à ZC, 
est (5), n° 371; 2°. on éliminera x et y entre les ёди. des 
deux droites, et on aura les coordonnées du point JV d'inter- 
section ; 3°. enfin, on mettra ces valeurs pour z^, у”, dans la 
formule (7). 


Mais puisqu'on cherche x—x et y — 5^, le calcul se sim- 
plifie en préparant ainsi l'équ. y —az + b : 


IH —a(r—z)4b54-ax'—y, yy =—° ( z—2'); d'où 


иа SU ax — D) NE 2. РА), 
PAR erc ү: s ER oo 
—b 
somme des carvés de ces quantités est (27 mcn Yata), 
Ca X -—ar—b | 
done опа è= Va Ha) ” 
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pour la distance cherchée. ou la longueur MN ou M'N de la 
perpendiculaire (*). 

345. En général , les problémes relatifs à la ligne droite sont 
de ү sortes : 

. Ou, une droite étant donnée, on cherche celui de ses 
- (x^, ^) qui satisfait à une condition exigée. a et b sont 
connus dans y'= az' 4- b ; de plus, la conditio Y uelle le 
point doit satisfaire étant traduite о 1 a, une 
seconde relation entre х' et y’. L'élimination. fait donc con- 
naître ces coordonnées. On pour rait avoir plusieurs droites et 
plusieurs conditions données ; mais les choses auraient encore 
lieu d'une manière analogue. » 

2°. Ou Po cherche une droite qüi satisfasse, par sa position, 
à de certaines | conditions; alors a et à sont inconnus dans 
J= ax + b, etle problème consiste à les déterminer. Or, les 
conditions données, tradyites en analyse, conduiront à des 
équ. qui feront connaitre a et b; elles ne pourront étre qu'au 
nombre de deux, à moins qu'elles ne comportent elles-mêmes 
de nouvelles inconnues. 

376. Voici plusieurs exemples où ces es рї sont ap- 
pliqués. 

1. Partager en deux parties л}. l'angle que forment 
entre elles deux droites données AB, AC (fig. 216). Traçons 
deux axes rectangulaires 4x, Ду, par le point 4 de concours 
des lignes; leurs équ. sont у==ах, y= br, a et b étant 
donnés. Soit y = kx celle de la droite cherchée AD ; il s'agit 
de trouver Л. 


; a—k ; 
L'augle DAB a pour tangente Erg rt ане 


(*) v/(14-2?) comporte +; mais il faut préférer lé signe qui rend 7 positif 
(n? 108). Or, l'ordonnée du point Коп А de BC, qui а a^ pour abseisse 
étant y—ax^4-b, suivant que le point donné sera en M ou en M' c.-à-d., en- 
dessus ou en-dessous de la ligne , on aura J^ 7» ou < огр : donc, dans le 

ar bye 


at cas, on prendra 4 — —7;—— Vases 
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kb. а. 0—0. 
14-0 696 тай pok’ 
a(ab—1) 
VT k—1-—o. 
On tire de là la v leur de k, et on la substitue dans у = kr. 
Comme il y a Do réelles, А et А", le dernier terme 
— ést leur pro: K'E"--1—0; ce qui apprend que les 
deux lignes AD, ЯЕ, а ainsi obtenues, sontà angle droit (n°30). 
Si les axesne passaient pas par l'origine 44 , l'équ. cherchée 


serait уу (x— a^), k ayant la valeur ci-dessus, et z’, у” 
étant les coordonnées du point de concours. i 


Quand l'une des droites 4C est l'axe des x, doy et ona 


d'oà 


| Sn 


simplement E = =t. | | i + 


exi 


т 


II, Étant Wn les droites 48, 4x (lig. 217), 4 est le 
point D (x 2) tel, que, CD étant parallèle à Æx, on ait 
AOL CD? Most 4 pour origine, 4х pour axe des х; 
soient [22m , y —az léqu. de AB; enfin menons AD, "1 
Supposons que y= kx en soit l'équ. ; а est donné, et il faut 
trouver m, x et у", ou, si l’on veut, x’ et k. 

On a CD = AE— AI = x —m, et, par condition, 

A Cm. 5—(z'—m)y; donc у =r aam. 

Or, le point C est sur 48, et D sur 4D; donc y = am et 
y'= kx. Éliminant m et у M vient а 2k = a, équ. qui 
prouve (probl. I) que 4D coupe par moitié l'angle BAE : x 
ne restant pas dans le calcul, est arbitraire; ainsi, tous les 
points de 4D satisfont à la question, qui a une infinité de 
solutions. 

П. Trouver les équ. des perpendiculaires 4F, CE, BD 
(fig. 218) menées de chaque angle du triangle 48 C sur le côté 
opposé, la base 4 Cb étant prise pour axe des x et l'origine 
est en À; le sommet B (x', j^) détermine le triangle. 


La droite {В a pour ёда, y— az, a étant 2; , parce qu'elle 
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passe en B. П est aisé d'avoir de méme celle de la droite BC, 
menée par B (x, у), et € (b, о); ona donc, pour les équ. de 
AB e BC, 


r , 


eias TI SUPE 
gua, 7 (0), 
De plus CE passe en С (b, о); AF par l'origine ; leurs équ. 
sont donc de la forme y= 4 (x—b), y= Bx; la condition 
d'étre perpendiculaires aux précédentes donne (n? $79). 


cB D | 


donc les équ. des perpendiculaires sont 


/ x —b 
= (0—0), y= —— x. 
2 J 


х 

Pour trouver le point О où elles se coupent, il faut éliminer 
X etj; on trouve T= z'= Рађѕсіѕѕе 40 du sommet ; ainsi ce 
point O estsur l'ordonnée BD. Donc les perpendiculares abais- 
sées des trois angles d'un triangle sur les côtés opposés se cou- 
pent en un méme point. En décrivant sur ÆC la demi-circonf. 
AËFC, et par les points Р, E d’intersection, menant 4F et 
СЕ; puis enfin, par le point O de concours, traçant BD, on 
aura les trois perpendiculaires. 

IV. Trouver un cercle tangent aux trois côtés d'un triangle 
ABC (fig. 68). Cherchons d'abord un point O (æ, £), qui soit à 
égale distance de 4B et AC ; en conservant la notation précé- 


dente, l'équ. de 4C est yat; x, donc les longueurs ОЁ, 
OF des perpendiculaires sont (n? 374) 
Lo Bt ans! 
OE — 2, OF. 
vo uy ra +b , £ 
On a AC=b, et l'on met +, parce que le point inconnu 
О («, В) peut être en-dessus ou en-dessous de 4C. «et 8 sont 
déterminés par OE—OF , ou ay —8 (z' 3-0), équ. unique; се 
qui prouve qu'il y a une infinité de points О, à égale distance 


^ ce— 


i 
Амо. pi 
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de AB et AC, lesquels, étant sur la ligne dont l'équ. est 


№ F с E 
r= (== A ж, sontsitués sur deux droites, qui passent par 
A "c 
le sommet 4, et font, avecla base 4B, des angles dont les tang. 


sont—”—, Comme le produit de ces tang. se réduit à —r, à 
Же 


cause Чез. 5 * =c, ces deux droites sont perp. entre elles : 
il s'agit de trouver la position de l'une, 40 (fig. 68). 
; T A 


Comme tang BA4C— = , on a cos A= VG = =; 
où L A A тщ X 
d'où tang * A= 229 er (M, n*359, et en mul- 


tipliant haut et bas par c4-x') : donc OAB = ! BAC, ce 
qu'on sait d'ailleurs (n° 210, I). Si l'on mène OA et sa регр. , 
coupant раг moitié l'angle BAC et son supplément, le centre 
cherché sera sur ces lignes. En traçant CO, qui divise par moitié 
l'angle С, et sa perpend., puis faisant la méme chose pour Z^, 
les intersections de ĉes six droites, combinées deux à deux, 
donneront quatre points qui seront les centres des cercles tan- 
gens cherchés : l'un est inscrit au triangle, les trois autres sont 
tracés extérieurement. 

Au lieu de faire les trois perpend. OD, ОЕ, OF égales 
entre elles, on pourrait se proposer de trouver le point O 
par la condition que les rapports de ces longueurs fussent 
donnés. 

V. Par le point M (fig. 219), tracer NQ, qui coupe l'angle 
NBz, et forme le triangle BNQ dont l'aire soit donnée. Bæ 
et By étant les axes, les données sont tang IVBx = а et le 
point M («, £); l'inconnue est BQ =z. L'équ. de NQ, qui 
passe en Q (z, о), est y——4 (x—z); cette droite passe aussi 
en M (a, 2) ; d'où À = — L'équ. de BN est y=ax. Éli- 
minant x pour avoir Ру du point commun M, il vient 
( 4 —a) у= daz; d’où 

Aaz Baz 


сев y De ju В — aa + ai 
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WWW.Trcin.org. pl 


402 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Ог, menons 4M parallèle à BN, et faisons 4B == m. L'équ. de 

AM, qui passe en M (a, 2), est y—g8zza (ха): pour le 

point 4, y —o ; d'où атаа — 8. Introduisant ci-dessus am 
Ё= 


pour a«—8, il vient у= ND = A 
z т 


Cela posé, quelle que soit l'aire donnée, on pourra tou- 
jours la transformer en un rectangle, dont la hauteur serait 
PM— ё et dont А serait la base. On devra done avoir 
Ар 1 zy, ou 2° — 2kz-F2km-co; ce qui donne deux solu- 
tions faciles à construire (n° 330) : la seconde a lieu quand 
la droite VQ coupe le supplément de l'angle МВО. (Voyez 
n? 334.) 

On pourra s'exercer surles problémes suivans : 


VI. Étentdonnées les ёди. dedeux droites 4B, 4 C(fig. 216); 
prendre des parties égales 48, AC, calculer la longueur BD 
de la moitié de la corde ВС, et en conclure l'angle BAC. La 
formule doit s'accorder avec (2), n? 370. 

VIL. Dans la méme circonstance , chercher l'équ. de la corde 
BC, et celle de sa perpend. 4D, dont la direction doit s'ac- 
corder avec le probléme I. 

VIII. Les perpend. DO, FO, EO (fig. 220), élevées sur le 
milieu des côtés d’un triangle ABC, concourent en un méme 
point O. En général, si D et F sont situés d'une manière 
quelconque sur les côtés 48 et BC, mais divisent ces côtés 
proportionnellement (la droite DF'est parallèle à 4C), toutes 
les perpend. DO, FOse coupent en des points O situés sur une 
méme droite qui passe par le sommet Z. 

IX. Trouver les équ. des lignes CD, AF, BE (fig. 220), 
menées des milieux des côtés du triangle 4 BC aux angles op- 
posés; prouver qu'elles concourent én même point G, qui 
est aux > de chacune, à partir du sommet de l'angle. 

Plus généralement, si sur deux côtés AB, BC d'un 
triangle, on prend des parties quelconques 40, CF propor- 
tionnelles à ces côtés, les droites CD et 4F'se coupent en un 
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point G, situé sur la ligne menée de l'angle B au milieu £, 
du cóté opposé. 

Consultez le Recueil des propositions de M. Puissant. 


Du Cercle. 


377. La distance R d'un point M (x, y) à l'origine C(fig. 221) 
est R= v (xz* 4- 7°), les axes étant à angle droit ; ainsi l'équ. du 
cercle est 

æ+ =R... (1), 
puisque, pour tous ces points, la distance R est constante. 
Le même raisonnement (équ. 7, p. 397) prouve que 
(x —«)*4- (у—8)у*== А»... (а), 
est l'équ. d'un cercle dont le centre a pour coordonnées æ et f. 


Quand l’origine est à l'extrémité О du diamètre «=R, Ё = o, 
et l'on a (2— А)? +7°=R°, ou plutôt 


y—ihr—ax. 

Si les x et y font un angle у, le triangle CPM a l'angle 
Р —180* — y, et la distance constante CM =R de tous les 
points du cercle au centre C, pris pour origine , est donnée par 
l'équ. D (n° 355) : l'équ. est donc 

-PH axy cos yz К... (3). 

Il est bon de s'exercer à reconnaître la figure d'une courbe 
et ses propriétés d'aprés son équ. : bien que ces choses soient 
connues pour le cercle, nous allons , profitant d'un exemple 
aussi simple , montrer le parti qu'on peut tirer des équations 
des courbes pour atteindre à ce but. 

378. Comme,y == y (R^—27), à chaque abscisse (fig. 221) 
répondent deux ordonnées égales et de signes contraires ; de 
sorte que la courbe est coupée par Oz en deux parties qui 
coincident lorsqu'on plie la fipure suivant Ox. La méme chose 
а lieu pour Dy. En faisant z = o, on a y =Œ В, et les points 
у et D de la courbe; plus x croit, plus W/(R*—x’), our, 
décroit jusqu'à x = R, d’où y = 0 : ainsi, la courbe у MA 
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s'abaisse sur l'axe des x qu'elle rencontre en 4. Elle ne s'étend 
pas au-delà de À, car y devient imaginaire. De ces notions 
résulte la figure de la courbe. 

Toute droite OM menée par le point O (—A, о) а pouréqu. 
у= a (z--) ; de méme pour 4 (+R, о), y —a'(z — В) est 
l'équ. de M A. Le point M de rencontre de ces ligues a pour 
coordonnées 


Tl 


a+ a R; у= aad R. 


a-—a Р = а 


Pour que ce point soit situé sur la circonf., il faut que l'équ. 
х°-Ьу*==° soit satisfaite par ces valeurs. Ainsi аа’ (14-aa')—0 
est l'équ. de condition qui exprime que lesdeux cordes se 
coupent sur la circonf. On en tire a0, ou d =0, ou enfin 
ї + аа = о : les deux 1"* expriment que, lorsqu'une des 
cordés est couchée sur le diamètre, la condition est satis- 
faite, ce qui n'apprend rien : l'autre т + aa = o indique 
que l'une des cordes ayant une direction quelconque , si 
l’autre lui est perpend., le point d'intersection sera sur 1а 
circonférence. 


Comme "=Й? —ax*—(RXxUO-x) LA 
et que R+z=OP ,R—x=AP, 
PM est moyen proportionnel entre OP et AP. 


La longueur de la corde AM est W/[y*+ (А —2)*] ; ainsi 
AM* z«aR? — 2 Rr = 2R (R—x); AM est donc moyen pro- 
portionnel entre 4P et le diamètre 40. 

379. Pour obtenir les intersections d'une droite MN et d'un 
cercle NKI (fig.222), on élimine x et y entreles équ. y —ac 4-5 
et x'+ у*==В°, de ces lignes; il vient 


Lo ажуа?) — 4 Бий 


1 а! ы Vom) , 


res 


4 b j И І 
en faisant $= —-—————— ==1а distance de la droite au centre 
уна ) " 


du cercle dont il s'agit (n° 374). Il se présente trois cas. 
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1°, Si le radlical est imaginaire, ou 97» R, la droite nc ren- 
contre pas la circonférence. 
2°, Si le radical est réel, ou ÀX R, lecercle est coupé en 
deux points; et comme on peut prendre l'axe des x parallèle 
à la sécante MIN, ou a— o, on trouver — z V (IU —£?) ; le 
signe + prouve que le rayon perpend. à une corde la coupe en 
deux parties égales. 

39. Enfin, si le radical est nul, on a = А; la droite coupe 
la circonf. en un seul point, ou plutót elleest tangente. Soient 
, X! les coordonnées du point 7' de contact , on trouve 

— ab 
= ES „J =ar і; 
, /s ^. à 
Я т z R 
d'où «ае: b = > = 
Or le rayon СТ (бв. 222) mené au point de contact T'(z^, y’) 


Ks 
2 


х! 


ayant pour єди. у= а'х,оп trouvea == ой ad — — 1: се 


се qui signifie (n° 370) que ce rayon est perpend. à la tangente ; 
Ja x--5 devient 


Xy pzz =R"... .. (1); 


c'est l'équation de la tang. au cercle en un point quelconque 
(x', y^) de cette courbe. 

Si par un point extérieur M (a, 8), on veut mener une tang. 
MT, il faut trouver les coordonnées z^, y’ du point T de con- 
tact : elles doivent satisfaire aux équ. du cercle, et #, 8, à celle 
de la tangente ; donc 


xry =R", ву'--ах'==Н'... (2). 


L'élimination conduit à des ёди. du 2° degré en x’ et j^, en 
sorte qu'il y a deux points de contact 7'et T”, et par consc- 
séquent deux tang. MT’, MT" menées par le point donné M. 
Mais, au lieu d'effectuer ce calcul, observons que nos deux équ. 
n'out lieu ensemble, il est vrai, que pour les coordonnées 
constantes x’, y’ du point de contact; mais que, si l’on ne prend 


WWwW.rcin.org.pl 


406 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 


que la seconde , x' et y” deviennent des variables; d'ailleurs, 
Суал К est l’équ. dela droite 77" qui passe parles deux 
points de contact , puisque leurs coordonnées x’ et y’ y satis- 
font. Il est aisé de tracer cette droite (n° 368), et d'en tirer les 
points de contact et les tangentes. 

y=o donne l’abscisse du point B, où la corde 7'7" coupe 


J 


R 
l'axe desz, св=— : comme cette valeur est indépendante de 


Bou P M, il s'ensuit que si le point M se meut le long de PM, 
les tang. changent de situation; la corde 7'7" tourne autour 
du point fixe 8. (Foy. 413 et 464, IV.) 

On peut aussi présenter le calcul de maniére à retrouver le 
procédé géométrique (n°212, П). Pour cela, vetranchons nos 
équ. (2), et ne considérons que cette seule différence: 2’ et y’ 
sont des variables, et les coordonnées du point 7' ou 7" de 
contact doivent satisfaire а ефи. y?— y --2^—«x-o, qu'on 
peut écrire 

(8) + (ea) = (0 +8). 

La courbe à laquelle appartient cette équ. passe donc par les 
deux points de contact. Or, cette courbe est un cercle dont le 
centre est en m (5a, +£), et le rayon = y (1e'4- 25). Si donc 
on prend Cp=} CP, pm: PM, m sera le centre, et Cm sera 
le rayon d'un cercle qui passera par les points de contact cher- 
chés 7'et 7”. 

380. Soient deux cercles C et C (fig. 57), l'origine en C, 
CC'=a sur l'axe des x, leurs équations sont x° у*==Д* pour C, 
et (zx—ay 4-y?^—R'* pour С'. En éliminant x ety, on a pour les 
points d'intersection - 

Е er ue > Vie R"— (a +R —n*)»] 
2a 2a 

L'abscisse étant simple et l'ordounée double, la ligne CC', qui 

joint les centres, est perpend. sur le milieu de la corde MN. 

Il est aisé de tirer de ces équ. les conditions relatives aux cas 
ou les cercles se coupent ou se touchent (n? 202) : en effet, le 
radical traité comme p. 337, devient 


= (аА К) (a+ R—R') (R3- R'—a) (R'+a—R). 
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Adinettons que А soit = ou T R' ; les deux 1*" facteurs se~ 
ront positifs , et il reste à analyser les cas que peuvent offrir 
R-4-R'—a et R 4-a— К. 

1°, Si les signes sont les mêmes, ils ne peuvent être —, car 
on ne peut avoir ensemble а> К TR! et «CR—R' ; ainsi, dés 
que le radical est réel , les circonf. se coupent endeux points, 
etlonaaR+R',et> R— Н’. 

2°. Si l'un de nos deux facteurs est nul, a= К-П’, ou 
a=R—R' ; d'où yo, x=R, les cercles n'ont donc qu'un point 
commun sur la ligne qui joint les centres : c'est le cas du 
contact. 


3*. Enfin, si les sigues sont contraires, savoir : 
а» КЧН et R—R', ou ac А-К et RR; 


comme la 1** de ces deux conditions comprend la 2*, il s'ensuit 
que les cercles n'ont aucun point commun, quand 


a> H4-R', ou < R—R. 


381. Voici quelques autres problèmes à résoudre. 

I. Étant donnés une droite et un cercle, mener une tangente 
parallèle à cette droite. 

II. Mener une tangente à deux cercles donnés. 

ІН. Tracer une circonf. tangente à un cercleet à deux droites 


donuées (le centre est sur la ligne qui divise l'angle donné en 
deux parties égales ). 


Transformation de coordonnées. 


382. L'équ. d'une courbe est quelquefois si composée, qu'il 
est difficile d'en déduire les propriétés ; mais il se peut que 
cette complication tienne aux axes coordonnés auxquels la 


courbe est rapportée. Ou a vu, par ex., que le cercle a pour 
équations 


(—£Éy--(x—a) =R, ymar er, © +y К; 


408 GÉOMÉTAIE ANALYTIQUE. 

ceile-ci n'est plus simple que parce que l'origine est au centre. 
П convient donc de savoir transformer l'équ. d'une courbe, de 
manière à la rapporter à d'autres axes, afin de simplifier les 
calculs. 

Les axes coordonnés étant 4x, Ду (fig. 223), sous un angle 
A quelconque , supposonsqu'on veuille prendre d'autres axes 
A'x', A'y' parallèles aux 1**. Soient 4B = a, В.А — b les 
coordonnées de la nouvelle origine; 4P = x, PM- y, celles 
d'un point M; 4'C—zx', CM— y les nouvelles coordonnées. 
On a 4AP=BP+AB, PM=MC+CP, ou 


r-r4-a y=y +b... (d). 


Ces valeurs, substituées dans l'équ. en x et y d'une courbe, la 
traduiront en x’ et 5^, et l'origine sera transportée en 4” (a, б). 
a et b doivent d'ailleurs avoir des signes dépendans de la posi- 
tion de la nouvelle origine 4” relativement à 4; en sorte que, 
si elle étaitSituée en D, a serait positif et b négatif, et il fau- 
drait faire x = х -+ a, et усш y! — b, etc. 

383. Supposons que les axes primitifs Ах, Ay, étant rectan- 
gulaires (fig. 224), on veuille, sans changer l'origine 4 , en 
prendre d'autres, tels que 4x’, 4y'.Désignons par (xz^) l'angle 
х Ах que forment les axes des x et des х'; de méme par (z^) 
l'angle x 4y°. Pour un point quelconque M, 4P=—x, PM=y. 
AL-—x.ML-y ; il sagit d'exprimer x et y, en x’, y' et 
les angles donnés (xz), (x у”), qui déterminent la position des 
nouveaux axes. On a x—A4K J- Dn ainsi Z'abscisse X est la 
projection sur l'axe des x de la portion de polygone ALM ; de 
méme y zz LK + IM. Ог, ез triangles AKL, LIM don- 
nent (n° 354, 4) 

AN =x cos (хх'), KL= x siu(æx), 
LI =y cos (zy), MI =y sm(xr}, 
Donc rcr cos (xx') 4 cos (ry)] 
ré , pis A1 (B) 
y-r sin (20) 4 y sn (ry )) 


5, nouveaux axes sont aussi à angle droit (fig. 225), 
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(æy =g 4-. (x^) ; d'où 
xz соз (тх')— у” sin (xx) c 
е sin (zx')4-3" cos (xx) | * did 


C’est ce que donnent directement des triangles AKL, ЛІМ; 
car AK=zx cos (xx), KL=x' sin (xx), 
Li=y sin rx), IM= y" соз (xx), 
et de plus z —44K— IL, y — LK IM. 
384. Swpposons enfin (fig. 224) que les axes Ax, Ау aient 
ume inclinaison quelconque, ainsi que Ax', Ay'. Pour passer des 


1*'* aux ®®, résolvons les triangles obliquangles 4LK , LMI; 
il vient (n? 355), 


AK — sin ALK x sin (x‘r) 
AL — sin AKL’ REI sin (xy) 
Kp E sn x) Р y sin (xy) - MSS узіп (zy) 
sin (ry) ” iz sin (xy) 1; ^. sin (xy) { 
doa el sin yty sin GP) 
sin (xy) (D) 
z'sin(rr)d-Y sin(xy)( ``” К 
укы Ms 


Quand les axes primitifs Ах, Ay sont obliques , et que les 
transformés Ах', Ay’ sont rectangles (fig. 225), il suffit de poser 
ісі (r'y")=90°, ou (х'у) complément de (55^) ; d’où 

_ x sin (1^y)—2 cos (ху) 
FS sin (xy) 

оа" sin (tz'4- cos (rx^)(" 
KT sin (xy) 

Nous avons supposé partout que l'axe des x' est situé en 
dessus de celui des x, ete., ce qui pourrait ne pas exister dans 
un саз auquel on odd appliquer ces formules; il faudrait 
alors modifier les signes des sin. et cos. d’après la règle des 
indirectes (n° 339), en comparant la disposition des axes, dans 


.. (Е). 
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l'application qu'on veut faire, avec celle des fig. 224 et 225. 
Par ex., si l'axe des x’ est au-dessous de 4x, on fera sin (zz) 
négatif, cos (zx) positif. (*) 

385. Jusqu'ici nous n'avons déterminé la position d'un point 
sur un plan que par ses distances à deux axes ; mais il y a bien 
des maniéres différentes de la fixer, ce qui fournit autant de 
systémes coordonnés. (Voy. Géométrie de position, par Car- 
not, p. 423.) 

Arrétons-nous aux coordonnées polaires. La position d'un 
point M (fig. 227) est donnée par sa distance 477 — r à un 
point fixe 4, qu'on nomme pôle, et par l'angle MAB que 
fait cette ligne 4M avec une ligne fixe donnée Ax ; 4M est le 
Rayon vecteur du point M. 

L'équ. polaire d'une courbe MN est la relation entre r et 0, 
pour chacun deses points. Si le rayon AM tourne autour de 4, 
et que sa longueur varie à mesure qu'il tourne, c.-à-d. avec б, 
de manière que l'équ. entre ret Ó soit toujours satisfaite, lex- 
trémité 74 du rayon vecteur décrira la courbe MN. 

Le triangle rectangle AMP, où АР==х, РМ — y, donne 


жг cos 0, y—rsin б, x*4- уга 


Ainsi pour passer d'un système de coordonnées x et y aux 
polaires r et 6, il faudra d'abord transformer l’équ. en coor- 
données rectangles, si elles sont obliques ; prendre pour ori- 
gine le point 4, qui doit être le póle: enfin la droite 4x, à 
partir de laquelle on compte les arcs0, devra être l'axe des т. 
Ensuite on mettra г cos # et rsin 0 pour x et y. 

Réciproquement, si l'on a l'équ. en r et en # d'une courbe, 
en éliminant ces variables à l'aide des relations précédentes, 
on la traduira en coordonnées rectangulaires x et y. 


(1) Au reste, il est toujours plus court et moins sujet à erreur de tirer 
directement les formules de transformation de la figure méme qu'on considère, 
en reproduisant sur cette figure les opérations ci-dessus , c.-à-d. en projetant 
les longueurs х? et у' sur chacun des axes x et y qu'on veut transformer, ces 
projections étant faites dans les directions de ces derniers axes. 
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Prenons pour ex. l'équ. (2) (n? 377), du cercle dont le centre 
C (fig. 226) a pour coordonnées « et 8; elle devient par nos 
valeurs de x et y: 


r'—or (и cos0--8 sin 4) + a*-- a —R'—o...(1) 


1°, Pour chaque rayon vecteur r, la distance de l'origine 4 
à За courbe est double, AM et AN. Les valeurs de r sont 
imaginaires pour les inclinaisons 9 de la ligne 4M qui ne ren- 
contrent pas le cercle. ” 

2°, Le produit des deux racines r", r de r est ( n? 137, 323) 


ra! =AMX АМ==#ё--45—Н°, 


quantité indépendante de 8 ; donc, si d'un point fixe 4, on 
mène des droites quelconques, le produit 4MXxAN des deux 
rayons vecteurs est constant pour toutes les sécantes. 

Selon que le point 4 est intérieur ou extérieur au cercle ,on 
retrouve les théorèmes n** 225 et 228. 

3°. Le cocfficient du 2° terme est la somme des deux racines 
r” etr' en signes contraires ; faisons 4 Com, Y angle CAM—? ; 
il vient @—=ф-Еї, «=m cos i, p=m sin ï, et 


r" --r—2m (cos i cos ё-{-вїп\ 0 sin 7)—2m cos (0 — i) —2m cos ф: 


donc AM + AN == 2m cos Ф, équ. facile à construire lorsque 


connaissant deux des quantités г“ + r, m et p, on demande 
la 3°. 


4°. Pour que AM soit tangente, il faut que les racines г” et 7 
soient égales, et l'équ. (1) un carré exact, ou (n° 138) 


Á (а cos 08 sin 8)'— 4 («'--8— А") о, 
d'où R’==4* sin 0— 24 2 sin 9 cos i 6° cos" ü——(« sin 5—8 cos £)* 
ЕҢ=т (cos i sin 0 — sin £ cos 5) == sin ()—4)— m sing. 


Dans le triangle rectangle 47°C quia 4C —m pour hypoténuse 
et l'angle o, R est donc le côté T'C opposé à cetangle 4 (n°363); 
ce qui prouve que la tangente au cercle est perpendiculaire aw 
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rayon mené au point de contact. D'ailleurs les racines :” etr 
étant égales, on a 


r '—a de —R—m—R'-—(m4-R) (m—R) 


ou rz 4 D» AI=AMX АМ: la tangente est moyenne propor- 
tionnelle entre la sécante et sa partie extérieure. 
5°, La différence des racines de l'équ. (1) est la corde M/Nz—4, 


k = Ж» y [R—(a sin 6— 8 cos 8 =a y (IP—m? sin? (#—1)] 


donc m sin @ = (А: #). Lorsqu'on veut mener par ип 
point А une corde MN qui ait une longueur donnée , on portera 
cette corde sur un arc mn (fig. 228) pris où l'on voudra sur 
le cercle, et la perpendiculaire Co sera la valeur dez:sin 9— Co ; 
Ф est l'angle opposé à Co dans le triangle rectangle dont l'hy- 
poténuse est 4С. Donc tracez la circonf. qui a Co pour rayon, 
et du point 4, menez des tangentes à ce cercle , qui détermi- 
neront letriangle CFA pour lequel l'angle 44 — 9 : ainsi les 
tangentes AM à ce cercle seront-les deux solutions du pro- 
blème, qui ne seront possibles qu'autant que le point À sera 
extérieur à ce cercle. 

6°. Sans rien ôter à la généralité, on peut prendre pour axe 
des x la droite 4B (fig. 226) qui joint le pôle au centre, ou 
B=0 : or si le pôle est un point 7 sur la circonf. , Rzz«etl'équ. 
(1) se réduit à ?^—2r R cos 0—0, d’où r = 2R cos 0; c'est 
la longueur & d'une corde inclinée de ? sur le diamètre. Ima- 
ginons (fig. 56) un 2° cercletangent au même point 4, le rayon 
étant R’; sa corde sera &—2R' cos 6, d’où А.К: Rz R' : les 
cordes menées par le point de contact À de deux circonférences 
tangentes, intérieures ou extérieures, sont donc entre elles 
comme les rayons. 


ELLIPSE. ТЕ 


LV. sECTIONS CONIQUES. 


De ГЕШрѕе. 


386. On don pc, ec nom à une courbe 470 (fig. 229) , telle 
que, pour chaque point M, les rayons vecteurs ou distances 
МЕ= 2, MF'z 2 à deux points fixes donnés F et F', qu'on 
nomme Foyers, ont une somme constante, 2 J-z'— 40-2a. 
Pour trouver l'équ. de Vellipse, prenons le milieu C de FF" 
pour origine des coordonnées, АО pour axe des 2, la perpend. 
BC pour axe des y ; on est assuré d'avance, énération, 
que la.courbe doit être symétrique, par rappor S axes, et 
que. l'équ. sera fort simple. On doit, ей е; préférer le 
système de coordonnées, qui est propre à faciliter les calculs 
et à donner des équ. moins composées. 

Soient F'C—c, x et y les coordonnées de M ; on a dans les 
triangles FMP, F' MP, z'—y*-- FP, — P, ou 

€ 


пр) rm (ro), агаа, 
En soustrayantles deux 1°‘, il vient 
f. ente ( ra. Фу: (0—2) = (сх. 
Ainsi, FM=:=a— © —;, F'M-zza4- =. «C (1) 


Substituant dans la valeur de 2° ou z^? ci-dessus, on trouve 


E pipah e. s. (a). 


Faisant z—o, il vient pour l'ordonnée BC à l'origine... 
J^-a'—c*; si l'on représente cette ordonnée par б, ona 
donc = a*— c^; éliminant с", on trouve enfin pour l’égu. de 
l'ellipse, 

ay ^-^ ab... (3). 


385. En résolvant, on a у= Var — х*, 
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Puisque chaque abscisse x donne deux ordonnées у égales 
et de signes contraires, l'ellipse est telle que 4BOD (fig. 230) 
symétrique par rapport à l'axe 40 ; ellel'est aussi relativement 

à BD, puisque + т et — x donnent la méme valeur de y. 
н, lorsqu’ on plie la figure selon О ou BD, les parties de 
la courbe se superposent et coincident. s 

y est imaginaire quand r> Æ a, x Pest pour y E. ЛА 
donc la courbe est fermée. B C—5 est n" plus grande ordonnée, 
CO—a 1а plus grande abscisse; 4O est ce qu'on nomme Је 
grand axe; B D est le petit axe; А et.O sont les sommets, С 
le centre. Ainsi, l'ellipse est une corde fermée, telle, que la 
somme des rayons vecteurs menés des deux foyers à un méme 
point "s est constamment égale au grand axe ; cet axe 

est la longueur de la droite , qui passant par les foyers, tra- 
verse la courbe de part en part ; les extrémités de cette ligne 
sont les sommets , le milieu est le centre. 

388. HW os deux ordonnées Ууу” d'une méme ellipse, qui 
ont x, z' pour abscisses (fig. 230); les équ. ау? 5* (а — х"), 
а? y =b (a?—2x'?) donnent le quotient е 

J'. a-—z* (ах) (0—2) 

аа 7 (a4-r)(a—r)' 
or, CP —z, 4Р=а +x, PO-a— x : ainsi les carrés des 
ordonnées sont entre eux comme les produits des distances du 


pied de ces ordonnées аит deux sommets. 

En changeant x en yet y en x, l’équ. (3) se change en 
b^y?-- a x*?-—2a*b^; ainsi elle conserve la même forme, qu'on 
prenne 40 ou BD pour axe des х. 

389. Le cercle ФМО décrit du centre С avec le rayon а 
(fig. 230), a pour équ. Y2-y/ (à^—z), où Y=PN: com- 
parant cette ordonnée à PM (n° 387), опа 5—2, Ainsi le 
rapport des ordonnées du cercle et de l'ellipse, qui répon- 
dent à uneméme abscisse, est constant et égal à celui des axes ; 
‚у est donc toujours < F : le cercle renferme l'ellipse. Celui 
qu'on décrit avec le rayon БС y est au contraire renfermé. 
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Cette propriété fournit une construction fort simple de 
l'ellipse. Après avoir tracé les axes donués 40, ВР, et les cir- 
conf, inscrite et circonscrite (dont les rayons sont б et a), on 
mène. un rayon quelconque CN, et par les points О et N, où 
cette droite coupe les, circonf., on trace les paralièles aux 
axes, QM, NP; leur section M est un point de l'ellipse, car 
onas . i 
DA : , ou Dem; d'où PM =y. 

390. La définition de l'ellipse donne un autre procédé pour 
décrire cette courbe (fig. 229). Après avoir tracé les deux axes 
МО, BC, du point В. comme centre, et avec le rayon CO, dé- 
crivez un arc de cercle qui coupera 40 en F et E; ce seront 
les foyers, à cause de l'équ. b'— а? — c* (n? 386). Du centre 
F et avec un rayon égal à une portion quelconque de 40, telle 
que К 0, tracez un arc vers M ; puis du centre Г”, avec le reste 
AK du grand axe, tracez un 2° arc, qui couperale 1° en M; 
ce sera un point dela courbe, саг FM+ F M—.40 : on aura de 
la sorte quatre points de l'ellipse avec les deux mêmes rayons, 
en décrivant des arcs des deux cótés des axes. Le méme procédé 
fera connaitre autant de points qu'on voudra de la courbe. 

Lorsque l'ellipse a de grandes dimensions, on fixe aux 
foyers F et F' les deux bouts d'un fil long de 40, puis on 
fait glisser sur ce fil, toujours tendu, un stylet 77 qui trace la 
courbe. 


391. A mesure que les deux foyers s'éloignent Pun de l'autre, 
ou que бф diminue par rapportà a, l'ellipse s'allonge et s'aplatit 
davantage; au contraire, si les foyers serapprochent , elle s'ar- 
rondit ; enfin, si ces points se confondent, ou a =ù, on a.... 
3? + x? — a^, et la courbe devient circulaire. On peut donc 
regarder le cercle comme une ellipse dont les axes sont égaux. 

Les équ. (т) montrent que les rayons vecteurs de l'ellipse 
sont rationnels par rapport aux abscisses x. La distance F'C—c 
est ce qu'on nomme l’Excentricité; т et z deviennent maximum 
ou minimum pour x= +a, savoir, z--a Èc : ainsi, de tous 
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les points de l'ellipse, О est le plus voisin, et Æ le plus éloigné 
du foyer F. L'extrémité 5 du petit axe est à la moyenne dis- 
tance de F, cav x = o, donne z= z = a= BF. 

On nomme Paramètre la double ordonnée qui passe par le 


foyer; on l'obüent en faisant r= c, ou х= a —b*, dans 
h^ ab а 
Үєди. (3); et on trouve y= + ET nt ее 


paramètre : c'est une troisième proportionnelle ang sou et au 
petit ате. 


» "$ 
Pour transporter l'origine au sommet 4; 4 faut changer 


x en x —a dans l'équ. (3), et l'on trouve a*y? = bt (ax — x*). 

392. Rapportonsl'ellipse à des coordonnées polaires (n° 385), 
le póle Ж. l'un des foyers F; ршн» ren x 4-c 
dans la valeur (1) de FM, et ensuite x' en z cos 6, e étant 
l'angle МЕО; if vient 

zz ace а(1—е) 

a+ с cost à + ecos 4 

On désigne par e 7e rapport de l'excentricité au demi-grand 
are, c — ae; le pôle est en F, et les arcs # sont comptés, à par- 
tir du sommet voisin О, dans le sens OMB. Si l'origine est à 
l'autre foyer А", et les arcs 6 comptés dans le méme sens, il 
faut changer ici e en — e. 


De l'Hyperbole. 


393. Cette courbe jouit de la propriété que la différence des 
rayons vecteurs F'M— FM (fig. 231) est une quantité cons- 
tante 40 ==2а== 2 —z. En plagaut l'origine au milieu C de 
ЕЕ', віс... et reproduisant le calcul du n° 386, on а de méme 
z".— z^ 2a (2 4 2) — Дех; ainsi 


Substituant, etc..., puis faisant c?—a* + 0%, il vient 


a? — ф?х* == — a. 


HYPERBOLE. 417 


On trouvera, comme au n? 387, que l'hyperbole est symétri - 
que, par rapport aux axes FE” et Cy; саг ona 


== VI, ! 
Plus x croit tant positivement que népativement, et plus y 
augmente; mais on пе peut prendre x < + a; y est nul pour 
z= + a : doncla courbe ne s'étend pas entre les deux sommets 
4 et О; partant de ces points, elle forme deux branches oppo- 
sées par leurs convexités et indéfiniment étendues, ouvertes 
l'une à droite, l'autre à gauche. Le point C est le centre, 
-40—2a le premier axe ; Vordonnée à l'origine est imaginaire, 
cT -—0 donne y = zE 6 y/— 41. Si l’on rend cette quantité réelle 
en changeant de signe sous le radical, la longueur 2 qu'on ob- 
tient, ou Zordonnée centrale rendue réelle, est ce qu'on nomme 


le demi second axe, qui n'est plus, comme pour l'ellipse, une 
des dimensions de la courbe. + 


394. Les ordonnées у et у' (fig. 232), qui répondent aux 
abseisses x et z’, donnent, comme n° 388, 


H  xr-—mq _(x+a) (x—a)  OP.AP 
J^  x^"—a' (x +a) (х—а) OP.AP^ 


Оп a encore les carrés des ordonnées proportionnels aux pro- 
duits des distances de leurs pieds aux deux sommets. 

Quand а =ù, on a у? z«x' — а : l'hyperbole est dite égui- 
latere. 

En changeant z en y, et y en x, l'éq. devientb?y*—a?z?— аз, 
La forme est la méme, au signe près du 2° membre; les x sont 
comptées sur BD et les y sur CP ; l’hyperbole est dite rappor- 
tée au centre et au 2° axe ( comme fig. 257). 

Changeant x en x+a, l'origine vient au sommet 4, et l'équ. 
de l'hyperbole est 2*5*— b’? (aax + x"). 


395. Si l’on décrit une ellipse 4BOD (fig. 232) sur les mêmes 
axes, elle sera comprise entre les deux sommets et allongée 
dans le sens des x ou des y, suivant que a sera > ou < b; ce 
sera un cercle si l'hyperbole est équilatère. Ces deux courbes ont 

nAi 27 
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des propriétés analogues, dont on peut voir les détails dans 
la Géométrie de position de Carnot, p. 143. 

396. La définition de l'hyperbole donne un procédé pour dé-1 
crire cette courbe. Après avoir tracé les axes Р”, Cy (fig. 281), 
et marqué les foyers F, F”, on décrira vers M un arc de cercle du 
centre F', avec un rayon quelconque ÆG ; puis du centre F, 
avec le rayon OG on décrira un 2° arc; le point M de section 
sera sur la courbe, puisqu'on a F'M — FM — 40. Onaura , 
avec les mémes rayons, quatre points de l'hyperbole, puis 
autant de poiuts qu'on voudra en changeant de rayons. 

Les єди. (4) montrent que Zes rayons vecteurs de l'hyperbole 
sont rationnels par rapport aux abscisses. 

Le paramètre, ou la double ordonnée passant par les foyers, 


A : 2 
conserve la méme valeur que pour l'ellipse p = —. 
| а 


ET à a(e"— i) 


“ap ссові — 1--ecost 

397. En comparant les ёди. de l'ellipse et de l'hyperbole , 
on observe que l'une se change сп l'autre, lorsqu'on y rem- 
place ё par by — г. Cet artifice de calcul servira à traduire 
les formules obtenues pour l'une de ces courbes en celles qui 


conviennent à l'autre. 


De la Parabole. 


398. Étant donnés un point fixe ou foyer (йр. 234) et unc 
droite quelcoñque QQ , la parabole est une courbe dont chaque 
point M est à la méme distance de F que de QQ', qu'on nomme 
directrice, Prenons pour axe des z, DF perpend. sur 00”, 
pour origine le milieu 4 de FD == р, et pour axe des y la 
parallèle 42 à QQ’; 4 est visiblement un point de la courbe. 
Опа AP zr, PM=y, QM- DP, ouz=:p+x; dans le 
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triangle FMP, FM* = ау (р); donc en égalant 
les valeurs de z, etc., 0h a y* —2pz, pour ёди. de la pa- 
rabole, courbe qui est symétrique par rapport à l'axe des x 
seulement. 

П résulte de la génération de cette courbe, que Jl'elfipse 


dont le grand axe devient infini se change en une parabole, 


Deux points 2, u pr, Y) d'une parabole donnent 
J'=apx, J —pz', 


Les carrés des ordonnées sont entre eux comme les abscisses 
correspondantes. 

Si la constante 2p, qu'on nomme paramètre, est inconnue, 
el qu'on ait un point de la courbe, on voit que 2p est 3* pro- 
portionnelle à l'abscisse et à l'ordonnée de ce point. 

Pour tracer la parabole dont on a le paramètre 42 —— 2p 
(fig. 233), comme y est moyenne proportionuelle entre 45 
et +, on décrira un cercle BCP qui passe en #, et dont le centre 
soit en un point quelconque de 20; 4С sera Гу qui répond 
à l'abseisse AP : ainsi les parallèles CM, PM aux axes coov- 
donnés, détermineront un point M de la parabole. On en cb- 
tiendra de méme autant d'autres qu'on voudra. 

Si l'on fait r=; p= AF (fig. 234), опа y — 1р; ainsi 
le paramètre 2p est encore, dans la parabole, la double ordon- 
née passant par le foyer. 


39g. La génération de la courbe donne un moyen simple 
pour la tracer. Опа vu que zzz ip + z; ainsi le rayon vec- 
teur est encore rationnel. Prenez sur l'axe Ar(lig. 234), à 
partir du sommet 4, des distances AD = AF — * p, f? sera 
le foyer, la perpend. QQ' à 4x sera la directrice; et il s’agit 
de trouver tous les points M qui sont à égale distance de l'un 
et de l'autre. Menez une ordonnée indéfinie quelconque MAY, 
puis du foyer F pour centre, avec PD pour rayon, tracez 
un arc qui coupera cette droite MM’ en deux points Wet A’: 
ces points sont sur la courbe, 
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Pour avoir l'éq. polaire de la parabole, prenons le foyer F 
pour pôle, et portons-y l'origine, en faisant x = x’ + ' p dans 
в=={р-Ь x;enfin, posons FP, ou x' —— z cost, l'angle0étant 


Р 


АЕМ compté du sommet ; il vient z = —^——. 
P ; 1 + cos ё 


Des Sections d'un cóne droit par un plan. 


Доо. On demande l'équ. dela courbe 4MO (fig. 235), in- 
tersecton d'un cône droit IDB par un plan quelconque O4. 

Si par l'axe BK on fait passer un plan BD/ perpend. au 
plan coupant (il le sera à la base, n° 272), l'intersection de ces 
plans sera la droite 40, projection de Рахе du cône sur le 
plan coupant ; c'est ce qu'on nomme l'Axe de la section co- 
nique. Par un point quelconque P de cet axe, menons un plan 
parallèle à la base D]; ses intersections, avec le cône et le plan 
coupant, seront le cercle FMG et la droite PM, laquelle étant 
perpend. (n° 273) sur FG et AO, est une ordonnée commune 
aux deux courbes. 

Cela posé, soient AP =x, Р.М у; cherchons une rela- 
tion entre x, y, et les données du problème, qui sont l'angle 
ВАО =a, Yangle ВІ — et 4B = c. La propriété du cercle 
donne y? = FP >< PG ; trouvons FP et PG. 

Dans les triangles AFP, РОС et АВО, оп а (С, n° 355) 


sina Р FP sin O ^. sin (a+8) _ PG. GUEG 
inf x’ SnG nf PO 40—x' 
50 à icc mr sin £ ‚ d'où A40 2. 998. Г 
AB A0 siti (& -+ 8) 


Or, dans le triangle ВНЕР, l'angle F est complément de ; 8; 
donc 


ме. sin а sin (« +5) c sin £ 
rom STE Rom costa \sin (+8) с — =), 


et l'on a, pour l'équation demandée, 


Pr IE [cr sin 8— z* sin (a4-8)].... (4А). 
cos? ' Ê 
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Pour obtenir toutes les sections du cóne, il suffit de faire prendre 
au plan coupant toutes les positions possibles, c'est-à-dire de 
faire touznerla droite 4O autour du point 4 dansle plan BZD, 
et de changer aussi ÆB = c. П se présente trois cas. 

1?. Lorsque « + 8 — 180°, le plan coupant est parallèle à la 
génératrice BI (fig. 236); et la courbe s'étend à l'infini ; en fai- 
sant sin (« + 2) — o, notre ёди. devient (à cause de G, n° 357) 

= ET cx == {сх sin: 8......(D). 
c'est celle d'une parabole (*). 


2°. Tant que а +8 < 180°, le plan coupant rencontre toutes 
les génératrices d'une méme côté du sommet; la courbe est fer- 
mée : (4) en est l'équation. 

3°. Enfin, lorsque « + 8 7» 180°, le plan coupant rencontre 
les deux nappes de la surface de part et d'autre du sommet; la 
courbe a donc deux branches étendues à l'infini M'AN’, LO'Q 
(fig. 235), dont la courbure est opposée. Or, « + 2 >> 180° 
change le sinus du signe, et l'on a 


3? zu TS Le sind x* sin (a4). .. (C). 


coss : 


Dans ces deux derniers cas, si l'on représente par 2a la dis- 
tance AO entre les sommets, et par К un coefficient constant, 


ona 
- c sin @ __ sin а sin («4 8) 
na WCET о Т ее "Ч 


Les équ. 4 et C deviennent у*== K (2a тс x"), qui sont celles 
de l’ellipse et de l’hyperbole rapportées au sommet (n™ 301 


et 394). 


(*) On aurait pu refaire les raisonnemens précédens; FP (fig. 236) con- 
zsin8 


serve la valeur ci-dessus , en y faisant sin ac віп 8; donc FP = "ETE de 
соз - 
plus , AL parallèle à FG donne le triangle ABL, dans lequel on а 
sin 8 sin £ AL PG 


= —, {с 


ба ШАГ "сога BL 
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L'équ. générale des sections coniques, l'origine étant au 
sommet, est done y? — mx J- nx°. Elle appartient 


1°. À la parabole, lorsque n= o, (m 5p); 


A* aht 
2°. А l'ellipse, quand n= —— et m = ab ; 
а а 
b ab 
3°. Enfin à l’hyperbole, lorsque л = дт = 5 


401. П n'y a пеп à changer à tout ce qui vient d’être dit, 
lorsqu'on fait varier 8 et c, c.-à-d. les dimensions du cóne etla 
distance 4B. On ne peut faire 8 — o, ou @==18о°; car il n'y 
aurait plus de cône : c = o suppose que le plan coupant 
passe par le sommet. L'intersection est alors un point lorsque 
« + 871805; une droite quand « + 8—180° (le plan est tangent 
au cône); enfin deux droites quand a + 8 7» 180°. Le calcul 
comprend aussi ces trois cas; car eb faisant c — o dans (4); 
puis sin (<4 £) positif, nul et négatif, on trouve 


"Кх ао, ymo, у*=Кх*» 


La 1'* équ. ne peut être satisfaite qu'autant (n? 112) que z— o, 
et. — 0, ainsi elle représente un point; la seconde est celle 
d'une droite; la troisième, enfin, donne y =+ x y К qui re- 
présente deux droites. 

Donc, quels que soient le cóne et la position du plan cou- 
pant, l'équ. (.4) est celle des six sections coniques ; c étant =o, 
on a les trois sections qui passent par le sommet; et lorsque c 
n'est point nul, cette équ. représente une ellipse, une hyperbole 
ou une parabole, suivant que le coefficient de x^ est négatif, po- 
sitif ou nul. 


402. Étant donnée l'équ. d'une ellipse, d'une hyperbole, ou 
d'une parabole rapportée à son sommet, ainsi qu'un cóne droit 
quelconque, il est facile de placer cette courbe sur le cóne, 
c.-à-d. de trouver la situation du plan coupant qui la reprodui- 
rait; car, dans les deux derniers cas, on connaít a, K etg, et 
il s'agit de trouver c et l'angle е, en recourant'aux бап, D. Or 
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la °° fait connaitre e, quand on a tiré a de laian: : celle-ci des 
vient par les équ. I et G, p. 371, 

2K cos? *® @ == 2 sin" а cos B {= 2 sin a COS æ sin 3 
gx ( 1 — cos 2«) cos 24 sin 24 sin f. 


Cette ёди. de la forme ф==п sin 2a + 4 cos 2#, a été résoluc 
p. Зд! fn 

Etsi l'équ. dounée est celle d'uneparabóle °=2pr, цы: В 
donne pz 2с sin’ $ 8, d’où l'on tire с, et par suite la position 
du plan coupant (fig. 236). 


Méthode des Tangentes. 


403. Si par deux points Met Q (fig. 237) d'une courbe 
quelconque ВМО, on mène une sécante SMQ, et qu'on fasse 
varier la position de Q sur la courbe, M restant fixe, la sécante 
prendra diverses inclinaisons. Si l'on rapproche О de M jusqu'à 
faire coincider ces deux points, la sécante SỌ deviendra TM : 
cette droite se nomme Tangente ; c'est une sécante dont on а 
fait coincider les points d' intersection. 

L'équ. de toute droite qui passe en un point M (z', y") est 


sr 24(x—3).. (1). 


Pour déterminer la tangente 77M , il suffit d'assiguer à 
А = tang Tla valeur qui convientàl'inclinaison de cette droite; 


‘il faut pour cela exprimer en analyse les conditions qui lui 


servent de définition. 
Désignons par z^ 4- h et y' 4-4 les coordonnées du 2* point Q 
d'intersection de la sééante SM, ou MR == А, QR = k; la tang. 
k Үү; ; / 
de l'angle ОЗА est 7 = tang S. Eu changeant 2” ety" en x^ 4- ^, 
è 
et y' -k dans Реди. de la courbe, et réduisant, il sera facile 
k " 
d'en tirer P qui est la valeur de tang S. Or, tang T est visi- 
blement la limite de tang S, lorsqu'on fait varier le point @2 
pour l'approcher de M; en sorte que si l'on pose tang 7 ou 
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A == tang S + а, x pourra décroitre indéfiniment. Si donc la 
valeur Ё de tang 5 a la forme p +8, p étant une quautité in- 


variable, et А une expression en et k susceptible de devenir, 
avec ces variables, aussi petite qu'on veut, Речи. 4— p + 4-а 
se partagera (n° 113 ) en deux autres, dont l'une, А= р, dé- 
terminera 4. À est donc се que devient p+8, lorsque 8 est nul, 
с.-а-4. que А est ce que devient le rapport k : h, quand on y 
pose k eth nuls. 

Concluons de là qu’il faudra substituer y' +k et x' + h pour 
x' et y' dans l'équ. de la courbe, et en tirer le rapport : h, puis 
y faire keth nuls ; on obtiendra ainsi la limite de ce rapport, 
ou 4, et par suite l'équ. (t) de la tangente. (Xoy. p. 440). 

La droite indéfinie MN, perpend. à la tang. au point M de 
contact, est la Normale; l'équ. est facile à déduire de celle de 
la tang., puisque ces droites passent par le point M (z, у"), et 
de plus sont perpend. L'éq. de la normale est (n? 371) 


Jr =— a)... (2). 


Les longueurs 1P, PN, comprises entre les pieds Т, P et 
N de la tangeute, de l'ordonnée et de la normale, sont la sous- 
tangente et la.sous-normale. En faisant y == o dans nos équ., 
on obtient pour x les abscisses 4T'et AN des points Tet N. 


10us-(ang. "IP ou x —x -L uns (3. 


sous-norm. PN ou x — x' = Жу... (4). 


Il pourrait arriver que la tangente et la normale n'eussent 
pas la méme disposition que dans notre figure, et que la sous- 
tangente fût x— x", et la sous-normale x' — x; mais alors le 
signe négatif qui affecterait les valeurs (3) et (4) indiquerait 
cette circonstance (n? 339). 

Les longueurs MT et MN sont appelées aussi, l'une T'an- 
gente, l'autre Normale. 

404. Appliquons ces théorèmes à la parabole (fig. 234), dont 
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l'équ. est y zz2pr; on a y —3px', (FAS ap (2 А), 
qu'on réduit à 


ap 


aky + k — aph; d'où 7 т = tang $ = ay xk 
Faisant # nul, on a 4 = tang. T=5 


1°, Équ. de la tangente.. .... J= p (x 4- x^). 

2°. Ёди. de la normale... ... С) p G-2z)y ==о. 
3°, Longueur de la sous-tang. TP= ax". 

4°. Longueur de 1а sous-norm. PN = p. 


Donc la sous-tangente est double de l'abscisse, le sommet 4 
est au milieu de TP, le pied 7'de la tang. est à gauche du 
sommet, et la sous-normale est constante et égale au demi- 
paramètre, double de la distance focale AF. 


La norm. МУ (Р РМ) — y (+p =V par +p). 

405. Cherchons l'angle TMF =F (fig. 233) que fait le 
rayon vecteur avec la tangente : ce rayon passe par les points 
M(z,y)et F(ip,0), ona doncy—y =A (x ж); 
d’où Perd 

où E Үр 

D’après la valeur de 4 pour la tangente TM, on a 


tang bus LEA. = tip РЕ = A 

à cause de y^? — 2pz', et en supprimant le facteur commun 
1p + x. Ainsi tang Y = A = tang T, le triangle TMF est 
isoscèle, Tous les rayons lumineux et sonores SM, qui sont 
parallèles à l'axe, se réfléchissent à leur rencontre M avec la 
courbe, et vont au foyer F. De plus, la tangente TM coupe 
l'angle QMF par moitié, et est perpend. sur le milieu de ОЁ: 
cnin, FM — FT; ce qui offre un nouveau moyen de mener la 
lang 7'M. 

06. Faisons varier le point de contact M (x, y^), et pla- 
çons-le successivement en tous les licux de la courbe, puis 
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observons les diverses positions qu'affeete la tang., lesquelles 

LE 

. . . > 

dépendent de son équ., c.-à-d, de linclinaison tang rag, et 
Y 


= ==+у'. Il ез є de voir 


de l'ordonnée à l'origine, 4i = 


que, 1°. au sommet 4, z' et y" étant nuls, l'axe des y est 
tangent; 2°. à mesure que le point de contact M s'éloigne, 
ж' et y croissent, ainsi que Æi, qui est constamment la demi- 
сор tandis que l'angle T diminue. 

La tangente prend toutes les inclinaisons ; ainsi 22 y a toujours 
une tangente parallele à une droite donnée : mais , plus l'angle 
T' est petit, plus le contact M et lc pied T s'éloignent du som- 


met. La parallèle à l'axe répond à une distance infinie. Étant 
F К ч ы... ? 
donc donnée une direction, ou Æ, on tire aisément y'= - j 


et le point de contact. Par exemple, si 4 est 1, опа у=; 
d'où z= p; le foyer F répond au point G pour lequel ia 
tang. est inclinée de 45? sur l'axe, dans toute parabole. 

407. L'équ. yy =p (x -]-zx') peut servir à mener une tang., 
sans connaître le point M de contact (z, y’), pourvu qu'on 
doune certaines conditions. Si l'on veut, par ex., qu'elle passe 
par un point donné / («, 6); notre équ. devient gy'—p (a+); 
éliminant avec y= 2pz', on-aura deux valeurs de x etr, 
deux points M de contact, et deux tangentes. 

Mais l'équ. бу== p («4-x) étant satisfaite par les coordonnées 
des deux points de contact, est l'équ. de la corde qui les joint. 
Jzxo donne l'abscisse х= — а du point de section avec l'axe, 
point commun à toutes les cordes semblables, quel que soit /, 
pourvu que son abscisse demeure la méme. Ainsi le point 7 
décrivant une parallèle aux y, les deax tangentes, les points de 
contact, les cordes qui les unissent, varient; le point seul 
de section de ces cordes avec l'axe reste le méme, et la corde 
tourne autour de ce point, qui est tantôt à droite, tantôt à 
gauche du sommet, selon que l'aliscisse de Z est à gauche ou à 


droite du sommet 4. 
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2 I ML étant la tangente cherchée, qui doit ètre perpend. sur le 
milieu de ОЁ), 7 est à la méme distance de F et de Q; le cercle 
dés до ene I avec le rayon IF passe par le point О de la 
direetrice, lequel devient ainsi connu. QM parallèle aux x 
domne ensuite M, ou bien on mène IM perpend. sur QF, et 
la tangente est tracée. Il ne faut pas craindre que le cercle ne 
coupe pas la directrice dès que 7 est extérieur à la courbe; car 
le probléme est alors possible, et le point Q doit exister : on a 


un 2* point Q et une 2* tangente. м; 


408. Appliquons les mêmes principes à V Ellipse. Changeons 
ж et yenzx'+ h, et y + k dans l'équ. de cette courbe ; il 
vient 


ay + ха, a (y 4-Е +) matt; 
d'où Hay -J-A)a'4- (ax Л) 00, += — —, —— 


C'est la valeur de tang S, lorsqu'on veut l’équ. de la sécante 
en deux points donnés. Pour la tang., on fera А et k nuls, ct 
Br р ` 
on trouve i=- И ne reste qu'à substituer dans les 
ау” 
équations du n° До3; ona(fig. 238) 
1°. Équ. de la tangente, ayy b'xx'—a!bh ; 


2°. Ёди. de la normale, y— =>, (к—х'); 


ar 
7— |i 


3*. Pour la sous-tangente, T'P = 


4*. Pour la sous-normale, PN= t. 


1°. La valeur de 4 ne change pas, lorsque x’ et y’ prennent 
des signes contraires; ainsi les tangentes en M et M' sont pa- 
rallèles (fig. 239). 


2°. En faisant y=o dans l'équation de la tangente, on a 


ЫГЫ a , эу» r : c 
СТ=х= Zi 27» z' donne CT' > а: CT est indépendant de 
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b ; ainsi toutes les ellipses décrites avec le méme axe A Opont 
uh, méme pied T'pour la tang TM, TQ..., l'abscisse т” = QP 
demeurant la méme. Ainsi, ы un cercle 400. sur le 
diamètre 40, prolongeons l'ordonnée PM en Q; menons la 
tang 7'O, et.nous aurons le point 7”. C'est un moyen facile de 
tracer la tangente à l'ellipse. и 
D 


3°, y ——o dans l'équ. de la norm. donne а= CNE 


(fig. 238); ainsi IV et M sont situés du méme côté de va 
409. Par les points О et 4 (Ha, о) menez les droites quel- 
conques ON, AN (fig. 239) ; leurs équ. sont 
y-—aea(r—a), y—a' (r-Fa) 
Le point N de rencontre a pour coordonnées , 


a+ 2axa' 
х ==0.——, у= Js 
n-a а — а 


Се point N n’est déterminé qu'autant qu'on fixe les tang, a,« 
des directions de ÆN et ON ; mais si elles sont arbitraires, 
on peut en disposer de manière qué T'intersection JY soit sur 
l'ellipse : on dit alors que ces lignes sont des cordes supplé- 
mentaires. Dans ce cas, nos valeurs de х et у doivent satisfaire 
à l'équ. aty’ 4-U'z'— ab", ce qui donne agia at braa 0, 
ou «a (a aa b) — o. On exprime donc que lest cordes se cou- 


pent sur l'ellipse, en faisant „а ou &' nul (ce qui n'apprend 
з 
rien), ou ad zm— С. Ce signe — provient de ce que« et «' 


sont de signes contraires ; car, si NAO est aigu, NOx doitétre 
obtus. Tragons un cercle sur le grand axe; l'angle 4№О 
étant droit, ANO est obtus. Les cordes supplémentaires du 
petit axe forment entre elles un angleaigu; ce qu'on démontre 
de méme. 

On prouve ces propriétés par l'analyse, ainsi qu'il suit. L'an- 
gle 6 =N des deux cordes Ae ARES, est donné par 

— g Ж ү. 0" 


^4 
== mms 
tang 9 гт ги s (a—b' 
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em éliminant а',$1 a=b, tang ô est oo, ou à = 90°; le cercle а 
seul des cordes supplémentaires rectangles, et toutes le sont. 
Quand а> Ё, aet tang 8 ont méme signe : donc les angles 
.4 NO, NOx sont obtus ensemble. Si a et b croissent propor- 
tionnellement , l'angle # ne varie pas : ainsi , les directions 
ON, AN sont constantes, ou les ellipses dont les axes sont 


dans Че méme rapport ont les cordes supplémentaires paral- 
121еѕ. 


Si 0 est donné, æ résulte de l'équ. du 2° degré. 
а*аз— (a"— b’) a tang Ü4-b*—o. » 


Ily a donc deux systèmes de cordes supplémentaires qui 
forment entre elles un angle donné 4; et ces cordes sont aisées 
à construire : les deux valeurs de « ont même signe, à cause 
du dernier terme + b°. Les grandeurs de 6 sont égales, quand 


on a (а*—Ь*)* tang dd 5°; d'où tang == 2; puis 


=r Cette solution. sépare les racines réelles des imagi- 


naires (n? 139, 2°. ); ainsi les cordes supplémentaires qui 
concourent à l'extrémité B du petit axe se coupent sous le 
plus grand angle obtus. Si AN est couché sur 40, l'autre 
corde est à angle droit; AN tournant autour de 4, l'angle N 
devient obtus , et s'accroit jusqu'à ce que les cordes passent 
en B. Passé ce terme, AN continuant de tourner, l'angle JV 
diminue et reprend les mémes grandeurs. 

Pour obtenir graphiquement les cordes supplémentaires qui 
font un angle donné, il faut tracer sur 4O un segment de 
cetcle capable de cet angle ; l'ellipse est coupée en deux points 
qui donnent les solutions cherchées. 


410. Toute ligne CM menée par le centre C (fig. 239), a 
pour équ. TC P si de plus on veut qu'elle passe par le 
point M (2, 5^), il faut que y'= A'z'; pour la tangente 


Lx 
en M, A=— ; d'où ar 2—— = as. Si donc on 
ar a 
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mène une corde AN, parallèle à la ligne CH, qui va du 
centre au point de tangence, on a d'=«, d’où 44—«; et la 
tangente 77M est parallèle à la corde supplémentaire NO, ce 
qui fournit encore uugmoÿen trés simple de mener une tan- 
gente à l'ellipse. 


(11. Faisons décrire la courbe au point de contact M{x', y^), 
et suivons la tang. dans toutes les positions qu'elle affecte. 
En О, z'a, y =0; l’équ. de TM devient х=а : ainsi la 
tang. est рагай. aux y. A mesure que le point de contact s'é- 

L 
lève sur la courbe, x’ décroit et y’ croît ; donc A = — 4 4 
ау 
е а“ „и S. M " 
décroit, et C7T'— 2 ainsi le point 7's'éloigne sans cesse, 


et l'angle MTC diminue, jusqu’ à ce qu'en B la tangente de- 
vienne parallèle au grand. La symétrie de la courbe dis- 
pense de poursuivre plus loin cet examen : donc , il ny a point 
d'inclinaison donnée qui ne puisse к à l’une des tan- 
gentes de l'ellipse. 
On obtient le point de l’ellipse où une e droite doit la toucher, 

son inclinaison étant donnée, en cherchant x’ et y’, lorsque 4 
est connu; ona pour cela leséqu. 


ay += ab, Aa y^ "tr —o. 


On peut également résoudre un grand nombre de problèmes 
relatifs à la tangente, et qu'on traiterait par une analyse sem- 
blable. 

Cherchons les segmens OH, AK (fig. 238) formés par une 
tangente quelconque XHsur les tangentes menéesaux sommets. 
Опа ay "+ rx ab"; faisant za, les y sont nos deux 
segmens, savoir, 


Le produit de ces deux quantités se réduit à 2°; donc le pro- 
duit des segmens OH, AK, formés par une tangente quel- 
conque KH, est constamment égalau carré du demi-petit-axe, 


* 
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quelle que soit la direction de cette tangente A7. Nous ver- 
rous (p. 7434) que les lignes AA et OH peuvent être deux 
tangentes parallèles quelconques, pourvu qu'au lieu de 0° on 
prenne le carré de la longueur Cy, qui leur est parallele. 


412. Cherchons l'inclinaison des rayons vecteurs sur la tang. 
(fig: 238). Soient CF—^«, les angles РМ 17, F' MTV”, 
Toute droite qui passe en F (а, о), a pour ёди. y— Z' (x—2); 


d'où 4'— 


c , pour le rayon vecteur FM, qui passe par le 
point donné M (2^, y^); mais pour l'inclinaison dela tangente, 
$ А ESP | * 
a=- 55 ; ab donne tang = T = zv. 
En changeant'a en — a, on a pour tang 7" une valeur égale 
avec un signe contraire ; on en conclut que les angles F7 et 7” 
sont s émens l'un de l'autre (n° 349). L'angle FMT est 
aigu ct supplément de l'angle obtus F” MT, ou plutôt les angles 
aigus F’ MI et FMT, sont égaux. 

Ainsi, les rayons vecteurs de l'ellipse, menés au point de 
contact, sont également inclinés sur la tangente et sur la nor- 
male. Donc, tous les rayons lumineux ou sonores F' M, qui 
partent du foyer F”, doivent, à leur rencontre en M avec Yel- 
lipsé, se réfléchir à l'autre foyer F. En prolongeant F' M, la 
tang TM divise en deux parties égales l'angle РМС, et la nor- 
male l'angle F'MF. 


413. On peut se servir de cette propriété pour mener uue 
tang. ou une normale en un point donné M del'ellipse (fig. 238); 
car, prenant sur le prolongement de F' M, MGezFM, ТМ 
sera perpend. sur le milieu de FC. 

Pour mener la tangente 7'M par un point extérieur donné 7, 
cherchons le point M de contact. Supposons le probleme ré- 
solu; alors T étant à égale distance de F et de G, le a le FG, 
qni passe en F, et dont J estle centre, passe aussi ёп G ; mais 
F'GzzF'M--MF—-— 40;doncle point G est aussi sur le cercle 
décrit du centre F” avec le rayon 40. 

Une fois ces deux cercles tracés, le point G est connu ; on 
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mène F G, et l'on a le point M de contact. П est d'ailleurs 
certain que les deux cercles doivent se couper, puisque. sans 
cela, le point G n'existerait pas, et le probléme serait absurde ; 
ce qui ne peut être, tant que le point 7 est extérieur à l'ellipse: 
on a méme deux points C, et partant deux tangentes. 

On peut encore traiter le probléme comu e n” 379, 3°., et 
407; les coordonnéesa, 8 du point donné extérieur K (fig. 280) 
devant satisfaire aux ёди. de la tang MK et de l’ellipse, on a 

«ву + ax аф", ay pbr emah’, 
l'élimination donnerait pour z' et у’ des valeurs du 2° degré. 
Ainsi, par le point K, on peut mener deux tangentes MK, NK. 
a? y A-b^az— a'b* est l'équ. dela droite MN quijoint les points 
de contact, puisqu'elle est satisfaite par x =x" et y =y". Il est 
donc facile de tracer cette droite et d'en conclure ces points , 
et enfin les tang. ; la figure 280 ne suppose pas les coordonnées 
rectangulaires. 

Comme y == o donne аз” =a", єди. indépendante de ё et 8. 
CE est constant, quelque part qu'on prenne le point K, 
pourvu que C4 = 2 et le grand axe 2a restent les mêmes. 
Donc, si K se meut sur BB’ parallèle aux y, les tangentes et 
les cordes varient; mais le point E reste fixe, méme quand 
le 2° axe 20 change; en sorte que Æ a la méme position que 
pour le cercle décrit du centre C avec le rayon a. Le point 
E, dont l'abscisse est x — a! : а est situé au dedans ou au 
dehors de l'ellipse , suivant qne а est © ou < a c.-à-d. 
suivant que la droite BB’ est en dehors de la courbe, ou la 
coupe. 

414. Venons-en maintenant à l'hyperbole : on pourrait ici 
refaire tous les calculs qu'on vient d'appliquer à l'ellipse ; mais 
il suffit de changer dans ceux-ci б en b y —1 (n° 397). On trouve 
alors les résultats suivans. 


1°, Pour l'inclinaison et l'équ. de la tangente, 
Px 
И = —, гау —bxr = —ab. 
ay а 
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~л 


z 
5 
La tangente TM (fig. 231) fait avec Гахе des x un angle aigu : 


elle est parallèle à celle qu'on ménerait au point M’. 
On aura de même l'équ. de la normale. 


2° eres, les points M et 7' tombent du méme côté 


de l'axe Су; comme х' est 7» a, T est compris entre C et le 
sommet 4. 
rg 


Sous-tang = A - А 


dx 
Sous-normale= ——, 
а 


3°. Pour les deux cordes supplémentaires ON et AN (fig. 240), 
RR D е 
On ааа =; les deux angles formés avec l'axe des т sont en- 


semble aigus ou obtus. L'équ. de AN est уса (x—a); passant 
par le point N (z', у"); on a pour la corde AN, «= + 
er 
в et sont de méme signe, puisque z' > a. Ainsi. les angles 

des cordes supplémentaires avec l'axe des = sont aigus quand 
IN est placé comme dans la figure. Ils sont obtus pour la bran- 
che supérieure à gauche, etc... Pour la ligne CM et la tang 771 


; donc 


en M,ona at="; on conclut donc que le procédé (n? 410) 


pour mener une tangente à l'ellipse, est applicable ici. On méne 
au point M de contactla ligne CM, puis la corde ON parallèle 
à СМ, et sa corde supplémentaire NA; celle-ci est parallèle à 
la tangente TM. 

On trouve, comme Eb. 409) pour l'angle 8 =ONA des cordes 


suppl., tange 5 — ;or (oua, ой а?а? o» D^ ; ainsi 


a(a «p ) 
taug 6 est positif et l'angle 8 est aigu. Si les axes varient dans 
le même rapport, 6 demeure constant. 

Quand 5 est connu et qu'on cherchez, il faut résoudre l'équ. 
du 2° degré а'а%®—е (a+ b) tang = 0%, dont les racines пе 
sont jamais imaginaires et ont des signes différens. L'angle 3 

qM 28 
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n'a pas ici de limites comme dans le cas de l'elltpse. On peut 
construire les deux solutions en décrivant sur 40 un segment 
capable de l'angle donné #, que doivent faire les cordes supplé- 
mentaires, et menant des droites de chaque point de section 
aux deux sommets. Plus а décroit, c.-à-d. plus AN s'abaisse 
sur Æx, plus 0 diminue, en passant par toutes les grandeurs 
de 9o? jusqu'à zéro. 

4°. Les angles formés par les rayons vecteurs et la tan- 

єр ^ 


d b fe 
gente conservent la méme valeur 7: leurs inclinaisons sur 
жүл 


~ 


la tangente sont donc les mêmes, ainsi que sur la normale ; 
TM divise F' MF (fig. 231) en deux parties égales; on cons- 
truit donc la tangente par le même procédé que pour Vel- 
lipse (n? 412). 

Si le point donné est sur la courbe en M, onprend MG—MF, 
ct Von abaisse MT perpend. sur le milieu de FG. 

Si le point donné est en 7 hors de la courbe, du centre Г 
on décrit le cercle FG ; puis du centre F”, avec un rayon 
F'G-—F'M—FM--AO, on trace un 2° cercle, qui coupe le 
1°" en deux points; G étant connu, ГС prolongé en M donne 
le point de contact M. Du reste, les conséquences du n° 413 
ont également lieu ici. 

415. Faisons parcourir au point de contact M (fig. 241) les 
divers points de la courbe. En 4 (x' =a, j^ —o), l’équ. de la 
tang. devient z—a ; ainsi DD' tangente au sommet est parallèle 
aux y. À mesure que le point M s'élève sur la courbe, pour 
connaitre les positions successives de la tangente, il faut en 
déterminer le pied T et les diverses phe mais on ne 


peut déduire ces angles de la valeur = , parce que x 


et y’ croissent ensemble. Pour lever cette difliculté, mettons 
pour ay sa valeur +0 y/(x^*—a7), et divisons haut et bas par 
bx ; il vient 
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Or, plus x’ croît et plus 4 et CT décroissent; en sorte que, 
d'une part, le pied 7' de la tangente approche sans cesse du 
centre C sans y atteindre, et de l'autre, l'angle 7' diminue en 
méme temps. Mais cette diminution de 7" n'a pas lieu indéfi- 
niment ; car le radical approche de plus en plus de un et ne 
peut dépasser ce terme, qu'il n'atteint méme qu'à z'— oo ; 


b №, i Ads я 
alors 4— + еі CT—0. Du reste, il est inutile de continuer 
a 


le mouvement du point M sur les autres parties de la courbe, 
à cause de la symétrie. 

Pour construire ces expressions, portons au sommet À les 
ordonnées 4D—.4D'——b, traçons CD et CD' ; ces droites ont 


b АА 
pour équ. y = 5-2; elles sont Zes limites de toutes les tan- 


gentes, et ne rencontrent la courbe qu'à l'infiti : cette courbe 

est entièrement renfermée dans l'angle QCQ' et son opposé. 
La tangente fait avec le 1° axe un angle compris entre DCA 

et un droit; on ne peut donc mener une tangente parallèle à 


une droite donnée CI, passant en C, qu'autant que CZ est 
dans l'angle QCH. 


416. Quand deux courbes s'étendent à l'infini, on dit que 
l’une est А$ҮМРТОТЕ de l’autre, si elle s'en approche de plus 
en plus, et si Гоп peut s'éloigner assez pour que leur distance 
soit moindre que toute quantité donnée. L'équ. de Vhyper- 


bole est А 
Bb, j= b a* at 
yu —q'—2i- = mm es de, ,, 
V є; _Җ(! 2x Be ) 


en développant V/(x?— ^) (р. 199) : le 1** terme excepté, x 
n’entre qu'au dénominateur ; ainsi tous ces termes décroissent 


B. redet. b 
indéfiniment quand x augmente, L'équ. Y — 6 - x appar- 
a 


tient donc à deux droites CO, CQ' (fig. 241), dont l'erdonnéc 
РОЪРМ donne la différence MQ aussi petite qu'on veut. Ces 
droites, que nous savons être les limites des tangentes , sont 
donc aussi les asymptotes del’hyperhole. 


à 28.. 
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Si l’hyberbole est équilatére, ab; les asymptotes sont à 
angle droit. 

On trouvera que la propriété démontrée à la fin du n° 412 
subsiste aussi pour l'hyperbole. 

417. Éluninons y entre l'équation de l'hyperbole et celle 
3=kx+l d'une droite quelconque, pour avoir les points de 
section : nous trouvons 


(a f — b) aa kr bat (РУ) о. 
Cette équ. du 2° degré se réduit au т“ quand а=, ou 


DM Pap 
MX , d'où z—— ма . Une parallèle aux asymptotes ne 


coupe donc la courbe qu'en un point. (Le 2* point de section 
est à l'infini.) Pour l'asymptote méme, 4—o, et les deux see- 
tions sont à l'infini. En général, on a 
a^ kIcaby/(P 4-5 ak’) 
=== PJ i 


et comme ,y—Áz--1, le radical est le méme pour x et y. Pour 
que la droite coupe l'hyperbole, x et y doivent être réels ; dis- 
tinguons trois cas, selon que 
a d oum bb 

Dans le 1*' cas, la droite n'a qu'un point commun avecl'h y- 
perbole ; l'équ. du 2° degré devenant un carré, la droite touche 
là courbe. (Foy. n° 424. ) On peut tirer de là un moyen de 
xnener une tangente par un point extérieur / (z', 7^) (fig. 231); 
сагу =k (2—21) devant aussi être l'équ. de la droite, on 
voit que Z=y'—#x', qui, avec l'équ. а= Р-р, détermine 
k et L. à 

Dans le 2° cas, il y a deux points de section. Posons 
а/а 


la 


а= bpa; d'où х= а. 
et si la droite passe au centre, о, 
ab kab Ve) „б 


= —, у= йс 
E " a a 
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Toute droite MAV qui passe par le centre C, et est dans 
l'angle asymptotique, coupe la courbe en deux points opposés 
M et M', dont les abscisses sont égales en signes contraires ; il 
en est de même des ordonnées, et de CM et СМ". 
Dans le 3° cas, la droite ne coupe pas la courbe. Si /—0, on 
a ak >> ù, la droite passe par le centre et est dans l'angle QCH 
( fig. 241); elle est parallèle à deux tangentes; tandis qu'au 
contraire toute ligne qui est dans l'angle QCQ' coupe la 
courbe et n'a aucune tangente parallèle. 


418. Rapportons l'hyperbole aux asy mptotes C^, Ch (fiy. 242) 
pour axes des z' et 5^ ; menons MP parallèle à Cb СР, 


PM-y.L'angle xCb=æ a pour tangente 2 (n? 415); d'où 
(u* 346), en faisant pour abréger, 


2m-y (a'4-5*), 


A a Aj b EM. н 
н m аргу T mo 917 урар) m 


les formules générales (7, n° 383) deviennent 


amzzca (у 42), amy—b(y'—x). 
Au sommet 4, où y—o, опа z/—y', CD=DA; CBAD est 
donc un losange, ce qui suit aussi de ce que lang. DAC=D C A. 
Substituons ces valeurs d'z et y dans ау? — 022° == — 4°"; il 
vient z'y^zzm? pour l'équ. demandée, En faisant x’=7", on а 
CD=m=; y (a-b). Si Гоп compte les x et y positifs, selon 
Cb et CH', l'équ. est хус — m’. 

On nomme m^? la puissance de l'hyperbole; sila courbe est 
équilatere, C5.4D est un carré =m =t а". 

De xy-m? on tire que y décroît quand x augmente, et ré- 
ciproquement; ce qui prouve que les axes sont en effet des 
asymptotes. 

Nous avons trouvé que 2227 cos a, bom sin =; ce sont 
les axes de l'hyperbole qui sont ainsi connus, lorsqu'elle est rap- 
portée à ses asymptotes. Les diagonales C4, DB, du losange 
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CDAD, résolvent d'ailleurs le problème; саг 2m siu =b, 
DL=CD sin am sin a, donnent В ==. 

419. Multiplions l'équ. xy т? par sin 2а; il vient 
zy sin bCl/—am* sin а cos a; 

le 1* membre (p. 387, V) exprime l'aire du parallélogramme 
CPMQ, qui est par conséquent constante, quelque part qu'on 
prenne le point M sur la courbe ; d'ailleurs le 2° membre! ab ; 


ainsi, l'aire CPMQ est la moitié du rectangle des demi-axes ice 
qui suit aussi de ce que C4=a, BD—bet CBAD-—CQMP. 


420. Une semblable transformation pourrait donner l'équ. 
de la tang. TM au point M (x°, 5^), rapportée aux asympto- 
tes; mais on la trouve directement par ce calcul. Cette équ. 
est (n° 367), " 

Y=- =A («—а/), 
sin STH’ 
sin PSC 
x Jet y^ Æk, dans l'équ. vy =m, 


A étant 


: changeons, comme n° /0o3, z' et y’ en 


(x'4-À) (y 4- 4)ezm*; d'où f= - ear 


Telle est la valeur de .4 pour la sécante MN; la limite se 
rapporte à la tangente; d'où 4 2-5, donc enfin, l'équ. 


cherchée est 


zy-4-yr-am'. 
ч 2m* ^ і 2 
Faisant y =0, on trouve == = 22°, abscisse CT du 


pied T de la tangente, et qui est double de СР; prenant 
donc 7'Р== СР, menant TM, on a la tangente. Comme 
wiangle SMQ=MTP, le point M de contact est au milieu 
de ST. 

Puisque CZ—2z' et С5==2у', l'aire C$T—2x' у sin 2« 
(р. 387), ou = ab ; Paire CST est donc constante quel que soit 
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le point M, elle égale le rectangle des demi-axes з les quatre 


triangles THP, СМР, СМО, SMQ, sont équivalens. 


421. L'équ. d'une sécante bb" est у==Кх-Е1,; уо donne 
le point J^ de section par l'asymptote, C//—— К. Élimi- 
nant et y avec жут”, on a les points N,N’ de section avec 
là courbe ; d’où Kz? Ф Гот". Or, (n°137, 3°.) — L: K est 
Ja somme des racines = Ca'J- aN zz CÙ, ou = Са pa'h’; 
donc aN—a'U, et les triangles Nab, Ља sont égaux ; d’où 
ОМ N". Toute sécante a des portions égales comprises entre 
l'hyperbole et l'asymptote. 

On tire de là un procédé facile pour décrire là courbe, lors- 
qu'on a un de ses points N et ses asymptotes. Par ce point 
menez une droite quelconque bb', prenez l'N'zcbN , № sera 
un зе point de la courbe. En répétant cette construction, on 
obtient autant de points qu'on veut. 

Les abscisses aN, Ca’, de N et №, étant z', x”, en résol- 
vant les triangles abN, BN'O, on trouve 
Nb ma, 09a Ny n 
P sin sin ^ 
multipliant ces équ. il vient 

, no. Sa. —m* sia 
UN XN zz xx NÉE TK ‘axé 
à cause du dernier terme de Yéqu. Kx'ÆLxr=m". Or, ce pro- 
duit est indépendant de Z, et toute parallèle à notre sécante 
l'eàt pareillement donné. Donc, deux sécantes ont méme valeur 
pour le produitbN XDL'N, que le carré de la demi-tangente SM, 
lorsque ces trois droites sont parallèles. 


422. Le procédé du n° 403, pour trouver 4 dans l'équ. (1), 
s'applique à toute єди. , quel que soit l'angle des coordonnées; 
en suivant attentivement ce qu'on y prescrit : on voit qu'il faut 
changer x en x'4-h, et y en y’+k, dans la proposée, ce qui 
donne deux sortes de termes ; 1°, ceux qui n'ont ni А, ni Ё, et 
qui, restant quand ces accroissemens sont nuls, recomposent 
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Реди. de la courbe, et s'entre-détruisent ; 2°. des termes «dont Л 
ou К sont facteurs, qui sont destinés à donner leur rapport $: h, 
auquel on substitue 44, en y faisant h et А nuls. 

, Mais il est clair que les termes qui disparaissent de ce rap- 
port sont ceux où A et k entraient à une dimension supérieure 
а la 1*. Donc, si, supprimant les raisonnemens , on s'en tient 
au matériel du calcul, on voit qu'il faut 1°. changer x en x+h; 
у еп y4-k, el développer, en ne conservant que les termes de 
1" dimension en het en k; 2°. faire kzzAh et diviser tout par 
le facteur communh ; 4°. enfin tirer la valeur de A. Quand nous 
serons plus avancés (7. n? 504), nous reconnaitrons que À est 
égal à moins la dérivée de l'équ. proposée par rapport à x, 
divisée par la dérivée par rapport à y. Substituant dans les 
ёди. du n? 403, on a celles de la tangente et de la normale. 

Ainsi, pour y*-]-2zy—2y 4-x , on trouve d'abord 


ayk4-2xk4 зуд 4, 
puis 27 44 ar4-2y—2 Ata; 
з < —у+ i y 
d'où = y4x—i . ^ 


Par ex., le point (1, 1) est sur la courbe, puisque ces p^ 
données, mises pour z et y, satisfont à la proposée; ou trouve 
A=— +, etl'équ dela tang., en ce point de la courbe, est 


Ji (0—1), ou 27 4- x3. 
Prenons encore l'équ. у==тх- пх", qui appartient à nos 
trois courbes, suivant les valeurs qu'ont т et n (n° Доо); on 
trouve 
ayk=mh+anhr, 2.4y—m-4-25r, 
DE im+nx 
d’où 4— ume | 
X 
423. Quand la tangente est parallèle aux =, il est clair que 
dès que la branche dé courbe est entièrement au-dessous ou 
au-dessus de la tangente, Ру du point de contact est > ou 
< que les y voisines. Ainsi l'équ. .4—0 doit donner J'y qui 
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est un maximum ou un minimum ; et on la trouve en climi- 
nant x et y entre A=o et la proposée, 400 donne les tan- 
gentes parallèles aux y, c.-à-d. les limites de la courbe dans 
le sens des x. 

Soit, par ex., l'équ. у? xy --ixr'— r-4-;-0, pour la- 
cr ; posant y —z-4- 1—0, et élimi- 
nant avec la proposée, on obtient x =3 et т, et y — a et o, 
coordonnées des points où la tangente est parallèle aux x; 
2 est la plus grande ordonnée, o la plus petite ; la courbe ne 
passe pas au-dessous de l'axe des z, qu'elle touche au point 
(1, ө). 2y—2z-o donne r=2 5 V/2, 3—1-k Vt, coordonnées 
des limites latérales (n? 454, fig. 261). 


quelle on trouve d= 


424. Étant données l'équ. d'une courbe du 2° degré, et celle 
J=az+6 d'une droite, pour trouver les points de section, il 
faut éliminer y, ce qui conduira à une équ. du 2° degré en х, 
de la forme ахл схо. Les abscisses des deux points 

à 
d'intersection sont x = — у Voie. et suivant que ces 
racines sont réelles ou imaginaires, la droite coupe ou ne 
coupe pas la courbe, Si /^—/4ac-—o, les racines sont égales, et 
la droite est tangente ; саг si а et В étaient arbitraires, en les 
faisant varier, la droite changerait de position, et les deux 
points d'intersection seraient d'autant plus rapprochés que 
b> — (ac serait plus petit; ces points coincident quand 
b* —£ac--o „ёди, qui exprime une relation entre « et $ quand. 
la droite est tangente. L'une de ces constantes reste arbitraire, 
et on peut la déterminer par diverses conditions , ce qui donne 
lieu à un grand nombre de problèmes. L'abscisse du point de 


b А 
contact est x — — са Quand cela arrive, а et £ étant donnés, on 


trouve que l'équ. еп 2 est un carré exact; on reconnaît donc 
que la droite est tangente, et on a le point de contact. Ex. : 
3yzár4-2, росу олло; 


lelimination de y donne x'—2:4-1— о = (t — 1)’ 
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ainsi la droite touche la courbe au point pour lequel x — 1, 
утэ. 

Lorsque faisant yzo, dans une équ., on trouve(rz—z')*—o, 
on doit en conclure que la courbe touche l'axe des т au point 


(x',0). Voy. (fig. 261 et 251, п 443 et 454.) 
Du Centre et des Diamétres. 


425. Le Centre d'une courbe est un point C (fig. 243 ct 245), 
qui jouit de la propriété de couper en deux parties égales toutes 
les cordes , telles que MM', menées par ce point. Mettons 
l'origine en C; menons PM, P'M' parallèles à Гахе Су; les 
triangles СРМ, CP'M' sont égaux à cause de CH=CM'; 
d’où CP—CP', РМ=Р'М'. Donc, lorsque l'origine est au 
centre de la courbe, les ordonnées et les abscisses sont deux 
à deux égales et de sigues contraires, La réciproque a visible- 
ment lieu. 

L'angle y Cz des coordonnées est ici quelconque, 

Donc pour qu'une courbe ait le centre à l'origine, il est né- 
cessaire et il suffit que son équ. ne soit point altérée lorsqu'on y 
change x en—x , ety en— y. 

' Appliquons ce précepte à l'équ. générale du 2° degré 
Art xy + Cx* D y A- Ex A Расо... (1). 

П est manifeste qu'afin que la courbe ait l'origine pour cen- 

tre, il faut que son équ. ne contienne pas les termes Dy et Ex ; 

elle sera de la forme 47°+Bxy+Cr'+F=o. C'est pour cela 
que, paranticipation, nous avons donné le nom de centre au 
milieu de l'axe de l'ellipse et de l'hyperbole; et il devient 
prouvé que toute corde qui passe par ce point y est coupée en 
deux parties égales. 

Mais une courbe pourraitavoir uu centre qui ne füt pas situé 
à l’origine ; alors il faudrait qu'on рїї l'y transporter; on 
changerait еп z'4-a, y en yb, et l'on déterminerait les 
coordonnées arbitraires a et б de la nouvelle origine, de ma- 
nière à chasser les termes de 1* degré en x’ et у'. Faisons ce 
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calcul pour l'équ. (1) : nous égalerons ces termes à zéro, et il 
viendra 


Bb--1Ca4-E-—o, Ba-4-2454-Dzo... (2); 


+ _24E—BD , 3CD—BE 
Volpe Meet TERT CP RID 


et la transformée est 45 ^4 17у + Cx ^ 00, Q désignant 
le terme tout constant. La courbe du 2° degré a doncun centre 
toutes les fois que ce calcul est possible, et elle n'en a qu'un 
seul; mais elle n'en a point dans le cas contraire, qui a lieu 
lorsque 82—14 C0; les équ. (2) sont alors contradictoires 
(u° 114, 2°.). Cependant, si l'un des numérateurs de a ou à 
était en méme temps--o, l'autre le serait aussi : il y aurait une 
infinité de centres, et les équ. (2) rentreraient l’une dans 
l'autre (n? 114, 3°.) 

En général, si а et 5 représentent des coordonnées varia- 
bles, les équ. (2) appartiennent à deux droites, dont Pinter- 
section donne le centre; elles sont paralléles lorsqu'il n'y a 
point de centre, et elles coincident lorsqu'il y en a une infinité; 
les centres sont tous les points de cette droite. Ces cas parti- 
culiers s’éclairciront bientôt (n? 458). 

Donc la parabole n'a point de centre, puisque B*— 44C 
devient o—{xo=0, pour l'équ. у= эрт. 


426. On dit qu'une ligne est Diamètre d'une courbe lorsqu'elle 
coupe en deux parties égales toutes les cordes parallèles menées 
dans une direction déterminée. 

Lorsque deux droites sont réciproquement des diamétres 
l'une parrapport à l'autre, on les nomme Diamètres conjugués. 
Les axes de l'ellipse et de l'hyperbole sont, par ex. , des dia- 
mètres conjugués. 

Cherchons l'équation d'undiamétre quelconque d'une courbe 
du second degré. Soit y2—ax-]-5 Véqu. d'une droite; en élimi- 
nant y de Реди, (1), on aura une équ. du 2° degré, que nous 
représenterons par z*--Ax4-I—o, dont les racines, de la forme 
x=— УИ, sont les abscisses des points de section de la 
droite et de la courbe. Le terme —1Ё est visiblement l’abscisse 
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ж' du milieu de la corde : en faisant le calcul indiqué, on arrive 
à l'équ. propre à donner Å; cette équ. est 


22" (Aa*4-Da 4- C) 3-2 4ab--Db--Da-]- E. — o. 


^P 
a étant constant, si b varie, on obtient les abscisses x^ du 
milieu d'unesuite de cordes parallèles : mais si l'on elimine б, 
en faisant б==у'-——ат/', on aura une ёди. en л” сї у” propre à 
toutes ces cordes; ce sera donc l'équ. dela ligne qui les coupe 
toutes par moitié ; ainsi Геи, générale d'un diamètre, ordon- 
née par rapport à a est 


a (Ux! +247 AD) 4-3 Cx +8 у'-ЬЕсшо ... (3) 

il s'ensuit que 1°. les diamètres des courbes du2* degré, ou les 
ligues qui coupent par moitié tout systéme de cordes paral- 
léles, sont des droites, puisque l'équ. est du 1** degré ; pour 
une direction donnée a des cordes, cette équ. est facile à 
construire. 

2°. Chaque direction des cordes a son diamètre particulier. 

3°. Tout diamètre passe par le centre, puisque les coordon- 
nées 2", y” de ce centre (équ. 2) satisfont à notre ёда. (3). 

Cependant si le centre n’existe pas (la parabole), alors 
B'—4A4C=0, éliminant C, l'équ. devient 

"m, В», aD+E 
TE IA aD 

Le cocfficient de 2 étant indépendant de a, tous les diamètres 
de la parabole sont paralléles entre eux; la direction en cst 
connue. Conune l'axe est l'un de ces diamètres, et qu'il est 
perpendiculaire aux cordes, la condition (4) p. 395, se trouve 


Ва 24 
ici exprimée par—77 4-1 =0, d'où a= BC Cette valeur de a 


substituée dans le ite tevme de l'équ. fait connaitre la po- 
sition absolue de l'axe, les coordonnées étant rectangles. 


Le méme calcul pour l'équ. générale (3) donne la condition 
Da?4-2a (C— 4) = В qui détermine a dans cette ёда, , lors- 
qu'elle appartient aux axes de l'ellipse et de l'hyperbole. 
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427. Pour que Гахе des т soit diamètre, les cordes étant 
parallèles à l'axe des у, il faut que chaque abscisse donne deux 
valeurs égales et de signes contraires pour у; ainsi, en résolvant 
par rapport à y les équ. du 2* degré, qui jouissent de cette 
propriété , il faut qu'on ait Jy-—yK, K contenant х. En 
faisant le calcul sur l’équ. (1), il est visible que cette con- 
dition n'a lieu qu'autant que cette équ. est privée des terines 
Bay et Ру. 

De même, pour que l'axe des y soit diamètre par rapport à 
celui des x, il faut que l'équ. de la courbe ne contienneni Bay, 
ni Ex. Donc, pour que les deux axes des x et y soient diamètres 
conjugués, il faut que l'équ. soit privée à la fois des termes 
Вху, Dy ct Ex, c.-à-d. qu'elle ait forme 

Ay A Dzx-Q... (4). 

Ainsi, l'origine est au centre ; l’ellipse et l'hyperbole peuvent 
avoir des diamétres conjugués, mais la parabole n'en a point. 
Tout cela est indépendant de апре des coordonnées. Donc 

1°. Soit ВВ' (fig. 243 et 245) un diamètre de l’ellipse ou de 
lhyperbole; on а vu (n° 408 et 414) que les tangentes 
IG et HK еп В ct D' sont parallèles; de plus, elles le 
sont aussi au diamétre conjugué Cy, puisque les cordes qui 
lui sont parallèles sont coupées au milieu раг BB’, et qu'à 
mesure que ces cordes s'approchent de B ou B’, les deux ex- 
trémités se rapprochent; enfin, les deux points de section se 
réunissent en B, et la double ordonnée devient nulle. Ainsi, 
pour que la courbe soit rapportée à ses diamétres conjugués, 
l'axe Cy des ordonnées doit étre parallèle à la tangente 
menée au point B ou B', où l'axe Cx des abscisses rencontre la 
courbe. 

2°. Toute ligne CZ, menée par le centre C, est un dia- 
mètre dont le conjugué est parallèle à la tangente en 8; 
cela résulte de ce que l'équ. de la courbe rapportée à cc 
système d'axes, a alors nécessairement la forme (4). Ainsi, 


dans l'ellipse et l'hyperbole, il y a une infinité de diamètres 
conjugués. 
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3°. Quand 40 (fig. 239, 240) est le 1*' axe de l'ellipse ou 
de l'hyperbole, il y a toujours deux cordes supplémentaires, 
ON, AN parallèles aux diamètres conjugués ; et la relation 
азаа cc b*— о, donnée (n° 409, 414) pour l’inclinaison de ces 
cordes sur Гахе 4O, convient aussi à celle de ces diamètres. 
Ils conservent des directions parallèles dans toutes les ellipses 
ou byperboles dont les axes а et b ont méme rapport. 

4°. Le probléme qui consiste à trouver des diamètres con- 
jugués qui font un angle donné 8 a été résolu pour les cordes 
supplémentaires (n? 409) ; @ a une limite. Cet angle ne peut 
étre droit que pour les axes; dans le cercle, tous les diamétres 
conjugués sont rectangulaires. Le probléme proposé revient 
à former le triangle ONA, connaissant la base 40 et l’angle 
opposé I —0 ; on décrira donc sur {О un segment de cercle 
capable de l'angle ё, et les deux points de section avec la 
courbe donneront les positions du sommet N. (Xoy. n? 431,4°., 
et 433.) 

5°. Si le diamètre conjugué Cy rencontre aussi la courbe, 
ce qui a lieu pour l'ellipse (fig. 243), on verra de méme que ZX 
et GH, tangentes en D et D',sont parallèles au 1°" diamètre 27. 
Le parallélogramme GIKH est appelé Circonscrit à la courbe. 
Mais Cy (fig. 245) ne vencontre pas l'hyperbole, puisque cette 
droite est tracée hors de l'angle des asymptotes (n° 417, 3* cas). 
Le 1*' diamètre coupe donc la courbe , mais le 2° ne la ren- 
contre pas. 


428. Soient Cz et Cy (fig. 243) les diamètres conjugués 
d'une ellipse; on nomme BB” et DD' leurs Longueurs. Fai- 
sons СВ=а et СО =0'. Or yo donne x = a; x-o 
donne y=b' ; ces conditions étant introduites dans l'équ. (4), 
on a 


Ba =Q, Ab” = 0; d'où BE Si, а=. 
ce qui change cette ёди. en 
dy 4-bz*—a'05,... (5), 


qui est celle de l'ellipse rapportée à ses diamètres conjugués. 
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429. Soient pareillement Cæ et Су (fig. 245) les dia- 
mètres conjugués de l'hyperbole; CBæa" donne Ва'зш= О, 
саг у =0 répond à r=a'. De plus Cy ne coupant pas la 
courbe, si l'on connaissait l'équ. rapportée aux diamètres Cr, 
Cy, et qu'on voulüt trouver le point où Cy rencontre la 
courbe, = == о donnerait une valeur imaginaire pour y ; 
mais (par les mémes motifs qu'au n? 393) , changeons 
le signe sous le radical , cette valeur deviendra réelle ; repré- 
sentons-la par 5'; alors r— о devra donner y'= — 6°, 
d'oà — 40'°—— О, d'ou la demi-longueur du second diamètre 
étant l'erdonnée oblique qui répond au centre, mais rendue 
réelle, Les équations 
Ба Lm = Q == Q 
а*==О, —Ab=Q, donnent Й = 3 A=— 7 А 
et en substituant dans (4), on obtient pour l'équ. de l'hyper- 
bole rapportée à ses diamètres conjugués 


ауа а... (б). 


Si l'on prend CD—CD'=Ÿ", les parallèles СН, ІК à Cz for- 
ment le parallélogramme G/XH inscrit dans Vhyperbole. 

Les équ. (5) et (6) pouvant se déduire l'une de l'autre 
en mettant by —1 pour D’, il en sera de méme des ré- 
sultats de calculs, qu'on est ainsi dispensé de faire pour Phy- 
perbole. 


43o. En changeant x en y, et y en x, еди. de l’ellipse con- 
serve sa forme ; toutes les constructions qu'on fera sur l'un des 
diamètres seront donc applicables à l'autre. Si l'on compte les 
г sur le 2° diamètre de l'hyperbole, l'équ. devient 


bya" ab. 


431. Puisque les équ. de l'ellipse et de l'hyperbole rappor- 
tées aux axes et aux diamètres sont de méme forme, il est 
inutile de reproduire ici les calculs déjà effectués pour les axes, 
et l'on peut en déduire que 

1°, Les carrés des ordonuces PM (fig. 243 et 245) sontpro- 
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portionnels aux produiits des distances PB, PB", de leur pied 
P aux extrémités B et /5' du diamètre (n** 388 et 394). 

2°. Deux ellipses qui ont l'une pour axes, et l'autre pour dia- 
mètres conjugués, 24° et 2b', ont méme équ.; ainsi, pourchaque 
abscisse , l'ordonnée est d'égale longueur, mais sous des direc- 
tions différentes. Donc, pour tracer uneellipse, lorsqu'on connaît 
les directions et les longueurs des conjugués CB, CD (fig. 244), 
on prendra sur la perpendiculaire à BB", CK — CK'— Ср; 
puis, à l'aide de la propriété des foyers ou autrement, on dé- 
crira l'ellipse ВХ A'K’ sur les axes BB’ et КК’; enfin on in- 
clinera chaque ordonnée PN, suivant PM, parallèle à CD. Si 
а =b', BKB'K' est un cercle. 

Cette construction s'applique visiblement à l'hyperbole; on 
verra qu'il en est de méme de la parabole. 

3°. L'inclinaison d'une tangente en un point quelconque 
(x, у") et l'équ. de cette ligne, sont pour 


l'ellipe, Am a, ачуу лаг ab 
елмрзе, == ту a*yy 0л ab", 


ra? 
Yhyperbole, 4 == eI a" yy! — b" rt =— db. 

A west plus la tangente de l'angle que cette droite fait avec 

l'axe des z, mais bien le rapport des sinus des angles qu'elle 

fait avec les deux diamètres conjugués (n° 367). 

4°. En ayant égard à la même distinction, on pourra voir 
que le calcul fait (n° Дод) pour les cordes supplémentaires 
s'applique ici, et que le procédé qu'on en déduit pour mener 
une tangente a encore lieu.Soitdonc menée du centre C (fig. 246) 
au point de contact M la ligne CM, et la corde parallèle Z'N, 
la tangente TM sera parallèle à la corde BN. 

Quand l'ellipse et le point M de contact sont donnés, il est 
aisé de tracer la tangente ; car on trouve d'abord le centre C en 
menant deux cordes parallèles quelconques, et prenant le mi- 
lieu de la corde BB’ qui les coupe par moitié; notre construc- 
tion s'applique ensuite, 

5°. D'un point X (fig. 260), hors de lellipse, pris sur une 


"€ 
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droite donnée BB’, menons les tangentes KM, KN, puis le 
diamètre DD" parallèle à ВВ”, et son conjugué CA. L'analyse 
du n° 413 peut être reproduite ici; ainsi, l'équ, de la corde 
MN, qui joint les points de contact M et N est......... 
аву + b?ax = a"b'?; ce qui permet de construire cette corde, 
donne les points M et N, et enfin les deux tangentes. De plus 
si le point К se ment sur BB", la corde MN et les tangentes 
varient, mais le point Æ reste fixe : on a, pour son abscisse, 
«x -—a'*; elle est indépendente de 5' et de £. 

6^. La propriété démontrée à la fin du n? 411 subsiste visi- 
blement, lorsque l'ellipse est rapportée à ses diamètres conju- 
gués, ce qui justifie ce qu'on dit que OH, АК (fig. 238) peuvent 
ètre deux tangentes parallèles quelconques. (оу. p. 430.) 

Toutes ces constructions ont également lieu pour l'hyper- 


Dole. 


432. Cherchons mainter.ant les relations qui existent entre 
les demi-axes a, ё, et les demi- diamètres conjugués a, б. 
Reprenons les équ. de la courbe rapportée aux axes et aux 
diamètres conjugués, et ramenons l'une d'elles à l'autre, à 
l'aide d'une transformation de coordonnées. Commengons par 
l'ellipse. 

La courbe est rapportée aux axes rectangles CA, CM (66.243), 
et il s'agit de changer les x et y en coordonnées obliques x’, у”, 
comptées sur les diamètres conjugués CB, CD; on sait qu'il 
faut substituer pour т et y, les valeurs (В, n° 383) dans l'équ. 


ay + b*x* — a! b^, 


savoir т==х' cos a+- y cos 8, y= x sin a -+y sin £, 
æ, 8 étant les angles que font avec les x les nouveaux axes CZ, 
CD des л et y’. On obtient 


(а? зіп? a 4- b* cos! a) x^ + (а? sin? 8 4- b? coss) y^ 
+ Ca? sin a sin 84 b* cos « cos Ajar y ач”. 


Mais on veut que les nouveaux axes soient des diamétres conju 
gués, c.-à-d. que la transformée soit a'*y?4- brt — ab; le 
TA: 29 
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coefficient du terme en x' у’ doit donc être nul, 
a sin а sin 4-0” cos a cos &—o, a? tang a tang 8 4- 0" =o (1), 
en divisant par cos æ cos 2. 

Cette équ. quialieu pour lescordes supplémentaires (пі° Дод), 
s'accorde avec ce qu'on a dit n° 427 des directions de ces cor- 
des, des tangentes, et des diamètres conjugués. 

De plus faisons successivement y’ et x’ nuls, pour trouver lcs 
longueurs a’, b' des diamètres, il viendra 

(a? зіп? а + ф* cos* «) a'^— ab^... (2), 
(a* sin* B + 07 cos" А) b" ex ab^... (3). 

Pour éliminer a et 2 entre ces trois équ., on tire les valeurs 

de sin 2 et cos а de l'éq. (2), à l'aide de l’équ. sin? a-]-cos" «—1; 


ona 
d'(a — b) sin az (a^ — a^), 


(ab) соў a a (a^ —h). 
L'équ. (3) donne de méme (en changeant а' en b' et a en $) 
b (a — b) sin? B = 05 (а — 0%), 
b> (a*— b) cos @ == а? (b^—b*). 
Or, en transposant le 2° terme de l'équ. (1), et élevant au 
carré, il vient 
a! sin* а sin? A= bt cos* a cos" B, 
Substituant pour sin* et cos? leurs valeurs ci-dessus, on trouve 
aprés avoir supprimé les facteurs communs, 
(a ma’) (ab) (at b) (b); 
d'où а! а (a'* 075) b* (a^ 40%). 
Toute l'équ. est divisible раг а — b’; donc enfin 
a! += at 8°... (D. 


Ainsi la somme des carrés de deux diamètres conjugués de 
lellipse est constante , et égale à la somme des carrés des axes. 
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Multipliant l'équ. (2) par (3), on trouve 
albi om a^ b? [ (a*sin? а sin* -fbt соз" а сов? 8) 
-+ a'l* (sin* a cos* А + sin* B cos* a) ]. 
Retranchant de la parenthèse le carré de l'équ. (1), puis divi- 
sant par a’b?, il vient 


aba h" (sin? « cos? &-]-sin* @ cos” a—2 sina cosa sin 8 cos£J. 


Ce dernier facteur est le carré de sin 8 cos о — sin æ cos , ou 

sin (8 — a); donc 
аб sin (8 —a)zzab... (5). 

Puisque a'b’ sin 6 est (n° 364, V, 2°.) la surface du parallelo- 
gramme CDBK (fig. 243), on voit que Ze parallélogramme 
CK cireonscrit à l'ellipse a une aire constante et égale à l'aire 
du rectangle des axes, quelles que soient les directions des 
diamètres conjugués. 

Ainsi les trois équ. données par la question, qui étaient т, 
2 et 3, reviennent à 1, {et 5, savoir 


a+ b^ — a M Lun (4), 
ab= a'b" sin (&—«)... (5), 
а? tang а tang 8 + P «o, . (б), 


Observez que 8— 2 est l'angle DCB == 6 que font les diamo- 
tres conjugués; ces lignes étant parallèles à deux cordes supplé- 
mentaires, Реди. (6) résulte aussi de ce qu'on a vu n° 409. Au 
reste, en éliminant a et б, à l'aide des équ. (4) et (5), on trouve 
que (6) revient à MW 


оа sina cos a + D’? sin 6 cos £,0= a? sin ъа sin af. (4). 


Posons a' =b’, pour obtenir Jes diamètres conjugués égaux. 
L'équ. (7) donne sin 2а — — sin 28; ces diamètres sont donc 
également inclinés sur le grand axe, de part et d'autre du petit, 
L'équ. (6) devient — a? tang? æ + 0^ — o; 

, b ВС 
d'oi t =+ -= (6e. А 
l ang a S^. (fig. 239) 
20 
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L’'ellipse a donc deux diamètres conjugués égaux, parallèles 
aux cordes supplémentaires qui joignent les extrémités des 
axes. Ce sont les diamètres qui font le plus grand angle obtus. 
Soit CM Fun d'eux (fig. 243); le triangle CPM donne 


Ф у а: (0) (qu. 4): 
éliminant у* de l'équ. а?у? 4- 072° == a'b’, ona x*-—1a', résul- 
tat indépendant de b. Ainsi, les extrémités des diamètres con- 


jugués égaux de toutes les ellipses décrites sur le méme grand 
axe 2а, ont méme abscisse + a\/2. 


433. Quant à l'équ. qui fixe la position des diamètres con- 
jugués, inclinés sous l'angle 6, elle a été donnée n° (009, 


а? tang’ а —(a* — b>) tang a tang ё + /* — o... (B). 


Les cinq équ. 4, 5, 6, 7, 8, qui n'en forment que quatre 
distinctes, entre les 7 quantités a, b, a', L', а, a' et É, servent à 
en trouver 4, lorsqu'on connait les 3 autres. 

Ainsi, dans ce problème (consultez le n? 427, 4°.), trouver Les 
axes, étant donnés deux diamèires conjugués en grandeur et 
en direction, on connaît a’, b’, et 8. Multiplions (5) par +», 
et ajoutons à (4). nous avons 

(a&b —a^ Ład b sint + b". 
Сеце équ., comparée à D, n° 355, montre que a+ b et a—b 
sont un côté dans deux triangles, dont l'angle opposé est 
90° 4- ô pour l'un, 90°—5 pour l'autre, et a’, b' les deux autres 
cótés. 

434. Pour l'hyperbole, sans refaire ces calculs, il suffit de 
changer б et 0, en b y —ı et by г, et Pona 

a^ — b" =a — 0%, а} sinü—ab, 
a” sin 22—0" sin 26, ou «^ tang « tang 22”, 
а* хапа — ( a? 4- b^) tang « tang б = 0°, 


qui servent aux mémes usages que pour l'ellipse. On voit donc 
que, dans l'hyperbole , la différence des carrés des diamètres 
conjugués est égale à la différence des carrés des axes, et que 
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le parallélogramme inscrit à l'hyperbole est constant et égal 
au rectangle des axes. 


Si a =b’, on a a=b, et réciproquement : l’hyperbole équi- 
latere a donc seule des diamétres conjugués égaux , et tous le 
sont deux à deux. On a encore tang а tang b= 1 : que CA 
(fig. 242) soit le 1* axe, CM et Cy^ deux diamètres conjugués 
égaux; on a tang MCA = cot у' СА = tang y'Cy, ou 
у Cy = x Сх; et comme l’asyimptote $C fait l'angle SCA de 
45°, ona $CM — SCy' : ainsi, l'asymptote coupe par moitié les 
angles de tous les diamètres conjugués de l'hyperbole équila- 
lere. 


435. Les triangles QSM, СМР (бр. 242) sont équivalens 
(n° 420), et l'aire CPMQ = CMS = 1 ab: or (page 387) 
CMS =: SM. СМ sin 8, 9 étant l'angle CMS des diamètres 
conjugués; ou ab — a X SM sin 6 = a'b’. sin 3 (n° 434); 
done SM =b. Quel que soit le diamètre CM, la longueur et 
la direction de son conjugué est ST. Les diagonales HT et GK 
(fig. 245) du parallélogramme inscrit sont les asymptotes. 


Le calcul du n° 416 fait sur l'équ. aty“ — b” r’ = — ab"? 


, 


donne y =+" ж pour équ. des asymptotes , quand les dia- 


mètres conjugués sont pris pour axes. Nous pouvons en déduire 
de nouveau divers théorèmes. 


Faisons x —a — CM (fig. 242); il vient y — 0 MS—MT'; 
ainsi M est le milieu de ST (n° 420), et les asymptotes sont 
déterminées par les extrémités 5, 7° des diamètres conjugués 
(n° 435). 

Pour toute abscisse, il y a deux ordonnées égales et opposées, 
quand Cy est parallèle à la taug 57, Сї” coupe donc bb’ et NIV 
par moitiés; d'où bN — 5/N' : et puisque la direction ST est 
quelconque, toute corde jouit de la méme propriété (n? 421). 


436. Transformons l'équ. de l'ellipse a*y* + br — atb’, 
et prenons d'autres axes aussi rectangulaires quelconques, en 
posant ( C, n? 383) 
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z-rxcosa-—)jy sina, P= t šin #+ y cosa, 
doù а?а віп? a- 22x y" зїп ж соз а -+ a*y^* Cos* a 
+ br’ соз? a—2h"x y sina cosa + by sin amah’. 

« désigne l'angle des z^ avec les x. Pour trouver les points de 
rencontre des nouveaux axes avec la courbe, on fera successi- 
vement z' — o et у’ —0; il viendra 

ab аі 

PE аа соваў сов а E ina 

A et В sont les distances du centre aux deux points de sec- 
tion de la courbe par les axes x' et y” rectangulaires ; donc 

1 1 ah i1 1 

AB ер a th 

Cette expression étant indépendante de м, prouve que sz l’on 
mène par le centre de l'ellipse deux lignes quelconques à 
angle droit, les distances À et B du centre à la courbe comp- 
tées sur ces lignes, sont telles que A? + B^? est cons- 
tant. 

Le même calcul pour l’hyperbole donne 47°+B—°—a"2 5" 
== constante : mais pour concevoir ce qu'exprime В, il faut 
imaginer qu'une autre hyperbole conjuguée ayant 5 pour 
1“ axe, et a pour 2°, est tracée entre les asymptotes de la 
courbe proposée, comme on le voit fig. 253. 

437. La parabole n'ayant pas de diamètres conjugués, rap- 
portons-la à ses diamètres simples. Pour transporter l’origine 4 
en uu point quelconque (a, 2), et changer en outre la direc- 
tion des coordonnées, il faut (n° 383), dans 5?—2px —o, faire 


rc-adJdecx--c6y, y=b 4st + у, 


s et з’ désignant les sinus de « et р, c et c' leurs cos, : ce qui 
donne 


6» — apa «e эх' (b — po) "ay" (ba — pe" А 24i "y e sto e SP mo. 
Mais, pour que l'axe des x’ soit diamètre par rapport à celui des 
J^, M faut (n° 426) que les termes 2552 et 27° (bs — рс) 
disparaissent ; donc ss о ct 05 — рс o, La 1° équ. donne 
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s= 0, c= 1; la 2* revient à б tang 8 — p, 6 étant l'angle des 
x et у', elle détermine cet angle, ou la direction de l'axe y’ : 
a et b sont arbitraire. Donc les parallèles QS à l'axe Ах sont les 
seuls diamètres, eit lc sont tous (fig. 234). L'équ. transformée est 


#'®у/' — apx + 06 — 2pazzo. 


Mais il suit de la d«finition (n° 426) que, si une ligne est dia~ 

metre relativement : une autre, toute parallèle à cette dernière 

peut être prise pour axe des y : plaçons l'origine au point M. 

où l'axe des z^ coupe la courbe, nous aurons j?—2pa-o, d’où 
į 


jum T =а2рх, 


еп faisant 77 Р 2 =p". Comme tang Lnd 5s la tangente MT'à l'o- 


rigine e l'axe des у" (n° 404); 2p' est ce qu'on nomme 1с 
Paramétre du diamètre MT ; mais 

"ук! ыд у е 20 
VIPS) ү (р+за)' 

donc (n? 398) jp = -P — 3 (рф за) =4МЕ. 


sin? 4 


sin 8 = 


Ainsi, Je paramètre est le quadruple de la distance de l’origine 
au foyer. Réunissons les équ. 


btangü—p, p'—p4-2a, 6% 2ра. 
On voit que, lorsqu'on connaît deux des quantités p, p', a, 6, 


et Ó, on peut trouver les trois autres ( sauf les exceptions ana- 
lytiques) et construire la courbe; elle a pour єди. /*=2p'x". 


439. De ce que les équ. aux axes et aux diamétres sont de 
mème forme, on peut tirer les conclusions suivantes. 

19. La construction donnée pour l'ellipse (n° 431, 2°.) s'ap- 
plique à la pambole, lorsqu'on connait un diamètre et son pa- 
ramétre эр”. 

2*. L'équ. de la tangente en un point quelconque (x, y) 
cst 99^ =p (т + x^) , l'inclinaison sur le diamètre est donnée 
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par^, qui est le rapport des sinus des angles que la tang, fait 


avec les axes. Si la tangente doit étre menée par un point ex - 
térieur, la construction et les propriétés données n? 407 ont 
encore lieu. 

3°. La sous-tangente est encore double de l'abscisse ; ainsi 
l’on mènera aisément la tangente en un point donné, connais- 
sant un diamétre. 

Si l'on a une parabole tracée MAM' (fig. 234), on pourra 
déterminer un diamètre, l'axe, le sommet, les tangentes,'ete.; 
car, en menant deux cordes parallèles quelconques, et joignant 
leurs milieux, on aura un diamètre MS : traçant ensuite la 
corde M M' perpend. à М5, et AN parallèlement par le milieu 
Р, on aura le sommet 4.... 

fa 

On remarquera que 2 = Ti ainsi le paramètre est une troi- 
sième proportionnelle à une abscisse et son ordonnée. On décrira 
donc facilement une parabole, connaissant la direction d’un 
diamètre MS sur Mt, et un point de la courbe : car les coor- 
données x’, y” de ce point font connaitre le paramètre 2}”, 
en sorte qu’on a l'équ. y*—2»p' x, et qu'on retombe sur ce qu'on 
à vu. 


Discussion des Équations du second degré. 


439. Soit demandé de construire les courbes dont l'équ. cst 
Ay? + Bay + Cat + Dy + Ex + F'z 0... (а); 

les coefficiens 4, B.... sont donnés en grandeurs et en signes. 
Les coordonnées seront supposées rectangulaires, attendu que, 
sans changer le degré de l’équ., on peut toujours les ramener à 
cet état par une transformation (Æ, n° 384). Comme les cour- 
bes ont des formes et des propriétés très différentes, suivant 
qu'elles ont on n'ont pas de centre, nous distinguerons les trois 
cas de В° — (4C nul, négatif ou posiuf. Pour abréger, nous 
ferons, par la suite, 5° — 4 4C== m. 


DISCUSSION. 457 
ї*© cas, 8*— AE C m — o. 

440. La courbe dont il s'agit étant MD M (fig. 248), n'a pas 
de centre; Ах et Ау sont les axes. Rapportons cette courbe à 
d’autres axes 02°, Aÿ', aussi à angle droit, et cherchons si 
lon peut prendre ces axes tels, que l'équ. devienne de la forme 


ay’ + ау + ех + F=0... (D). 


Lia méme courbe MD M' a pour équ. (a) et (5), les axes étant 
d'ifférens, si Von peut, par une transformation de coordonnées, 
réduire l'une à devenir identique avec l’autre. L'angle x 4x" 
des deux axes étant 0, passons de cette dernière à l'autre, 
c ,-à- d. du système y Ax’ à y Az, à l'aide des équ. (С, n° 383), 
où nous ferons négatif cet angle 6 des deux axes x et 2”, parce 
que celui x de la transformée (a) est en-dessous de celui z’ de 
l'équ. (b) que nous regard ons comme donnée, pour un instant. 
Faisons donc dans l'équ. (5) 

J =y cos Â — х sin 9, х =y sin 0 +x соз 0... (c). 
Puisque le résultat de cette substitution doit être identique 
avec (a), et que le nombre constant F est le même des deux 
parts, il faut que les coefliciens soient respectivement égaux. 
Comparons donc, terme à terme, le résultat avec (2); nous 
aurons 

асоѕ 6 — À, asin*ózz C... (1), 

— 2a sin ý cos 6 = B... (2), 

d cos 8 -pe sin 0 = D, e cosh — dsin 0 == E... (3). 
Nous trouvons ainsi 5 équ. pour déterminer les 4 ineonnues 
а,е,а, 0; mais en vertu de la condition Z*=4 4C, (2) rentre 
dans les relations (1); en sorte que ces 3 équ. n'équivalent qu'à 2, 
propres à déterminer aet 8, et que le calcul ci-dessus n'est pos- 
sible que dans le cas de m = о. Ajoutant les deux 1***, il vient 


а= A+ С; 
, Co. VAR ID UEM B 
d'où sini сом ащы V qo аб== —— 


Éliminant eusuite d et e entre les équ. (3), ona 
а= Dcos? —E sind, ес D зіп 8 + Есоѕ 0... (4). 
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DVA—EVC | — DyCAM EVA 
wr ya y^ “ЖЫН Дун ov 

La condition В? —44C rend (n° 138) les trois 1*'* termes 
de l'équ. (a) réductibles au arré d'un binome, ou (ду Iz)"; 
alors 4 et C sont des carrés positifs, dont les racines А et7 sont 
véelles. L'infini, ou l'imaginire, ne peut donc jamais s’intro- 
duire dans ces résultats : ce qui prouve que, dans le cas de 
m0, on pourra toujours, par une transformation d'axes , 
réduire la proposée (a) à la forme (b). 

Si А ou С était nul, comme B°=4 4C, B le serait aussi; 
la proposée serait donc sousla forme (b), et il n'y aurait pas 
lieu à changer d'axes : et si l’on avait à la fois 4 et С nuls, 
l'équ. (a) serait privée de ses trois premiers termes, c.-à-d. 
serait au 1** degré. 

Dans toute équ. proposée où m== o, on fera donc le calcul 
ci-dessus, ou plutôt on posera de suite la transformée (b), après 
en avoir trouvé les coefficiens à l'aide de nos équ., et construit 
le nouvel axe 4x’ (fig. 248), d’après la valeur de 0, savoir : 


ang # == / S, sin = (6). 


Le signe de sin 28 est contraire à celui de B, ce qui apprend si 
l'angle 29 est > 180°, c.-à-d. si 0, ou х Ar étant >> qu'un qua- 
drans, Рахе Az’ est au- dessous de Ar. De là résulte le signe 
du radical qui entre dans les équ. (5), V/a conservant tou- 
jours le signe +. Du reste, ces coefficiens sont compliqués de 
l'irrationnalité ya. 


ou d= 


. (5). 


Soit, раг ех., 2y'—2xy4-ixr'—-y—2x4-5-—0; 


multipliant par 2, pour mettre en évidence le carré parfait, 
nous avons A= 4, В а= — 4, C—1.....….; d'où a5, 
tang 6 — ', sin 29 = £. On prend les radicaux positifs, et l'on 
trouve d =0, e = —2 V 5; d'où 5y *—oz' y 5 --10—0. Telle 
est l'équ. qu'il s'agit de construire, l'axe des x’ étant tel, que 
l'angle z' 4x ait ! pour tangente (on prendra AE quelconque 


et sa perpend. ГЕ, moitié de 4E, fig. 248). 
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441. Le calcul précédent réduit donc, en général, la propo- 
sée à la forme (D), qu'il s'agit maintenant de construire sur 
les axes rectangulaires Ax, 4y' (fig. 248). Transportons 
l'origine en un point (h, k); ces deux lettres désignent des 
arbitraires. En changeant y’ et x’, en y' + k et x'+h, dans 
l'équ. (2), elle devient 
ay + (2ak + d) Y + ex + (ak + dk +eh+F)=0. 
Pour déterminer Л et k, chassons le terme en у” et le terme 


constant (la nouvelle origine sera un point de la courbe); 
posons donc 


2ak + d—0,  ak'--dkJd- ch 4 Е —0; 


d’où È sc di ‚ = АФГ АЕ ЗЕ 
2а Дае e 


Telles sont les coordonnées de la nouvelle origine, qui est un 
des points de la courbe (*) : la transformée est 25^?-4-ex'zz:o , 
qui, comparée à y'*—2px', est l'équ. DUNE PARABOLE rappor- 
tée à sou axe (**), et tournée dans un sens, ou dans le sens 
contraire, selon que e est positif ou négatif. 

Soit l'équ. 257^4-5y — 42] ; on trouve k —$, h—— 1; 
on prendra AB — —31, ВС — (lig. 249) ; l'origine est portée 
de A en C, et l'équ. devient 5^ *—22. La parabole a son sommet 
en C, et le paramètre est 2. 

L'équ. 5^—2y--r—o, donne уе, AB = ВС 1 
(fis. 250), l'origine passe de еп C, et la parabole est ouverte 
dans le sens des x négatifs. 

Reprenons enfin l'exemple de la p. 458, déjà réduit à 


(^) Dans les fig. suivantes, A désigne la 1** origine des coordonnées, C la 
nouvelle. 

(**) Observez que si l'équ. (b) était la proposée, et que les axes n'y fussent 
pat rectangulaires , il ne serait pas nécessaire de les amener à cet état par uno 
1! transformation , et que les équ. (b) pourraient être appliquées pour trans- 
potter l'origine; la parabole scrait seulement rapportée à l'un de ses diamè- 


WG, comme n? 437; on pourrait alors aussi aisément la construire que si clle 
еа à воп axe. 
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5 


5y''—a3x'y/ 54-100, lesaxes étant Az’, dy’ (fig. 248); nous 
trouvons k—o, h= y 5; le sommet, ou la nouvelle origine est 
eu M, prenant 4M'—y/5 : Реди, devient усал y} ; le pa- 
ramétre est yz. 

442. Ilest un cas où notre calcul ne peut se faire, celui où 
e=0; car h n'entre plus dans le calcul , et demeure arbitraire; 
en sorte qu'on a deux équ pour déterminer la seule quantité А. 
Posant alors seulement 2аЁ-{-й== о, nous avons, dans cette 
circonstance , 


ay J-ak*--dk-4-F—o, ou Дауда. 


La nouvelle origine est l'un quelconque des points de la paral- 
léle aux т, qui a pour ёдо. y =k. 

1°. Si d'-— jaF o, on a зау = y (d*—AaF), équ. qui 
donne deux droites parallèles aux x', et placées à égales dis- 
tances de cet axe. Telle est, par ex. , l'équ. 5^*4-45* J-3—o. 

3*. Si 4'—ДаЕ=о, on a 5^—o, ёди. de l'axe des x’; l'équ 
(b) est donc celle d'une droite parallèle aux x'. L'équation 
JY --4—o est dans ce cas. 

3°. Si d*—(aF < o, la proposée ne représente rien, puis- 
qu'on la ramène à y'*+n'=0, qui est visiblement absurde. 
C'est ce qui arrive pour l'équ. 5^*4-45" 4-5—0. 

L'équ. (5) devient ay^'--dy" --F—20, dans le cas de e=0 ; 
on peut lui donner la forme 

(зау --d  — d*--$aF—o. 

Ainsi, le 1°” membre est plus grand ou plus petit qu'un 
carré, ou méme est un carré exact, selon que 4aF est >, «ou 
=d. On peut aisément voir que Реди. (a) offre la méme parti - 
cularité, eta, dans ce cas, la forme (Ky-Ex--c)H-Q— 0, 
qui est absurde si Q est positif, du г“ degré si Q-—o , et enfin 
qui donne deux droites parallèles si Q est négatif. (20у. 
page 481). 

443. Tl est donc prouvé que s? m —o , Реди. du 2° degré est 
celie d'une parabole; mais que des cas particuliers donnent 
une droite , deux parallèles, ou méme rien. 
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Quant à l'équ. cx + dy J- ex 4- Ро, 
comme elle revient à (b), où x est changé en y, et y en x, la 
courbe est la méme, rapportée à l'axe des у: on peut au reste 
transporter l'origine comme ci-dessus. Par exemple, l'équ. 
х*4-3у==22—1, en prenant. 4 Ci (fig. 251), et portant 
l'origine de 4 en C, devient z^4-3)' — o. La parabole est 
ouverte du côté des у négatifs, et l'axe des y’ est celui de la 
courbe. 

On trouve que, 1°. l'équ. x*—6x+10=0 ne représente 
rien; 2, z*— 6r 4-9— 0 est l'équ. d'une parallèle aux у; 
elle revient à z'— 37 3; 3°. pour х" —Óx + 7 —0 on a deux 
parallèles aux у. 

2^ cas. B'—{AC=m négatif. 


444. La courbe a un centre , auquel nous commencerons par 
transporter l’origine ; car on ne peut plus ici réduire la proposée 
à la forme (b). Faisons donc le calcul du n° 425, et ечи. (a) 
sera ramenée à la forme 


Ay? + Вху + Сх + О=о.. . (р). 
Cherchons à la dégager du terme zy, c.-à-d. à la transfor- 
mer en 


qY*-4- pz'*4- Qo.... (g) 
Substituons donc, dans cette dernière, les valeurs (c) de у" 
et x’, et comparons, terme à terme, le résultat à l'équ. (f), 
pour exprimer l'identité; il viendra 

9 cos" B + p sin*ü = A... (1). 

q sin'B + p cos'ü =C... (2), 

2 sin &.cos.( p—9)— В... (3). 
Ces trois équ. servent à déterminer les trois inconnues 6, p et g. 
Та somme des deux т" devient p+ q— 4-- C ; formant ensuite 


В°—4 АС, ou m, en carrant la 3° et retranchant quatre fois le 
produit des deux autres , il vient 


mzs—Ápqisintó4-2sin't.cos'84-cos!5) — — 4ро(віп?0 4-cos*6)*, 
ou m= — {pq. Les inconnues p et q, ayant 4 + C pour 
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somme et — } m pour produit, sont les racines de l'équ. du 
3° degré, 
S$—(4-C)zzsim....(0); 
d'où ї 
рея =:(4+0) Èi VE F СА Сух 

Ces racines p еї 9 sont visiblement réelles dans le cas actucl. 

La différence entre les équ. (1) et (2) est 

(q—p) (cos — sin* 0) = (9-р) cosa — A — € ; 


en recourant à l'équ. (3), on trouve donc 


sin 2 = P cos 24 R4 tang 25 8 
i =——, = = ——À 


Cette dernière valeur, facile à construire, donne 25, et, par 
suite, l'angle 8 d'inclinaison de l'axe des x’ sur celui des 2 : le 
signe de tang 20 apprendra si 20 est >> ou «7 90°; mais, dans 
tous les cas, 4 est «7 00°, et l'axe des x’ tombe en-dessus de 
celui des x. D'ailleurs, sin 20 est toujours positif; ainsi p — 2 
doit être de mème signe que B : donc g est la plus grande des 
deux racines de 1, si B est négatif, et la plus petite, si B est 
positif. On saura ainsi distinguer entre elles les racines qu'il 
faut préférer pour g et p. 

Soit, par ex., l'équ. 5y*-Eaxy + 5x Fay —2r—i; 
en transportant l'origine au centre (n° 425), point dont les 
coordonnées sont h—;, k == — 2, la proposée devient. ... 
5y*--2axy--5x'z2; оп a ensuite, pour l'équation (2), 
z'— (102 4-24 20; d'où 2— 5-21, ainsi, B étant positif, 
q=4 , p=6, puis (5^ --6z^—2, équ. qui reste à construire, 
les axes des x’ et y’ étant déterminés par tang 26 = оо, d’où 
20 2 90°, c.-à-d. que l'axe des x’ fait un angle de 45° avec celui 
des x en-dessus duquel il est placé. Ces constructions sont sans 
difficulté. 


445. Ce calcul ne peut présenter aucun cas d'exception. Il 
est à observer que m étant négatif dans le cas actuel, savoir, 
B= 4 AC — т, le radical des valeurs de z se réduit à 
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ис 4 Cy— m, qui est < AAC. Ces valeurs de p et g 


sont donc de méme signe que A+ C, en sorte qu'on peut re~ 
garder comme positifs p et 4 dans l'équ. (g), qu'il s'agit main- 
tenant de discuter. Nous examinerons successivement trois cas, 
selon que Q est nul, positif ou négatif. 

1°. Si Q0, опа q^ +pr=0; ёди. qui ne peut sub- 
sister que si, à la fois, 2z/— 0, y^— о, On a donc un point, 
qui est l'originedes z' et ^. L'équ. y*—4z y 4-5x*- 3:74 -1—0 
est dans ce cas ; le point est (—1, —2), ainsi qu'on le recon- 
naît par Je calcul , qui transforme d'abord la proposée en 
2*#— (xy p52?— 0, puis donne 22322 V3, tang 36— —1, 
28 = 135°, enfin (3+2 yV 2) 7 + (3—2 y/2) x^— o. 

2°. Si Q est positif, la proposée ne représente rien , puisque 
l'équ. (g) est absurde, trois quantités positives ne pouvant 
s'entre-détruire. C'est ce qui arrive dansl'ex. précédent, quand 
on met, au lieu du dernier terme 1, une valeur > 1. 

3°. Si Q est négatif, la transformée (g) devient q5^*-- px^^—Q. 
En faisant tour à tour x’ et 5" nuls, pour obtenir les points où 
la courbe coupe les nouveaux axes, on obtient 


Vienn Er 


Vo ge S, на puis a*y^* + бол" = ab^. La courbe 


a 
tst donc UNE ELLIPSE , rapportée à son centre et à ses axes 
за et эб. 

Si, dans l'ex. précédent, on inet —1 au dernier terme, on 
trouve d'abord y?— ху 52° 2, les mêmes valeurs de z et 
de 6, puis l'équ. 

(3 aya y^ + (3 —a2y/2) ax 2, 


qui appartient à une ellipse dant les axes sontV/8(3zc2/2). 
446. Concluons de là que l'équ.générale du 2* degré appar- 
üentà l'ellipse, toutes les fois que m est négatif; mais qu'on 
trouve deux cas particuliers, qui donnent l'un rien, l'autre un 
point. Lorsque т < o, les valeurs de z sont de méme signe : 


WWW.rcin.org.pl 


464 SECTIONS CONIQUES. 
elles deviennent égales dans le cas du cercle, car ша. 
Foy. n? 454. 

3° cas, ВЗ* — AC == m positif. 

447. Tous les calculs du n° 444 conviennent encore ici, 
en sorte qu'il faut reproduire la méme transformation et les 
mêmes valeurs de 8 et 2; seulement, comme #= m + (AC, 
т étant positif, le radical est > Æ + C, et les deux racines 
de z sont de signes contraires, en sorte que, dans la trans- 
formée (g), on peut donner le signe + à q, et le — à p; 
savoir : 


qi" "—px*-4- Q—o.... (0). 
Analysons les cas de Q nul, positif et négatif. 
1°. SiQ— о, ona 4j ^"*— pz^, d'où у==+\/Ё, il 


est évident qu'on obtient deux droites, CD, CE ( fig. 252), 
qui se croisent à la nouvelle origine C, l'axe des x' coupant 
par moitié l'angle DCE qu'elles font entre elles. L'ordonnée 


7 y @ 3 à А я 
zy » qui répond à z’ = x, sert à construire ces droites ; 


elle est la tangente des angles DCz', ECx. 

Par ex., єди. 3^ — bxy + x + 2у— бх +10, en 
transportant l’origine au point (o, — 1), qui est le centre, 
devient у* — бху + x^ = о: on trouve 2* —22== 8; d'où 
z=1 #3; savoir, g=4, p=—2 et y"! —5 x0; 
d'où y'a 4/1 : enfin, A= 45°. Ces constructions n'offrent 
aucune difficulté (7. fig. 252). 


2°. Si Q est positif, l'équ. (Г) devient gy” — px'*— — Q: 
posant #=0, оп а 7=ү. И — 1; оп ариз 
on pose у'==0, et Fon а 

= 9 AR шь, 
Vs а, V 1 ; 


ce sont les demi-axes D'UNE HYPERBOLE, ainsi qu'il suit du 
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) ) н 
calcul de la substitution des valeurs p = S aS. qui donne 


a y — loa! — al". On a un exemple de ce cas en rempla- 
cant + 1, dans le dernier terme de l'équ. précédente , par 5; 
les valeurs de 2,0 sont les mêmes, et l’on a y^? 1 x'*— — 1; 
les axes sont Ё — 1, ay. y 

3°. Si Q est négatif, on a qr'—pr*- Q ; un calcul sem- 
blable, ou seulement le changement de x en y, et x en z, 
prouve qu'on a une hyperbole dont les axes sont l'inverse des 
précédens. Qu'on chauge + т en — 3, dans le dernier terme de 
l'exemple ci-dessus, et l'on trouvera y^—z^* — т; les axes 
sont a= 1, ^ —4/2 ; la courbe coupe le second des axes coor- 
donnés (celui des 5^). 


448. Faisons varier О dans Реди. (2). О étant positif, опа 
l'hyperbole MAN, LOI (fig. 253) ; et il suit des valeurs des 


axes a et b, qu'en prenant . D — Ap 6, et l'abscisse 


CA = 1 (ou AD =b et AC=a), les droites CD et CD’ 
sont les asymptotes de toutes les hyperboles, qu'on obtient 
à mesure que Q s'accroit ; seulement le sommet „4 s'éloigne 
de plus en plus, et la courbe s'ouvre sans cesse davantage. 
Si О =0, on a les asymplotes mêmes, gy ° — pz'?,— o. 
Enfin, si О devient négatif, on obtient l'hyperbole H'4'N", 
l'O'L', tracée entre les mêmes asymptotes, mais dans les an- 
tres angles, les sommets 4, Of s'éloignant à mesure que Q 
augmente. 


449. Ainsi 'équ. générale du 2° degre appartient à l'hyper- 
bole, toutes les fois que m est positif; mais, dans un cas particu- 
lier, on trouve deux droites qui se croisent. Les valeurs dez sont 
alorsde signes différens ; et lorsque, abstraction faite dece signe, 
elles sont égales, C— — .4, hyperbole est équilatère. Comme 
В? — 4 AC est toujours positif dès que 4 et C ont des signes 
différens, on est alors dans le cas de l'hyperbole, quelles que 
soient les grandeurs de 4,B,C.... La même chose a lieu si 4 


ou C est nul, c.-à-d. si la proposée est privée de l'un dés car- 
LT 30 
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rés x? et y^, et méme si ces carrés manquent l'un et l'autre. 
Dans ces divers cas, la marche des calculs est toujours la méme : 
mais comme dans le dernier elle devient trés siniple, nous l'ex- 
poserons ici, Soit proposée l'équ. 


Bxy TDy-rEEr4-F-0; 
# 


on transporte l'origine au centre, en faisant Bk + Е=—о, 
вһ-+} D=0; d’où 
E D 


E imd 29 
y = hs xvm 


k=— 
en posant Q— DE — BF. Ces expressions ne sont sujettes à 
aucune exception. Ainsi Речи. proposée est celle d'une kyper- 
bole rapportée à des axes parallèles aux asymptotes. L'hyper- 
bole est équilatère quand les xy sont rectaugulaires (n° 416). 
Si CD' (fig. 253) est Рахе des x’, CD celui des y’, la courbe 
est tracée dans les angles DCD', ECE', si Q est positif; elle 
est MAN, LOT; enfin elle est MA'N’, ГОТ, quand Q est 
négaüf. Si Q — o, l'équ. proposée appartient aux asymptotes 
mémes. 4 


Ainsi, pour l'équ. zy — 2x +y 4- m — 4 , lesaxes étant Ax, 
Ay, on а k—2, В==—1; on fera AB i (fig. 354), BC=1; 
, Ca! , Су’ seront les asymptotes de l'hyperbole zty” —2 — m, 
qui sera MN, OP, si m <2; №, O'P', si m2; enfin, 
=2 donne les droites Cx’, Су’. 


450. Il convient de remarquer que, dans les cas dem >> ou 
«o, si la proposée est privée du terme en ху, le calcul de la 
discussion est trés simple, et se réduit à transporter l'origine 
au centre; il n'est pas méme nécessaire de rendre les coordon- 
nées rectangulaires quand elles ne le sont pas, et l'équ. est alors 
rapportée aux diamètres conjugués, au lieu de l'étre aux axes. 
En effet, soit la proposée 


e Ay 4. Ci Dy 4 Ex F—o; 
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| E D WES 
le centre est au point(— ac 7 33] c'est-à-dire qu'on a (*) 


aCh-4- E —o, 2404 D—o, Ar 4 Cr + Qoo, 
3 Ы 
en faisant Q == 4} Che + Dk + Eh 4- rar 007, 

Voici divers exemples de ces calculs. 

Les ёди. 27° 4 31x*—3xr—2y4-2— 0, fr 3-2 —334-2—0 
ne représentent rien ; la 1"° a pour centre (2,2), et se réduit à 
2)^ 327° -+ 1— 0; la 2° ale centre au point (7,6); et donne 
fy" pax о. 

L'équ. 5? 4- 22° — 27 + 4x + 3 — о appartient au point 
(Has —1). 

L'équ.3 у? +3r— 12x 4- 32-0 donne ћ==2, k=0, puis 
157*4- 3x" =g: les demi-axes de l'ellipse sont a— 4/3 ,0—/6; 
on prend 4 C—»(fig.255), et l’on trace l'ellipse DF'EO, en for- 
mant DC= y3, CO=y 6. Si les coordonnées étaient obliques, 
ces longueurs seraient celles des demi-diamétres conjugués. 

Pour у 4- 2x*— 2y — 0, on a une ellipse tangente à l'axe 
des x, dont le centre est sur l'axe des y au point (0, 1); ona 
a=1, b—ya. ^ 

L'équ. ÿ°— x^ + {y + 1212 — 5— о devient 5^ — Ear, 
en transportant l'origine de Меп C (fig. 252), 41j—*, ВС==—»; 
on prend 5^ —2 et z/ — +1, et l'on trace CD et CE. 

Pour25^—32^ —2y—3x-4-:—0, lecentreestau point(— ,!), 
et l'on a 35^? — 3z/*— — 1. On prendra AJ: —BC (fig. 256), 
et l'on décrira l'hyperbole, dont a= ;, bææ ф sont les axes 
ou les diamétres conjugués, selon que les coordonnées sont 
rectangles ou obliques. 

L'équ. y —2:^ —2y-- 970 donne y’ — 2» 4- 8-0, 
hyperbole pour laquelle k=! , л = о, a= 2, b =a 2. 


(*) Les coordonnées du centre s'obtiennent aisément à l'aide du théorème 
(506), qui apprend à chasser le 2* terme d'un polynome. Si l'on multiplie 
respectivement les бй. qui suivent par h et k, et qu'on ajoute, on trouve 
Ak: + Cha — — į ( Dk + Eh), qui sert à réduire la valeur de Q, ainsi qu'on 
l'irdique plus bas 

20.. 
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Enfin 31—22" + 2x 4-3 =}, donne 4 B— hi! (fig. 257) 
B C—k —— 1; d'où 35^*— 22^ z 5, équ. qu'il est aisé de rap- 
procher de celle de la fig. 256; seulement la courbe est placée 
différemment. 

451. Il résulte, de cette exposition, que l'équ. générale du 
2° degré présente trois cas : le 1" où m—o, qui donne une pa- 
rabole „ outre les cas particuliers d'une droite, de deux paral- 
leles, et de rien ; le 2° où т est négatif, qui donne une ellipse, 
outre les cas particuliers d'un point et de rien ; le 3° enfin où m 
est positif, qui répond à Z’hyperbole, rapportée soit au 1°", 
soit au 2* axe, outre un cas qui donne deux droites non paral- 
lèles. Comme les sections d'un cône par un plan sont précisé- 
ment une parabole , une ellipse ou une hyperbole; et que lors- 
que la section se fait parle sommet, on a une droite, un point 
ou deux droites croisées; de nos huit cas, six sont des sections 
coniques : ce qui fait dire que toutes les équ. du second degré 
appartiennent aux sections d'un cône par un plan. Partout où 
un plan et un cóne existent, il ne peut pas arriver qu'il n'y 
ait pas intersection, ou qu'on ait deux parallèles ; d’où l'on 
voit que ce théorème souffre deux exceptions. 

En faisantmouvoirle plan coupant parallèlement à lui-même, 
lorsqu'il passe par le sommet , l'ellipse devient un point, la pa- 
rabole une droite, l'hyperbole deux droites croisées ; c'est ce 
quia fait considérer le point comme une sorte d'ellipse dont les 
axes sont nuls; une droite, comme une sorte de parabole; 
deux droites croisées, comme une hyperbole (n? Доо) : ces con- 
sidérations n'intéressent en rien la théorie. 

452. On obtient la grandeur et la direction des axes princi- 
paux par le procédé suivant. Supposons d'abord que les axes 
soient rectangulaires, et que l'origipe soit au centre ; l'équ. de 
la courbe proposée est 

Ay’ M Вху + Cc-4MQ-—o... (0). 
Concevons que du centre 4, avec un rayon r, on ait tracé un 
cercle (fig. 258 bis) ; l'équ. est x*4- y^—r? : il y aura, en général, 
quatre points de section; pour les obtenir, menons par l'ori- 
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ginc, uve droite ÆK à l’un de ces points, et soit y = Mx son 
équ.; en éliminant x ct у entre ces équ. on trouve 


(Ar^ 4- Q) М4 В M 4- Cr- О = о (2). 


Si le rayonr est donné , cette équ. fera connaitre deux valeurs 
de M, ce qui prouve qu'il n'y a que deux droites allant du 
centre aux quatre points d'intersection , c.-à-d. que ces points 
sont deux à deux sur un méme diamètre. Ces lignes s'obtiennent 
en construisant les deux valeurs de M, qui est la tangente de 
leur angle d'inclinaison sur l'axe des х. Quand les racines sont 
imaginaires, le rayon r est trop grand ou trop petit pour que 
le cercle rencontre la courbe; et si les racines sont égales, les 
points de sections coincident deux à deux, et le cercle est tan- 
gent à la courbe. La tangente commune à l'un et à l'autre en 
ce point, est perpendiculaire au rayon du cercle, propriété 
qui ne convient qu'aux axes principaux. Ainsi les valeurs de 47 
qui répondentau cas des racines égales sont propres à ces axes. 
Alors on a (n? 138) 


Bri —Á (Ar^ + О) (Cr + Q) —0 
ou (B —( 4C) ^ —4Qr ( 42- C) = 40°, 
puis (Ar --Q) M -+i Br — о, 


en extrayant la racine de l’équ. (2) qui est un carré; on cu tire 


2 QM 


——inbpp MM, @) 


en posant, pour abréger, 4—C—Ba; donc M=a £ y (1+ æ’). 
Ainsi prenez sur l'axe 4x, 4D — 1, élevez ordonnée DI= а, 
AI sera V (1-а?) : du centre Г, tracez le cercle КАК”, avec 
le rayon 47, et les points de section К, K’ donneront les di- 
rections AK, AK’ des axes principaux , puisque les valeurs 
de M sont les tangentes des angles KAD, K' 4D. Ces lignes 
sont à angle droit, d’après la construction ; et en effet le pro- 
duit des deux valeurs de М est—1 (n° 137). On en tire ensuite 
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les deux valeurs de r qui sont les longueurs des axes: 


Coo 44 Cx V P-IAGEUIEOy.. (0). 

б==0х те Ф 
Si B*— 4 АС — m est négatif, le radical est < 4£-|- C; les deux 
valeurs de 7° sont, ou positives, et on a une ellipse; ou néga- 
tives, et on n'a rien, ou enfin nulles, Q2o, et on a un point À. 
Quand m est positif, on a une Ayperbole; les valeurs de r? sont 
de signes contraires; on change le — en + pour avoir le 2° axe. 
Cependant lorsque Qzo, on a les deux droites AK, AK’. Ce 
calcul n'est plus possible quand //* — 4 4C— o. 

Soit par ex. l'équ, 92 — 227 -+ 2x*z22; d'où s =}, etc. 
M= yi; DI=} , А = ұң, et le cercle KAK' donne les 
directions AK, 44K' des deux axes. Enfin r°= 34 y 5 sont 
les longueurs de ces axes, rayons des deux cercles tangens à 
l'ellipse. 

On pourra s'exercer encore au calcul sur l'équation....... 
Jg? —Ó6zy + 2° ay —Óx 4- 1—0, déjà traitée page 464. 

Cette méthode s'applique pareillement au cas où les coor- 
données font un angle y. L'équ. du cercle est alors (n° 377) 

Hp Harry cosyr 
éliminant x et y à l'aide de Véqu. y= Mx, оп a 
(Ar 4- Q) М +08" +20 cos y) M 4- Ст + Q0; 
pour que cette équ. soit un carré, il faut que 
(5 84-0 cos y) — (Ar + О) (Cr 4- Q)—, 
ou ( ^ — (4C) —4 Qr (A+ C— B cos y) — 4Q" sin'y...(5) 
puis (Ar Q) M 4-: Br 4- Q соз у — 0. .... (5) 
еди. (5) qu'on résout à la manière du 2° degré donne r°; on 
peut éliminer 7° entre les équ. (5) et (6). Enfin l'équ. (6) donne 
M, et on peut construire l'équ. y = Mz. 

453. Souvent on a plutót pour objet de connaitre la nature et 
la forme de la courbe dont ona l'équ., que de la construire ri- 
goureusement ; le procédé suivant a l'avantage de donner avec 
rapidité ces circonstances, et n'a pas, comme le précédent, l'in- 
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convenient d'introduire des irrationnelles dans les cocfliciens. 

Comme il suit de ce qui précède, que les lignes comprises 
dans l'équ. générale (a) p. 456 sont connues d'avance, il ne faut, 
pourlesdistinguerentre elles, que trouver un caractère propre à 
chacune : ce caractère est tiré des limites de la courbe, qui sont 
trés différentes dans les cas de l'ellipse, de la parabole et del'hy- 
perbole. Pour obtenir ces limites, résolvonsl'équ. (a) par rap- 
port à y; nous aurons une expression de cette forme, 

Jomer-48LuVymi-4nr4-p)... (1); 

æ, 8, m,n et p sont des constantes connues. (Joy. p.204.) Cha 
que valeur de т répond à deux points de la courbe, tant que 
le radical est réel ; s'il est imaginaire, la courbe n'a aucunpoint 
correspondant à l'abscisse dont il s'agit ; enfin, si le radical est 
nul, on n'a qu'un point de la courbe. Les limites sont donc 
relatives à l'étendue où le radical passe de l'état réel à l'ima- 
ginaire. Comme en prenant pour x des valeurs suffisamment 
grandes, positives ou négatives, le trinome mæ’ 4- nx +p re- 
coit le signe (139, 9°.) du plus grand terme mz’; si m est né- 
gatif, pour ces valeurs, le radical devient imaginaire , de sorte 
que la courbe est alors limitée dans les deux seus. Elle serait illi- 
mitée , si m était positif; enfin, »z nul réduivait le radical à 
Vinx 4- p), et l'on voit que la courbe serait limitée seulement 
dans un sens, puisque le signe de nx change avec x. 

La nature de nos courbes dépend donc du signe de m, ce qui 
nous force encore de distinguer trois cas dans notre analyse gé- 
nérale, suivant que m, ou £2*—/. AC, est négatif, positif ou nul. 

Mais, avant tout, remarquons que, pour construire les or- 
données PM, PM' (fig. 258 et 259), qui répondent à une abs- 
cisse AP=2", il faut d'abord porter parallèlement à l'axe йез у 
(dont la direction est donnée et quelconque) PN —a«z' +8; 
puis , pour ajouter et soustraire la partie radicale MN=M' N= 
V (талп жр), on en portera la valeur, de part et d'autre 
de N, en M et en M', et N est Те milieu de ММ". Tous les 
points N qui satisfont à l'équ. 


3 zam--.B.... (2) 
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coupent donc les cordes parallèles à 4y en deux parties égales ; 
ainsi, on tracera la droite BN, qui est un Diamètre de la courbe 
{n° 426). 

Aux points D et D' d'intersection de la courbe avec son dia- 
mètre, les équ. (1) et (2) ont lieu ensemble ( n? 372 ), et ces 
points sont donnés par les racines de l'équ. 


m 4- nr +p—0..... (3). 


Oa voit de plus que les ordonnées ED, E'D' correspon- 
dantes sont tangentes à la courbe, puisque, le radical étant nul, 
la proposée est le carré des y — ax — 8 = о; ainsi les points 
d'intersection sont réunis en un seul, aux points D et D' 


(n? 424). 
1** Cas. Courbes limitées en tous sens, m négatif. 


454. 1°, Si les racines de l'équ. (3) sont réelles, en les dé- 
signant par a et В, et prenant dE—a, AE' = b (fig. 258), 
on aura les tangentes et les points d'intersection cherchés D, D': 
le radical de (1) prendra la forme p [ — m (x—a) (x—2)] : il 
n'est réel qu'autant que les facteurs х —a, x — б sont de si- 
gnes contraires, de sorte que x est compris entre a et b. La 
courbe ne s'étend donc qu'entre les limites EF, Е"; elle forme 
un contour fermé; c'est une Ellipse. 

Remarquons que, pour obtenir E, E', ou a tiré de (3) des 
racines de la forme x — ^ +y f; on а donc porté AK= k, 
puis КЕ'==К E—y/f. Donc € estle milieu du diamètre DD, 
ou le centre de l'ellipse (n? 427) : ainsi l'on obtiendra le con- 
jugué en cherchant l'ordonnée centrale CO', à partir du dia- 
mètre, c.-à-d. la valeur que prend y/( mz? +4 nx +p ) lorsqu'on 
fait r=}. La courbe étaut rapportée à ses diamètres conjugués, 
il sera facile de la décrire. 

Par exemple; 47° — бху + 9r'—2y — 6x + 1==о donne 
у +} ity (ar 4 x — 1); on prend 45—4 (fig. 258), 
et l’on mène le diamètre £N, dont l’équ. est y = x +45; 
lorsque l'angle y 4x est droit, JV fait avec 4x un angle de 


WwWw.rcin.org.pl 


DISCUSSION. 475 


45°. En égalant le radical à zéro, on a x — j 


e=} t i: donc AK ==, КЕ КЕ} donnent le centre C 
et les points D, D' d'intersecüon de la courbe avec le dia- 
mètre BN. De plus, EF, E'F" sont tangentes et limites, puis- 
que le radical peut ètre mis sous la forme 4/ [-2 (z-1) (r-3)] ; 
d’où l’on voit ҷое у n'est réel qu'autant que x est 7» ! et < r. 

En faisant ж ==? sous le radical, il devient y $— СО”; c'est 
l'un des demi-diamétres conjugués; l'autre est CD : il est donc 
facile de tracer la courbe (n° 431, 2*.). On trouve y — 127 V 5 
pour la plus grande et la plus petite ordonnée, n° 423. 

Pareillement у? — ху 4-;z'— x -+= о donne l'ellipse 
DOD O' (fig. 201); AK=2, EK = EK = y», CK— 1; 
С est le centre. 7 — о donne z?— эх + 1=0, carré de z— 1 : 
donc, si l'on prend Af = 1, la courbe est tangente en 7 à Ax; 
OO' —ab' = y2 : 1а plus grande et la plus petite ordonnée 
sont 2 et o. 

П est inutile de dire que, dans les constructions , il faut 
surtout avoir égard aux signes; ainsi, pour 


427 + 8rx + 8x* + 127 By 4-1— о, 

ona y——x—imy(—i—zr-4-i) 
on construit le diamètre BD (fig. 262), dont l'équation est 
X-——r-—i;dc з х=, on üre z= р (1, on 
prend AK =— 4, et K Ez KD' —1, ce qui donne les limites 
tangentes ED, E'D' de l’ellipse : C en est le centre, et l'on 
trouve b == г. 

29. Si les racines de l'équation (3) sont égales, a étant leur 


x= —14'ой 


valeur, le radical équivaut à V—m(x—a) ; ainsi, (1) de- 
vient zar 48+ (х— а) ү/ — m: on ne peut donc rendre 
У réel qu'en prenant z— a, d'où у = aa -+ 8. 

Ainsi хоп n'a qu'un point ; ses coordonnées sont connues. 

Il est aisé de voir qu'en effet la proposée équivaut ici à 
(у= ar — B) +(x—a) m—0; et comme la somme de 
deux quantités positives ne peut être nulle, à moins que chacune 
пе le soit en particulier, la proposée se partage d’elle-mèmne en 
deux autres (n° 112). L'équ. ?* —zy 4-1 —2ar4 1 0 
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donne le point dont les coordonnées sont x — 1, et y == \. 
L'équ. x' + у? = o donne l'origine. 

3°. Si les racines de l'équation (3) sont imaginaires, pour 
aucune valeur de x, le trinome — mx +> nx +p ne peut 
changer de signe (n° 139, 9°. ); ce signe demeure toujours le 
même que eelui de son plus grand terme — mz*;........,. 
V (— mz? + nx 4- p) étant sans cesse imaginaire, la pro- 
posée ne représente rien. En effet, cette équ. revient alors à 
(y — ax— By + (ma^ — nx —p)- o, dont les deux parties 
sont positives et ne peuvent s'entre-détruire; par conséquent il 
est absurde de supposer leur somme — o, puisque la seconde 
ne peut étre rendue nulle, comme on l'a fait précédemment. 

C'est ce qui arrive pour 9° — элу +22 — 2x -- 4 = о. 

Pour que m, ou В°— 4 AC, soit négatif, il faut que les trois 
1** termes de la proposée (3), Ay’ =t Bxy + Cz? forment une 
quantité plus grande qu'un carré parfait. Dans le 1** exemple 
ci- dessus, page 472, ces termes sont 


3 (7*—axy +32) —3[(y—zc)4- 22]. 


Cherchons dans quels cas l'équ. générale du 2° degré est 
celle d'un cercle, les coordonnées étant rectangles. Cette équ. 
est 

dy? + Bey + Ce --Dy + Ех +F=0; 
l'équ. la plus générale du cercle est (х а) (y —8) =r, 
ou 

PH a ау —2«x + а" 4-8 = 0. 
La 1", dégagée du coefficient 4 де y? doit ètre comparable 
terme à terme à la 2°. On en tire d'abord 4422 C, B=0: 
donc quand les x et y sont à angle droit; l'équ. du 2° degré 
est celle d'un cercle, lorsqu'elle est privée du terme en xy et 
que les coefficiens de x° et de y? sont égaux. Mais de plus il 
faut que D=— 24h, E — 2а, R= À (à 4 Pn 
d’où l'on tire 


эф. LM 
emi Um ii T 4 
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ce sont les coordonnées du centre et le rayon du cercle, qu'il 
est ainsi facile de construire. Remarquez cependant qu'il y a 
deux exceptions, savoir quand le numérateur de la yaleur 
de r° est nul ou négatif : dans le 1°” cas, on a un point unique; 
dans le 2°, il n'y a pas de courbe. 

On trouve par ex. que l’équ. 27? -+ 22° — Ду — 4x + 1 =0 
est celle d'un cercle dont le rayon est / ?, et le centre au 
point (1, 1). 

Lorsque les coordonnées sont obliques, on raisonne de 
méme en partant de l'équ. (3) n° 379. 


2° Cas. Courbes illimitées en tous sens, m positif. 


455. lei 47° + Bxy -+ Cr’ est moindre qu'un carré. 

1°. Quand les racines de l'équation (3) sont réelles, а= АЕ, 
b = АЕ' (fig. 259) donnent, comme ci-dessus, les points D 
et D’ d’intersection de la courbe et du diamètre BN, et les 
tangentes EF, E'F'; puis le radical prenant le forme. ..... 
Vmi(x—a)(x—5), n'est réel qu'autant que x — a et x — b 
sont de méme sigue, c.-à-d. que x est» ou < aet b; x ne peut 
donc recevoir de valeurs entre a = ZE et b = AE’, et la courbe 
s'étend à l'infini de part et d'autre des limites EF, E'F"; ainsi, 
elle est une Ayperbole. 

Pour obtenir le diamètre conjugué de DD”, comme le centre С 
est au milieu de DD, on fera x= AK = h sous le radical , on 
rendra le résultat ад (n° 429), et l'on aura ainsi 4%’. On tire 
ensuite la position des asymptotes (n? 435). Nous allons au reste 
donner bientôt (n° (57) un moyen plus facile de déterminer ces 
droites. 

Soit par ex., у: элу — x —2y + 8x — 3 = 0; on en tire 
== ж +16 y (2x? — 6x + Å). On trace d'abord le diamètre 
BN, (yzr4-1); 22 — 6x + (zz0 donne x—32:, 
et le radical devient V/ 2 (z — 1) (ж —2) ; on prend AK — 3, 
EK=E£EK=!;on а les limites EF, E'F' tangentes en D 
et D'; et comme x est > з ou < 1, on obtient l'hyperbole 
MM', QQ' (fig. 259). 
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Pour trouver le diamètre coojuguéde DD", on fait r= AK —3 
dans y/ (22° — бх + 4), et l’on rend réel ; on à /' = y !. En 
prenant D'F' = D'H= v }, on forme le parallélogramme 
inscrit, dont les diagonales GF”, FH sont les asymptotes de 
notre courbe. 

2°. Lorsque les facteurs de mx? + nx + p sont imaginaires, 
la courbe ne coupe pas son diamètre BN (fig. 263) : de plus, 
ce trinome doit toujours conserver le méme signe que + mz’, 
quelque valeur qu'on attribue à x (n? 139, 9°.); donc chaque 
abscisse donne toujours des ordonnées réelles, la courbe s'étend 
à l'infini de part et d'autre, et elle est une kyperbole disposée 
comme on le voit fig. 263. 

Quant aux diamètres conjugués, le centre est sur BIN qui ne 
coupe pas la courbe; or, si l'origine était au centre, les abscisses 
égales et designe contraire (n? 425) répondraient à des ordonnées 
égales ; ainsi, le radical devrait être dela forme y/(mx'? +p ); 
si donc оп veut transporter l'origine au centre, il faut faire 
x = x + h; h étant tel, que le 2° terme de mz? 4- nx +p 
disparaisse (n° боб); h est l'abscisse du centre; on trouve 


"n ^ С) . » 
h — — — , la méme valeur que ci-devant. Ainsi, on prend 
2m 


AK =h, Vordonnée KC donne le centre С : faisant ensuite 
x == h dans y (mx? + nx + p), il devient = DC = a". Pour 
obtenir ё”, il faut chercher les points de rencontre de BN avec 
la courbe; en prenant la partie imaginaire des racines de 
mz* + nz -]- po, etla rendant réelle, on a K& O—K O' pour 
les abscisses des extrémités E, Æ’, du diamètre conjugué prises 
à partir de celle du centre. 

Comme les parallèles FH, GI au diamètre BN sont tangentes 
à la courbe en D et D', les ordonnées O'F, 1H déterminent 
aussi le parallélogramme inscrit, et les asymptotes IF, GH. 

Soit par exemple J” -+ злу — 2y — x — 0; on en tire 
y=— z4: + y (a — x + :); le diamètre BN (fig. 263) 
a pour équat. 5 — — t +1; comme x* — x + 1 >= 0 donne 
æ=}+!4/—3, la courbe ne coupe pas BN; de plus, 
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x! # + 1 étant toujours positif, y est aussi toujours réci ; 
ainsi, on a l'hyperbole de la figure 263. 

Pour trouver les diamètres comjugués, on construit. ...... 
x=!+:43, АК, КО = + Vy 3= KO donnent le 
centre С, ct le 2° diamètre EE’; de plus, en faisant x =: dans 
V (срт), опаа —; y 3. 

39. Si les racines de l'équation (3) sont égales, le radical 
équivautà W т (x —а)*, et l'équation (1) devient....... 


Jj=axz+it(rx=a)Vm, 

savoir у== (1+ ут) Батса ұт; 
on a donc deux droites qui se coupent au point du diamètre 
pour lequel x = а, et qu'il est aisé de construire, puisqu'ou а 
leurs équ.; on obtient un 2° pont de chacune, en posant r=o, 
Фоп y 228 £a y т; c.-à-d. qu'il faut porter ay/ m sur l'axe 
des y au-dessus et au-dessous du point oü cet axe coupe le 
diamètre. Les droites menées par ces points et par le 1°, qui 
leur est commun, sont celles dont il s'agit. 

ILest clair qu'en transposant et carrant, on a 


(y — «x —8y-—mí(zr—a)y-o. 


Ainsi, la proposée est décomposable en deux facteurs rationnels 
par rapport à x et y, et du premier degré , qu'on peut égaler à 
zéro indépendamment l'un de l'autre : c'est ce fait analytique 
«(qui explique l'existence de deux droites dans le cas présent. 

Soit, par ex., 49*—6x2y + 2° + Ду +} 2r—2 = о; on 
trouve yr — 1 + 1 y (32*—6z 4-3); or, 32° — бх 4-35 —o 
donne x = 1; le diamètre (fig. 264) BN, ( y—2x— ) est donc 
coupé en un seul point JV pour lequel D.4 = 1; et comme la 
proposée revientà y=x—!#} (x—1) 4/3, on a deux droites. 
r-0donney ——:-: 4/3; on prend BE = BE = уЗ, 
et l'on trace les lignes EN, E'N. 

Soit proposée l'équ. 5?— 2xy — Зх" — (^ — 0 ; on en 
ге y — rta y (x^ k); y — 2r donne le diameue BN 
(fig. 265); et l'on voit qu'il n'est pas coupé par la courbe, et 
qu'on a l'hyperbole MO, M'O'. Le centre est en C; on prend 
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CO=CO'=2k; OO est le 1* diamètre, puis C£ = CE =k 
donne le 2°, DD',et les asymptotes HF, ГЄ. A mesure que k dé- 
croîtra , la courbe se rapprochera du centre et des asymptotes 
qui ne changeront pas ; k = o donne ces droites mêmes. Enfin, 
si А prend un signe contraire, l'hyperbole est GD’, 7D tracée 
dans l'autre angle entre les mêmes asymptotes, et s'en éloigne 
à mesure que k croit. 


456. Quand 4= o, la proposée manque du terme en 5? et 
l'on ne peut plus opérer comme n° 453; mais si l'on change x 
en y, et y en x, ce qui ne produit qu'une inversion dans les 
axes, on pourra appliquer nos calculs; il suffira donc d'y 
changer Cen 4, Den Е: В? — 4 АС se réduit à #°, m est po~ 
sitif, et l'on a encore une hyperbole. Au reste, pour discuter 
Реди. privée du terme 4 y^, il est préférable de la résoudre 
par rapport à x, et d'opérexsur l'axe des x d'une manière ana- 
logue à ce qu'on a fait pour celui des у. 

Par ex., pour еди. z^ —2z y 4-2z —3 у + c =o (fig. 266), 
опа z-y—1:-2y(*-4r pme 41); 1а droite D D'(y—xr4-1) 
est diamètre, c.-à-d. coupe en deux parties égales toutes les 
cordes parallèles aux x. L'équation y° + y — c —1, donne... 
y——imy(ce—iNsi done с 792, on prendra AK= +4, 
KE=KE'= y(c—i), et l'on aura en D et D' les points où 
lhyperbole MD, M'D' coupe le diamètre DD'. En faisant 
y=} dans /( 9? 4- у — c4- 1), et rendant réel, on a 
V (c —) ce qui donne le conjugué de DD’, et les asymptotes 
F'G et FH, dont la seconde est parallèle aux y. 

Si c=}, on а les asymptotes mêmes; et si c «C2, on a encore 
unehyperbole entre les mémes asymptotes, mais elle est tracce 
en AN et F'N' dans les deux autres angles. 

457. Dans l'équ. générale (1) ( p. 471), le radical affecte la 
quantité m [ х" + tL); ajoutant et бшш, pour com- 
pléter le carré (n° 138), on а 


ут 


у= ах+ ax V Camz +n) + ámp—n; 
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le radical est de la forme y/(z: — 2); en le développant par 
l'extraction (page 197), on verra, comme n° 416, qu'on a une 
suite de termes où 2 = 2mz +n est au dénominateur, et qui 
décroissent quand z croit , leseul 1** terme excepté, En négli- 
geant donc Z, on a les ёди. des asympiotes de notre hyperbole 


mr tn ^ 
Ү=ах+а————..., ({); 
2y m 
donc, après avoir résolu la proposée , complétez le carré sous 
le radical o vous négligerez les termes constans, et vous aurez 
les équations des asymptotes. 


Il est facile de construire ces едо. ; les droites se croisent au 
point ( — 2—5) ui estle centre, etl'o * point 
int [| — 1 ез п naun »* poin 
і 2m' 2m/' 3 ^ P V 


en faisant x — 0, ce qui donne les ordonnées à l'origine 

n n 
ay m т 
dessous du point de section de cet axe par le diamètre. 

Dans le 1“ ex., p. 495, Y=x +12 | (эх —бе-Ь 4); 
ajoutant et ôtant ? sous le radical, ii devient V/[2 (x - 3) —:]; 
négligeant į, оп a, pour équations des asymptotes (fig. 259), 
Ү==2415 (ar-—3)y'!.Faisantznul, on trouve Y12239/ 5; 
il faut porter 34/4 de Ben iet č; Ci et C? sont lesasymptotes. 

Pour l'équ. page 427, on a y x22 y ( 1*-- ht); on né- 
glige 4, et il vient, pour єди. des asymptotes, Y —z +a x. 


Es 


; on portera 


sur l'axe des y, en dessus et en 


La discussion de l'équ. devient trés facile quand le terme 
en z^, ouen y?mauque; par ex. Dz y --Cz*4-Dy4- Ex 4-F—0 
donne, en résolvant , effectuant la division, et désignant par 
h, k, l des coefficiens connus, 


1 
Jees RED MERE TAE 


Or si l'on construit la droite FC (fig. 266) dont l'équ. est 
Bx + D == о, cette ligne, parallèle aux у, est l'une des asymp- 


В 
totes de la courbe ; car plus x décroit vers la limite —p* plus 
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y augmente, devenant infini à cette limite ; ce qui montre que 
la courbe s'approche indéfiniment de la droite FC. D'un autre 
cóté, en construisant la droite F'G quiapour до. y — hr4-h, 
on voit que pour obtenir les points de la courbe qui répondent 
à une abscisse quelconque x, on a l’ordonnée en ajoutant à 
celle de la droite F'G la longueur BD: et comme plus x 
est grand , plus cette fraction est petite, devenant nulle pour x 
infini , il est clair que la courbe s'approche de plus en plus de 
la droite F'G qui est la 2° asymptote. 

Lorsque c'est le terme en 2° qui manque , on résout l'équ. 
par rapport à x, et on trouve de même les deux asymptotes, 
dont l’une est parallèle aux z. Ainsi quand l’équ. de la courbe 
est privée du terme еп х? ou еп y°, l'une de ses asymplotes est 
parallèle à celui des axes coordonnés dont le carré manque. 
Cette théorie ne suppose pas que les coordonnées soient rec- 
tangulaires. 


Soit l'équ. x? —2xy + 2r— 3y 4 1— 0, опа (fig. 266) 


t tarti, . $ 
Parts tik FS 
l'équ. 2x +3 = o est construite en prenant 41 — — ё, et 
menant FH parallèle à 4 y; Реди. y 2? x 4-1, appartient à 
la droite F'G; ce sont les deux asymptotes. Le reste de la 
construction est facile (n° 421). 


De méme pour 25? 4- 3zy — 8y — 3r 4-1— 0, 


_ _э2у°—8у-Ь: __, 5 
Ө. С ЪТ. TAR 353 


les droites СН, FI (fig. 263), dont les équ. sont 3y — 3 = о, 
т==—{у-|-°, sont les asymptotes, la 1'* parallèle aux x. 


Si l'équ. est privée à la fois des deux termes en x? et у", 


ryd-Dy--Er-4-F-0,0na 


хыз ЕЧ ЧЕ ОЕ СИ 
Ай 7. > кыйс. = уш 
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les deux asymptotes sout parallèles aux axes, el ont pour équ. 
y=— Е, += — D. On pourrait discuter l'équ. en transpor- 
tant l'origine au centre, саг l'hyperbole serait alors rapportée 
aux asymptotes prises pour axes (n° 425), єди. prenant la 
forme x y =m’. 


3* Cas. Courbes illimitées d'un seul cóté, m — o. 


458. Lorsque m = 0, ou 3° — 4 4C — o, les trois 1°™ termes 
de la proposée, ou 44 y*-4-B.x y -Cx?, formentun carré (n? 138): 
le radical de l'équ. (1)p. 471: seréduità VV (nz4- p). Aprés avoir 
tracé ( fig. 248) le diamètre BN ( y — az 4- £), on trouve son 
point D d'intersection avec la courbe et sa tangente EF, en 
faisant nx 4- p = o. Soit r= a= la racine AE de cette équ., 
le radical devient y n (х— а), et n'est réel que quand n et 
x — a sont de méme signe; donc x est — a, et la courbe est 
située comme M' DM, lorsque n est positif; si n est négatif, x 
est < a, et l'on a ОЮМ". La courbe qui s'étend à gonna d'un 
seul cóté est donc une parabole. 

On peut aisément en déduire le paramètre de ce word à 
l'aide d'un seul point de la courbe, et soumettre la courbe à 
une description rigoureuse (n? 438). 

Soit l'équ. y^*— zy + ix'—2y — r4-5—20; on en tire 
у= r4 = y (ar— 4); оп prend ZE- 2 (lig. 248), EF 
est limite, 4B=1, DE; la courbe est située comme M'DM. 

Pour y! — zy + x — 27 + 3r — 3— 0, on obtient le 
méme diamètre ; et comme le radical est Viro 4), on a 
la courbe орм. 

Si m et n sont nuls à la fois, Véqu. devient у — ах ур. 

1°. Si p est positif, on a deux droites parallèles, qu'on trace 
en portant уреп BD et BD” sur l'axe des y (fig. 267), de part 
et d'autre du point Z où le diamètre BN rencontre cet axe. 
(r4 x)—2y-—2r-i, donne y =—2x +1 y; on 
prend 4B = AN= 1, BN est le diamètre; puis..,....,.., 
BD = BD' = ұз В; м Гоп mine DE, D'E' parallèles 
à BN. 

E. 31 
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2°, Si p est nul, y — xr 4- B; on n'a qu'une droite : telle 
est l'équ. (y J- Ж )' — ay —2x -+ 120, représentée par BN 
(fig. 267). 

3°. Si p est négatif, l'imaginaire subsiste toujours, et il n'y 
a pas de ligne. Telle est Véqu. ( y +x) — 2y — 2% 4 220. 

En un mot, (y 4- x) — ау — 2% + 1 = А donne........ 
у==—х-1-1 = yk; on prend AB = AN == 1, et l’on trace 

BN , puis BD = D'B = yk. Or, plus k diminue, plus les pa- 
rallèles se rapprochent du diamètre BN, avec ud elles se 
confondent enfin lorsque & 20; si k est négatif, l'équ. ne re- 
présente plus rien. 

Quelque point G qu'on prenne sur BN (fig. 267), il doit 
couper au milieu la partie IM d'une droite quelconque; BN 
est le lieu d'une infinité de centres (n? 425 ). 

Quand m et n sont nuls ensemble, la proposée revient à 
(y — «x — Ê) — p о. 1°. quand p est positif, elle est le 
produit de у — «r—B6-4- Vp par y —ar —£— yp, où x 
a méme coefficient ; on y saüsfait donc en égalant à zéro l'un 
indépendamment de l'autre; 2°. si p est nul, la proposée est le 
carré de у — ax — 6, nos deux facteurs sont égaux ; 3°. enfin, 
si p est négatif, on veut rendre nulle la somme de deux quan- 
tités positives, dont l’une + p ne peut être zéro, et l'équ. est 
absurde. Telles sont les causes qui expliquent l'existence de nos 
trois cas particuliers. 

£59. H résulte de toute cette analyse que, 

I. Si m, ou 8*—4 АС, est négatif, 4)? +Byx+Cr'est plus 
grand qu'un carré, C doit étre positif; la courbe est fermée ; 
elle est une ellipse, ou un cercle, ou un point, ou rien. 

II. Si m, ou 5—4 4С, est positif, 4 y^ 4- Вх у 4- Cx' est 
moindre qu'un carré ; la courbe est formée de deux parties illi- 
mitées ; elle est une hyperbole, ou deux droites qui se croisent. 
On est dans ce cas, si C est négatif, ou s'il manque x’ ou y^, 
ry restant. 

HI. Si m, ou B’ —44€ — 0, 43? + Bx y -- Cr’ est un 
carré; la courbe s'étend à l'infini d'un seul côté; elle est une 
parabole, une droite, deux parallèles ou rien : quand rj 
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manque , avec un des carrés z? ou ^, on tombe dans ce cas. 
460. On peut composer à volonté une équ. du 2° degré, qui 
rentre dans celle qu'ou voudra de ces circonstances, Il suffira de 
recourir à l'équ. (1) p. 471, et d'y déterminer arbitrairement les 
constantes а, 8, m,... ayant soin de composer le radical de 
sorte qu'il satisfasse aux conditions requises; ainsi m sera né- 
gatif pour une ellipse, et mz’ -- nx- po aura ses racines 
réelles : m sera positif pour une hyperbole, et suivant que 
l'équ. précédente a ses racines réelles ou imaginaires, cette 
courbe coupera ou ne coupera pas Son diamètre, etc. Оп peut 
enfin se donner des conditions qui déterminent toutes les cons- 
tantes æ, 8.... Voici un ex. de ce calcul. 

L’hyperbole ponctuée (fig. 265) a l'origine C au centre, le 
diamètre BN fait avec les x un angle de 45°; CE = 1 donne 
GH tangente et limite de la courbe; enfin, le diamètre conju- 
gué est CO =ý 2 : trouver l'équ. de cette hyperbole? Elle est 
visiblement y 2x +y m ( 1^—41), et il reste à déterminer m. 
Mais x = о donne le radica! imaginaire; et changeant le — 
en +, il faut qu'il soit p/ 2; donc y/ m= 4/2, et..... 
ау — х* == — 2 est еди. demandée. 

Si Роп veut que l'équ. soit celle d'un point, une ou deux 
droites, ou rien, on peut opérer de méme; mais il est plus simple 
de se conduire comme il suit. 

L et M étant de la forme ky 4- Zr +g, опа 

1°. Pour un point, L?+ М = o (р. 473); 

2°. Pour une droite, L* = o (р. 482); m 

3. Pour deux droites, LM—c (p. 477) et si l'on veut que 
ces lignes soient parallèles, le rapport des constantes А et Z 
doit être le méme dans L et M (p. 481); 


4°. Pour que l'équation ne représente rien, V doit être un 


nombre positif quelconque dans L? + М + N= о (р. 474). 


(61. Aprés avoir discuté l'équ. (1), les coordonnées étant 
rectangulaires, on peut se proposer dela construire exactement, 
sans recourir à la théorie (n? 439), mais en rapportant la courbe 
à un système de diamètres. Prenons pour axes des z^ une paral- 


3i. 
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lèle au diamètre y = ax + 8, sans changer ы, ‚ ni l'axe 
des у. Comme tang. (xx) =a, on a cos (xx) = GE TA =Á, 
sin (zx^) — ak, (xy) = 90°, et les équ. В (n° 383) deviennent 
x= kx, y= akz +7"; 1а transformée de (1) est 
y ж (mk*z* + пйх’ +p). 

1°, Si la courbe a un centre, portons-y l'origine ; et l'équ. 
étant ainsi rapportée à des diamètres conjugués, recevra la forme 
(n° 427) у==\/ (О + Cx?) : il suffit donc de chasser les termes 


. n 
Bet nkz'. Posons у= 3" H6, z' zx" — — ; ces 2° termes 


2km 
sont les x’ et y' du centre, et l'on trouve 
n 
ME = p — 7: 
T gar —- 


Telle est l'équ. dela courbe proposce, réduite à ses diamètres 
conjugués. Rien n'est donc plus facile que de construire cette 
ligne (n? 431, 2°.). 

Pour l'équation у = x 1:2 y (—2x' + бг — Å), on a 
«= 1, k=: y 2, m——2,. .. , et Гоп obtient, pour transfor- 
mée у°*-Ь z" — 1; ainsi, après avoir tracé le diamètre BN, 
y = zx -+ ı (fig. 258), porté l'origine au centre C, comme ou 
l'a vu (n° 454), il restera à décrire une ellipse, dont les 
derni-diamètres CO, CD, sont égaux à y =. 

2°. S'il n'y a pas de centre, m = о, et le radical devient 
y (nka* 4- p) : chassant les termes constans £ et p, l'origine sera 
portée au point où la courbe est coupée par son diamètre; savoir, 


y =у”'+Ё,х at R, d'où у" nkx". Après avoir dé- 


crit le diamètre Mur ғ в,Т dns sera prise au point ou il 
coupe la parabole; l'axe des у" étant parallèle aux y, et l'axe 
des x” le diamètre, la courbe sera facile à tracer (n° 438). 

Pour y — ix +1#4/(ar — 4), on a (fig. 248) а= 5, Ке, 
DN et DF étant les axes, on a еди. р" — 4x" V 1, qui est 
celle de la parabole МОМ; et comme p. 481 , on a 448 ==1, 
AE-DE жэ. 
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V. PROBLÈMES D'ANALYSE GÉOMÉTRIQUE. 


De la Génération des Courbes. 


462.1. Quelle estla courbe qui résulte de l'intersection conti- 
nuelle de deux droites 4M, BM (fig. 268) qui tournent autour 
de 4 et B, et sont toujours à angle droit en M? Prenons les 
Génératrices dans une de leurs positions 4M, MB : l’origine 
étant au milieu C de 48, et 4C == г; les lignes AM et MB 
qui passent, l'une en 4 ( — r, о), et l'autre en B (r, о), ont 
pour équ. 


y-a(r4r) y= (x—r)...... (1), 
de plus on a ad. «e 1250: а tesa, 


puisque ces droites sont perpend. : les valeurs de a et a', qui ne 
satisfont pas à cette condition, répondent à des droites AN et 


: "m dusk P 1 
BN, qui ne sont pas génératrices. Si l'on met — - pour à’, les 
jq pas 8 a pour а, 


équ. (1), qui sont celles de toutes les droites passant en 4 et В, 
appartiendront à deux génératrices, dont les directions dépen- 
dront de la valeur de а qu'on voudra prendre: la coexistence 
de ces équ. fera que x et y seront les coordonnées CP, PM, du 
point de section de ces droites. En éliminant a de ces éqäations, 
x ety seront donc les coordonnées du point d'intersection de 
deux génératrices quelconques, puisqu'elles ne sont distinguées 
entre elles que par a, qui n'y entrera plus. 

Ainsi, l'élimination de a et а entre les ёди. т et 2, donne 


x i; pe £ r 
gent (2) en y? 4- z? = r° : оп а un cercle dont le diamètre est 
AB. 

II Si les deux génératrices 4M, MB (fig. 269) étaient аѕ- 
sujettiesà former un angle donné AMB, dont la tangente fût г, 
l'équation (2) serait remplacée par t = rae 


I + aa 


l'équ. de la courbe cherchée : a= chan. 


‚ 1 on aurait 
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( a* Me y* — n) c— элу. En discutant (n° 450) cette équ., où 
4€ — Cli —r, on verra que la courbe est un cercle dont lc 


А т r 
rayon est OB = V G + =) COo-— 2 donne le centre О. 


En général, aulieu de supposer la courbe décrite par un 
point qui se meut d'une manière déterminée, on peut la con- 
sidérer comme engendréc par l'intersection continuelle de deux 
lignes (droites ou courbes) données, mais variables dans leurs 
positions ou leurs formes, suivant une loi connue. On prendra 
ces génératrices dans l'une des positions convenables, et Pon 
aura leurs équ., telles que M= 0, N = o : de plus, le chan— 
gement que ces deux lignes éprouvent tient à celni de deux 
constantes qui y entrent ; mais sont assujetües, dans leurs va- 
riations , à une condition donnée P = o. En faisant de nou- 
veau leraisonnement ci-dessus, on prouvera que, si l'on élimine 
ces deux constantes entre ces trois équ., on aura pour résultat 
l'équ. de la courbe engendrée. 

S'il y avait trois constantes variables, outre P — o, on de- 
vrait avoir une autre équation de condition Q= o; il faudrait 
éliminer ces trois constantes entre les quatre équ. М о, N=o, 
P—o, Qo. Et ainsi de suite... , de manière à avoir tou- 
jours une équ. de plus qu'il n'y a de quantités à éliminer. 

S'il y avait moins d'équ. qu'il n'en faut, l'équ. finale serait en- 
core celle dela courbe cherchée; mais il y aurait un ou plusieurs 
paramètres variables : le problème serait indéterminé, et l'on y 
satisferait par une série de courbes. Lorsqu'il y a autant d'équ. 
que de constantes, il en résulte des valeurs de x et y en nombre 
fini : on n'a plus que divers points; et s'il y a plus d'équ. en- 
core, le probléme est absurde. Tout ceci sera éclairci par des 
exemples. 

IH. Étant données les droites DIN, Dx (fig. 270) et un point 
fixe À sur l'une, cherchons la courbe dont chaque point M est 
tel, que la distance MA est égale à la perpend. PN sur Dx. 
Concevons cette courbe comme engendrée par l'intersection con- 
tinuelle d'une droite mobile PN, peñpend. à Dx, par un cercle 
KL, dont le centre est fixe en À ; le rayon ct la droite variant 
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d’ailleurs, de sorte que la condition donnée 4M = PN soit 
toujours remplie. 

L'origine étanten 4, AM=e, AP =$, AD=p, t=tang ND 4; 
les équ. du cercle LK et de la droite PN sont 

S ue yia х==й.... (Цу 
L'équation de la droite DN , qui passe en D ( — p, о), est 
mt (r4-p)s l'équation de condition M4 — NP devient 
«—1(8#p). Lorsque l'on fait varier la droite et le cercle, 
« et 8 changent seuls; ii faut donc les éliminer à l'aide des 
équ. (1), ce qui donne 
A (1) 20рх – Рр" == 0. 

1°, Si (== 1, l'angle donné E'DA — 05°, et l'équ. devient 
у?==эрх + р", qui est celle d'une parabole E'S, dont l'origine 
est au foyer À, le sommet en S, 2448 = AE" — p. 

2°. Si t 1, l'angle ND A est < 45°, on a une ellipse dont 
le centre C et les axes a et b sont tels, que 

AB == ре. ‚ «zs s bm DEM ode 
1—À 
Si DN est parallèle à D 4, on a un cercle , ce qui résulte aussi 
de ce que, par la génération, PN est constant. 

3°. Enfin, sit > 1, ou ED A, changé en ID А, > 45°, on a 
une hyperbole. 

Cette propriété pourrait donner un moyen facile de tracer 
nos trois courbes ; elles touchent toutes la droite donnée DE, 
DE',.... en son point de section avec 4E {n° [24). 

IV. Imaginons que la ligne 42 (fig. 271) d’une longueur 
donnée se meuve dans l'angle BCA, de manière que ses ex- 
trémités 4 et В restent toujours sur les côtés de cet angle: 
trouver la courbe décrite par un point /M donné sur cette ligne 
AB? Soient b = AM, a — MB, AC, CB les axes coordonnés 
quelconques, et c le cosinus de l'angle ACB qu'ils forment entre 
eux; la courbe peut être considérée comme produite par 1а sec- 
tion continuelle des deux droites mobiles 427, PM, dont les 
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equ. sout y —ar-- 8, x =y; d'où РМ ауа, CP — 


— 7e 
Il s'agit de trouver l'équ. de condition entre a, 2 et y. Or, le 
triangle PMB donne (D, n° 355), en faisant PB = z, 
а =z + PM — 2с2.РМ; d'ailleurs les parallèles 4C, PM 


donnent bz =a X СР: donc on a 

bs— ау, =z 4 {ey HE) — acz (eyh6.) 
П reste à éliminer z, æ, 8 et y. Mettons y pour ey +8, nous 
aurons bz = ах, а? == 2° 4-у° — 2су2; enfin, chassant 2, 
ab? = by" + ах" — »abexy est l’équ. demandée, qui appar- 
tient à une ellipse (n° 454) dont С est le centre. 

Lorsque l'angle 4CB est droit, tout le calcul se simplifie 
beaucoup: on a l'équ. b'y'+ a^? == a^b^, qui est celle de 
l'ellipse rapportée à son centre et à ses axes 2a, 25. Il en ré- 
sulte un nouveau moyen trés facile de tracer une ellipse. Aprés 
avoir décrit deux lignes indéfinies Cy, Cx, à angle droit, on 
portera, sur une règle 77' В, des parties égales aux demi-axes 
AM =0, ВМ = a, puis on présentera cette règle sur l'angle 
droit y Cx, de manière que les points 4 et B soient sur les 
côtés de cet angle. Dans cette position, et toutes celles de méme 
nature, le point M sera l'un de ceux de l'ellipse; on marquera 
ces divers points, et l'on tracera la courbe qui les joint. 

Si le point décrivant est situé en M’ sur le prolongement de 
AB, la méme analyse conduit au méme résultat, au sigue près 
du terme — 2абсху. Ainsi, en prenant BM' =a, AM' = Б, 
AB est la différence des demi-axes, au lieu d'en être la somme, 
et la construction demeure la méme. 

V. Si, du foyer F” d'une ellipse (fig. 238), on abaisse une per- 
pendic. sur chaque tangente, quelle est la courbe qui passe par 
tous les points / de rencontre de ces tangentes et de leurs per- 
pendiculaires? азуу' + бал == ab est l'équ. de la tangente au 
point (x', y') (n° 408). La droite, qui passe par le foyer 
(— а, о), a pour équ. y 24 (x 4-4); pour qu’elle soit perp. 
à la tangente, il faut (n° 370) que £ satisfasse à l'équation 
О É — а?у" == о : les équ. des génératrices sont donc 

ary + б*хх' = ahb, Pey = ay (x + а). 
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Lorsque le point de tangence varie, ces lignes changent de 
position avec x’ et y’; l'équ. de condition est celle qui exprime 
que ce point est sur l'ellipse, ату” + б°х'* = a'h’. Il reste à 
éliminer z^ et y” entre nos trois équ. On tire des 1'* z^ et y’, 
et l'on substitue dans la 3°; on trouve 


буа (x + з) = Cr + x (x а) р. 
En développant, ou a 


y! [ax (x + а) — b] + (x + à) (x*—2a*) = 0; 
or, — б —«' — a^ (n° 386) : le second terme devient donc 
3? [Gr +a)’ +2 — a]; de sorte qu'en réunissant les termes 
affectés de x°— a", oma 


(7 M ra) rd (+) ]=0. 

Le second facteur est visiblement étranger àla question , puis- 
qu'il donne le foyer; l’autre donne Ze cercle circonscrit à 
l'ellipse ; c'est la courbe cherchée. 

1°. b n’entrant pas ici, le cercle inscrit dans l'hyperbole ré- 
sout la question proposée pour cette courbe (n° 397). 

2°. Ce cercle est commun à toutes les ellipses décrites sur le 
grand axe, et méme au cercle qui se reproduit ainsi lui-méme. 

3°. Comme y? -- z* == а" est indépendant de а, on trouve le 
méme cercle en opérant sur l'un et l'autre foyer. 

VI. Pour résoudre le méme probléme pour la parabole 
(fig. 234), on verra aisément qu'il faut éliminer z' et y” entre 


XY =P (z4r), py =y (r— 1р), у*=эрх'. 


Il vient o == ( — azy’ 4- az* — px) (p— 2x ), ou en réduisant, 
г [r*+ (20— р) ]— о. Le 2° facteur donne le foyer; il 
laut le supprimer : le 1, x= о, donne l'axe des y ; c'est le lieu 
des pieds des perpend. ( , fig. 234, р. 426). 

VII. La parabole NAK (fig. 272) étant donnée, trouver le 
lieu de tous les points £M, tels qu'en menant les deux tangentes 
NM et KM, l'angle qu'elle formeront soit toujours égal à un 
angle donné M. 
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Les tang. à la parabole aux points (x^, у”), (х°, y"), ont 
pour équ. (n? 4o4) fig. 272, 

Ху =p (а +x), у= р (=42"). 
L'angle KMN, que forment entre elles ces droites (n° 370), 
a pour tang, „Ёш, Lor 
JJ E 
de contact, cet angle doit rester le mêine ; / est constant; mais 
z^, у', ж", у", varient; il faut les éliminer, et l'on a pour cela, 
outre les trois équations précédentes, y^? — pz", y" — эрх". 
x’ et x^ tirées de celles-ci, changent les deux premières en 
J^ = ayy + apr =o, j^" — ayy" + эрх — о. 

Ainsi, des deux racines de la 1"° de ces équ., l'une est y’, et 
l'autre у”; donc уу” = эрх, d'où em : de plus... 
y =y EV (gt —2px) donne y” — у —2 fois le radical; ainsi, 
l'équ. cherchée est 


squ'on changeles points X et IN 


J" — Pz* — pz (2 4- (^) — ; пр‘ о. 


c'est celle d'une hyperbole ; et comme t n'entre qu'au carré, 

/ Yune des branches est décrite par le sommet M’ de l'angle ob- 
tus &'M'N, et l'autre par celui M de son supplément NMK. 
On trouvera aisément le centre C et les axes de la courbe. 

Si l'angle donné M était droit, ou {= оо, on aurait (n° 398) 
2r + p =o; en sorte que si de chaque point de la directrice 
on mène deux tangentes à la parabole, elles font toujours entre 
elles un augle droit. 

VIIJ. Iarrivesouvent que l'équ. même dela courbe est don- 
née, ou presque exprimée dans sa définition, plutót que par sa 
génération : ceci mérite à peine de nous arréter. En voici un 
exemple : Quelle est la courbe dont chaque ordonnée est la 
moyenne proportionnelle entre celles de deux droites don- 
nées, correspondant à la méme abscisse? Il est clair que 
Jmm ax 4-0, у ал + b. étant les équ. des droites données. 
celle de la courbe est 


jy'z(ax4-b)(aer4-5), ou '—aa'x'—x(ah-- al) e bb 
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1°, Si l'une des droites est parallèle aux x, a =o dounc 
у* == al/z + bU, qui appartient à une parabole qu'on dé- 
сгіга aisément. Quand a = o, у? = bb" donne deux droites 
parallèles, une droite ou rien, suivant les grandeurs ct les signes 
de £ etb’. Lorsqu’on fait abstraction du signe des ordonnées des 
droites, outre notre parabole, on en à encore une deuxième 
égale et opposée, et qui a même sommet. 

2°. Si a et а sont de signes contraires, on а une ellipse ; 
lorsque ag! = — 1, les lignes données sont perpend., et Von a 
un cercle ( on a aussi un point, ou rien). 

3°. Enfin, si aet @ sont de méme signe, on a une hyper- 
bole : quand a — a", l'une des asymptotes est parallèle aux 
droites données, d’où l’on peut conclure l'autre (n? 450 et 457). 
On peut aussi avoir deux droites qui se croisent. 

Dans ces deux derniers cas, en faisant abstraction des signes 
des ordonnées, оп a à la fois l'ellipse et l'hyperbole décrites 
sur les mêmes axes, comme fig. 247. 

On pourrait varier beaucoup ces problèmes. M. Puissant en 
à mis plusieurs dans son Recueil de diverses propesittons de 
Géométrie. En'voici quelques autres : 


IX. Deux angles de 45°, BAC, BDC (fig. 272) étant donnés 
de position, les faire tourner autour de leurs sommets fixes 4 
et D, de sorte que deux côtés 48, BD se coupent toujours sur 
BE parallèle à 4D. Quelle est la courbe décrite par le point С 
d'intersection des deux autres cótés 4C, DC? 


On peut prendre les angles mobiles quelconques, ainsi que 
la droite BE. 


X. Soit un point M (fig. 274) tel, que ses distances 4M, 
ВМ, à deux points fixes / et B, soient entre elles dans un 
rapport donné; quelle est la courbe doit tous les points jouis- 
sent de cette propriété? 

Eu quel lieu de cette courbe AM sera-t-elle tangente? Com- 
ment déterminer le point M, tels que les distances M4, MB, 


MD à trois points fixes 4, H et D aient entre elles des rapports 
connus ? 
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XI. Un cercle et une droite étant dounés, trouver le lieu 
de tous les centres des cercles tangens à l'un et à l'autre. 

Le méme probléme pour deux cercles donnés. 

XII. Les cótés d'un angle droit glissent sur une ellipse ou 
une hyperbole, à laquclle ils demeurent sans cesse. tangens; 
quelle est la courbe décrite par le sommet (fig. 252) ? 

On peut prendre aussi l'angle quelconque, comme au pro- 
bléme VII. 

XIII. Deux droites ЕЁ, CD (fig. 220) tournent autour des 
extrémités 4 et € de la base d'un triangle donné 4BC; trouver 
le lieu. ВЕ de tous leurs points G d'intersection, en suppo- 
sant que D et F sont, dans leur mouvement, à la méme dis- 
tance de la base (Xoy. n° 376, VIII.) 


Problémes qui passent le second degré. 


463. Nous avons coustruit, page 35o, les racines des équ. 
du 2° degré. L'exemple suivant montre ce qu'il faut faire lors- 
qu'on est conduit par la vésolution d'un probléme déterminé 
à une équ. où l'inconnue est élevée au-delà du 2* degre. Soit 

zí— рфх* + prz + pm’ — o. 

Si l’on fait 2° — py, on а y? — gy ге 4- m? — o; la propo- 
sée provenant de l'élimination de y entre celles-ci, si l'on 
construit les sections coniques qui s'y rapportent, les abscisses 
des points d'intersection seront les racines cherchées : ce sont 
ici deux paraboles. La proposée aura ses quatre racines réelles, 
quand les deux courbes se couperont en quatre points: il n'y 
aura que deux points d'intersection s'il n’y a que deux racines 
réelles : elles seront toutes quatre imaginaires, s’il n'y a aucun 
point commun entre les courbes. Au cas qu'il y eût quelques 
racines égales, les deux courbes se toucheraient , etc. 

Mais comme l'une des deux courbesest arbitraire, il convient 
toujours de préférer le cercle comme plus aisé à décrire. Après 
avoir tracé les deux axes rectangulaires 4x, у (fig. 275), on 
décrira l’hyperbole xy == pm entre ses asyinptotes ; éliminant 
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pm, la proposée devient l'équ. d'un cercle facile à décrire, 
"+ +2 =р{. 


р pr d 1 pu 
renez АС = 2; u centre C, avec le rayon (rts " 
tracez un cercle ; l'hyperbole sera coupée en des points М, M", 
N, N , dont les abscisses 4P, A4P', AQ, AQ’, seront les 4 ra- 
cines x cherchées; deux sont positives dans la fig., les deux 
autres négatives. Il pourrait n'y avoir aucun point d'inter- 
section, ou seulement deux. 

De méme, pour z!— p’? -+ p'qr-4- piro, on prendra 
z*-py; d'où y°— py + qx4-pr—o; ajoutant х* —py — o, 
il vient 

HT —2pY + 9= +pr=0, x'—py, 
équ. d’un cercle et d’une parabole faciles à décrire. 

Pour zz a*r — а% = o, multipliez par x; faites х'=ау; 
d'où y? + ay — qx = 0; ajoutez la précédente, il vient 

J^ToPr-qr, ou jy*-4 2 —=aar + gr, 
suivant que la proposée contient + а? ou — а". On construit le 
cercle que cette équ. représente; les abscisses des points com- 
muns avec la parabole, x^— a y, sont les racines cherchées ; 
T=0 répond à la racine introduite. 
Pour z? — 3a°x = за", le mème calcul donne 
r'zay, y'-r'—day4-2ar. 
Soit décrite la parabole M 4 (fig. 276) dont le paramètre est a, 
et le cercle CAM, dont le centre est C (a, 2a), et le rayon 


AC а\/ 5; le point M d'intersection a pour abscisse x= 4P; 
c'est la seule racine réelle. 


» 3 
On peut, par cette construction, obtenir la valeur de ya. 


Étant données deux droites a et b, trouver entre elles deux 
moyennes proportionnelles x et y, ах y 10. Puisque 
a’ ау, у? = bx, en construisant deux paraboles, dont a et b 
soient les paramètres, qui aient l'origine pour sommet com 
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mun, et dont les axes respectifs soient ceux des y et des д; on 
aura , pour abscisse x et l'ordonnée y de leur point commun, 
les ligues demandées. 

Mais les constructions sont plus simples en employant le 
cercle au lieu de l'une des deux paraboles. Ajoutons nos équ., 
il vient z* + 5? ау — bx —o,etl'on retombe sur ja fig.276, 
où JC ia, АВ — ib. 

Lorsque 0 = 2a, on a x? == 2а?; ce qui résout le célèbre 


problème de la duplication du cube. Si Von fait b — 7 a, 


m . І 
comme on a 2? == — a’: on peut donc aussi former un cube x’, 
n 


qui soit à un cube donné a`, :: т ; л, 

En général, ces constructions peuvent étre variées de bien 
des manières; car, puisqu'elles dépendent de deux courbes dont 
on a les équ., en multipliant ces équ. par des indéterminées et 
les ajoutant; on obtient différentes courbes propres à la réso - 
lution du probléme. 

464. Aureste, il peutarriver qu'une question proposée comme 
déterminée ne le soit раз (voy. n? 376, II), ou méme qu'on 
puisse en faciliter la solution , lorsqu'elle est déterminée , en la 
faisant dépendre d'une autre question quine le soit pas. L'ana- 
lyse indique d'elle-méme ces modifications ; c'est ce qui va étre 
éclairci par les questions suivantes. 

I. Étant données deux points 4 et B (fig. 277), trouver un 
3* point M, tel, qu'en menant 4M et MB, l'angle M AB soit 
la moitié de MBA. Faisons 4D = m; les ёди. de 4M, МБ 
sont y = ar, y= ——a (х — m), l’origine étant en À : or, 
a et a sont des lang. d'angles doubles l'un de l'autre; donc... 
а = == (L, 359). Élimimons а et а’ entre ces trois équ., 
et faisons abstraction de y — o, qui n'appreud rien ; il vient 


J'—3x" +imx =o. 


On voit que la question est imdéterminée, et qu'on y satisfait 
cu prenant pour W chaque point del'hyperbole que nous allons 
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construire. Faisons 4C — CD =} m — х АВ; C sera le ceutre, 
-1 et D les sommets; les asymptotes CG, СН; font avec 4B un 
angle égal aux deux tiers d'un droit, 4/3 en étant la tangente 
{ 1° 352); cette courbe HD sera celle dont il s'agit. 

Si l'on veut partager un arc de cercle 4E, ou unangle AKB, 
en trois parties égales, on prendra le tiers 4C de sa corde 48; 
construisant l'hyperbole ci-dessus, l'intersection avec l'arc 
donnera (n°212) le tiers ЕВ de l'arc, ou le tiers ЕК B de l'angle. 

Pour résoudre le probléme de la trisection de l'angle, nous 
l'avons d'abord présenté sous une forme indéterminée, et méme 
plus générale, puisque nous autions pu de méme trouver le 
point d'un arc d'ellipse AEB , ou de toute autre courbe, qui 
remplit une condition analogue. 

11. Mener une droite DD’, y -ax + b (fig. 278), de maniere 
que la somme des perpend . MD, M'D', abaissées de deux points 
donnés M et M', soit égale à une longueur connue = m. Il s'a- 
Вие déterminer а et b par la condition MD + M'D' == т. 

La distance du point M (x, y^) à cette ligne ( n° 374 ) est 


ат — ^ ^ п 
oda LS en raisonmant de méme pour M’ (х", y"), ona 
VG) 


(ar —3 + b) +(ar у" 4b my (1+а')........ (1). 
Секе équ. ne pouvant faire connaître que a ou b, le problème 
est indéterminé : si l'on met у — ах pour b dans (1), on a 
Н") =a [ri lta") туи (aa); 
c'est Péqu. de la droite cherchée. Transportons l'origine au mi- 
lieu de MM', en C[ +(x x") i (y + уу], опа 


yar-4dimy(i4a) 0.2.4 (2). 


La direction de la droite est restée arbitraire ; seulement on 
voit que lorsqu'on a choisi a à volonté, l'ordonnée à l'origine 
est; m y (1 -- 2?); ainsi (n? 354) la distance РС=; m, се 
qui fournit cette construction. Du centre C des moyennes dis- 
tances aux axes, on décrira un cercle avec le rayon + m : toute 
tangente à ce cercle satisfera seule à la condition exigée. C'est 
ce que rend évidente la propriété counue du trapèze MOD М 
и? 210, ЩА). 
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Si l’on eût donné trois points, il aurait suffi d'ajouter 
ax" — y" -- b au 1° membre de (1): en général pour n points , 


il faudrait remplacer m dans (2) par z, Donc la somme des 


perpendiculaires menées de n points sur la droite DD’ est=m, 
quand DD' est tangent au cercle FC décrit du centre des 
moyennes distances avec un rayon FC =la n° partie de m. 
III. Étant données deux droites AP, AD (fig. 279), cher- 
chons un point M, tel que les perpend. MP , MD soient entre 
elles dans un rapport donné = n: m. Prenons .4P pour axe 
des x, À pour origine; AP = x', PM = y; enfin y = ax 


3 a mad ce wn. 
pour l'équ. de 4D.La perp.(n?374)MD — Vi Ee а par 
condition; d’où 

anx 
Y—4—my(cay А 


Donc, tous les points d'une droite AM passant en 4, satisfont 
à la question. Prenons des parties 4C =m, AB—n sur les 
perpend. aux droites données , et menons des parallèles BM, 
CM, à ces droites ; M sera l'un des points de la ligne cherchée, 
puisqu'il satisfait à la condition : cette ligne est donc 4M. 

Si l'on voulait obtenir sur la courbe MN les points M et /V, 
qui jouissent de la propriété assignée , il faudrait construire la 
droite AM , et prendre ses points d'intersection M et N avec la 
courbe. 

Le point M pourra être situé au-dessous de 4D; alors 
V/(1 + a?) ayant unsigne contraire, il faudra prendre 4 С'==т 
en sens opposé de AC, et la section de BM avec C'I. 

IV. D'un point К (fig. 280) menons deux tang. КМ, KN à 
l'ellipse donnée CMN, et la corde MN qui joint les points de 
contact. Si l'on fait parcourir au point A une droite quel- 
conque В donnée, les points M, JV varieront ainsi que MN; 
on demande la courbe qui est lelieu des intersections successives 
de ces cordes MN. 

Menons, par le centre C, CD parallèle à 4B, et СА diamètre 
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conjugué de Cy ; prenons ces lignes pour axes. En partaut de 
Реди. de la tang. à l'ellipse, et exprimant qu'elle passe par un 
point donné K (а, £), on a prouvé (413) qu'il y a deux tang., 
et que la corde MN, qui joint les points de contact, a pour 
équ. а?В у + бах ab. Si l’on place le point К en В, l'équ. 
de la nouvelle corde mnsera la méme en changeant 2 en £’. Le 
point de section de ces cordes se trouve en éliminant x et y 
entre leurs équations. En les retranchant, il vient a*y(8—/')—o, 
ou y — o. ll est donc prouvé que le poin le section est sur 
l'axe des x, et cela, quels quesoient 8,4; d’où résulte que toutes 
ces cordes se coupent en un seul point. La même propriété a 
lieu pour l'hyperbole et la parabole (voy. n°° 407, 413). 

Les principes exposés précédemment suffisent quelquefois 
pour discuter les ёди. de degrés supérieurs en x et у. Par ex. 
J^ — 2 4- (a—b)x + abx — o, 

din r=+Vr(x—a)(x +0); 

la courbe (fig. 288) est symétrique des deux côtés de l'axe 
des y, qu'elle coupe aux trois points 4, C et B, pour lesquels 
x = 0, a et — b. On ne peut prendre x positif a; mais z peut 
croitre indéfiniment au-delà ; ainsi la courbe s'ouvre à l'iufini 
et ne s'étend pas entre 4 et C. Dans le sens des x négatifs, elle 
forme une feuille entre 4 et D, et ne dépasse pas В, 

Si a— o, y— 2 x y(x +b), l’espace 4C est nul, et la dou- 
ble branche infinie a son point C soudé en 4. Si ó—o,... 
r=+xV/(x—a), la feuille 4B se réduit à un point 4, isolé 
de la branche infinie CM. 


I 

Soit encore l'équ. 5? — ry =, d'où y= + 

qu. ? У : Y TS) 
—1 yet 
zx Vu n : la courbe est symétrique par rapport aux 
х et aux y, et si l'on plie la fig. selon l’un ou l'autre de ces 
axes, les parties coincident; x est 1, et comme x= #1 donne 
У ==о0, deux parallèles aux y menées des deux côtés de cet axe 
à la distance 1, sontasymptotes de la courbe qui est entièrement 
renfermée entre elles. Enfin x< Æ 1 ; ainsi la courbe est com- 
Ta 32 
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posée de deux branches infinies et opposées, séparées par un 
intervalle, comme dans la fig. 263, excepté qu'elles sont ren- 
fermées entre deux parallèles aux y, et 7 zt т. 
Enfin єди. z* 4-7! —)^ — 2 — xy* -Er—o, 

équivaut à (а Hp —1)(r — x) =0, 

en égalant chaque facteur séparément à zéro, on trouve que la 
courbe est formée du système d’un cercle BCP (fig. 233) dont le 
rayon est т et le centre à l'origine С; et d’une parabole M AM". 
Les choses se passent ici comme n° 460, 3°. 


De quelques autres Courbes. 


466. Lorsqu'on donne divers points F, G, M,Z. . . (fig. 211), 
il y a une infinité de courbes qui les unissent ; cependant, parmi 
celles qu'on peut choisir, il en est une qu'on préfère , comme 
étant plus simple que les autres; c'est celle dont l'équation est 
J— 4 4+ Bx4- Cr+ etc., et qu'on nomme Parabole; par ana- 
logie avec la courbe que nous connaissons sous ce nom. Après 
avoir tracé deux axes Ax, Áy, et marqué les coordonnées 
AD,DF,AC,CG.... despoints connus, on comprendra dans 
l’équ. autant de termes qu'il y а de ces points, et il s’agira d'en 
déterminer les coefficiens 4, В..... par les conditions don- 
nées, savoir, que 1°. x = AD = а donne y = DF =a; d’où 
а= A+ But Са 4... , л 2°. de méme x = 6, donne y=b; 
b=A+BE4CE+..... . êt ainsi des autres points. n fan- 
dra ensuite éliminer les inconnues 4,B,C..., afin d'en ob- 
tenir les valeurs. 

Le calcul peut être présenté d'une manière simple et géné- 
rale; car, puisque x ==# doit donner y == a, la valeur de y 
est de la forme de y —.4a + К, 4 et K étant composés de ma- 
nière que z =« rende A= 1; et K — 0 : ainsi (n° боо), 
K=(x—«) K’. De plus, quand x = £, on a y —0; donc on 
a en général y= Bb-- L, L étant -(x—f) L'; de sorte 
que, pour allier ces deux Rr p 


28 


"bap (н) (x —8) М; 


у= 


e == 
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A! et B' étant —1, lorsqu'on fait respectivement x —«, ou == А. 
En continuant le méme raisonnement, on verra que 
Jm da + Bb + Cc ete., 
_(x—8) (r—y) (z— o. I 
(а — 8) (e—7) («—2)..."' 

(2—2) (r—) (2—0)... 

(8—2) (8—5) (2—4)... ' 
en prenant pour chaque coefficient une fraction ayant autant 
de facteurs moins r, qu'il y a de points donnés. 

On obtientainsil'équ. approchée d'une courbe donnée, mais 
tracée au hasard; il suffit d'y distinguer un nombre suffisant de 
points, pris surtout aux lieux où la courbe offre des sinuosités 
marquées, et d'en mesurer les coordonnées a, a, Ê, b,... 

On pourra ainsi trouver, entre des points isolés F,G,M,Z.., 
d'autres points assujettis à la méme loi; et de méme, entre 
plusieurs quantités liées par de certains rapports, obtenir une 
loi qui puisse servir à faire connaitre, par approximation, quel- 
que circonstance intermédiaire. C'est en cela que consiste Za 
méthode de l'Interpolation, dont l'application est si fréquente 
aux phénomènes naturels. (оу. n” 637 et 947.) 

Les mémes raisonnemens servent à faire passer une courbe 
de nature connue par une série de points donnés: l'équ. de 
cette courbe doit alors renfermer autant de constantes arbi- 
traires qu'il y a de ces points, sans quoi le probléme serait 
absurde ou indéterminé., Ainsi l'équ. la plus générale du cercle 
étant (y —&)' 4- (x — h =r, on ne peut exiger que cette 
courbe passe par plus de trois points connus (a, а), (8, б), (y, c), 


et l'on aurait, pour déterminer les constantes #, А etr, les 
conditions 


équ. où A 


(a—ky-- (a А)", 
(b—ky (8 —hyzr, 
(e— ky 4- (y — hy zr. 
Si le rayon r était connu , on ne pourrait plus se donner quc 
deux points, et ainsi de suite. 
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En général on peut faire passer une section conique par 
cinq points, puisqu'il y a cinq arbitraires dans l'équ. générale 
du 2° degré, dépagée du coefficient du 1** terme. 

467. Quelle est la courbe DM. QE (fig. 281) engendrée par 
l'intersection continuelle de la ligne BM, qui tourne autour de 
B, et d'un cercle M EQ, dont le centre C glisse le long de 4C, 
de manière que ce centre soit toujours sur BM? Prenons Az et 
BD pour axes. Soient 4C—2a, AB =b, CM = AD =a, les 
équ. du cercle, et de la droite BM qui passe en B (o, — b) et 
C (a, о), sont 

(ra) + yp =a, ay—b(x—a); 
éliminant a, ilvieot ау (а — y) (rtty. 


Telle est l'équ. de la courbe proposée, que Nicoméde a 
nommée Conchoïde. Il suit de sa génération qu'elle est formée 
de deux branches, l’une au-dessus, l'autre en-dessous de Ax, 
étendues à l'infini, et dont 4x est l'asymptote; que la plus 
grande largeur est en DD’, lorsque la droite mobile BM est 
perpend. à Ax. Si АВ est < a, alors il y a en D' un nœud; ce 
ncud s'évanouit, et nelaisse qu'un point de rebroussement, 
lorsque 4B =a. ( Роу. fig. 282.) 

468. Le cercle AFB (fig. 283) et sa tang. BD sont fixes; la 
droite AD tourne en 4, et AM est toujours pris = FD : quelle 
est la courbe des points 27? Elle résulte de la section conti- 
nuelle de 4D ; par un 2° cercle, dont le centre est en 4, et 
dont le rayon R variable est sans cesse— FD. Les єди. de nos 
deux cercles, l'origine étant en 4, sont z? + y? == IU, 
J'=2ax — x^; celle de AD est y æ Ax; A et R varient, et 
lou a 4M = FD, ou AP= ЕВ. Or, on trouve (n?* 372, 354) 


зад» R 
AE = = —Rü MAP —————: 
E= Ty EB= CE AP == Rcos M AT VICE SET, 


donc Ry (i + ^ }= 2a 4*: c'est l'équ. de condition. 
Éliminant R et A, à l'aide de x'-4- y'= R’, у = 4х, опа 
l'équ. cherchée 


ru xp — 020 „3 d'oü c A 
У Раи: > за—х 
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CONCHOÏDE, CISSOIDE. Бот 
1l résulte de cette équ. que, 1°. x ne peut être 7» 24, ni néga- 
tif : ainsi la conrbe est renfermée entre Ay et BD ; 2°. elle est 
symétrique de part et d'autre de 442 ; 3°. elle passe par Vori- 
gine 4 (où еПеа un rebroussement ) ; 4°. x= a donne y —a: 
les points H et H’, où la courbe coupe 1а circonf. directrice, 
partagent celle-ci en ses quatre quadrans; 5°. x — 2a donne 
J=w: BD est asymptote. Cette courbe est nommée Cissoïde 
de Diocles. 


469. La courbe ОВ М (fig 284), dont les abscisses 4E, AP... 
sont les logarithmes des ordonnées correspondantes EF, MP... 
est nommée Logarithmique : son équ. est x =log y, ou y —a*, 
a étant la base (n? 145). H est facile de voir que, 1°. la courbe 
n'a qu'une seule branche, qui est infinie à droite et à gauche; 
2°. l’ordonnée 4B à l'origine est= 1; 3°. soit 4E —12.4B, 
on a EF=a= la base ; 4°. si a est 7» 1, la partie ВМ de la 
courbe qui est dans la région des x positifs , s'écarte sans cesse 
de Ax (le contraire a lieu lorsque a < 1); l'autre partie FO 
s'approche de 4/0; Q.4x est l'asymptote. 5°. Si Роп prend des 
abscisses successives en progression par différence, les ordonnées 
correspondantes formeront une progression par quotient. 

Les différentes espèces de logarithmiques sont distinguées 
entre elles par la base a. 


470. Formons la courbe des sinus (fig. 289) : l'équation est 
J=sinæ. Chaque abscisse x est le développement d'un arc de 
cercle dont l'ordonnée y est le sinus, le rayon étant г. Si l'arc 
est o, zr, 2zr...,le sinus est nul : à partir de l'origine 4, et de 
part et d'autre, on prend AB — ВС 4В' == ... =ar, les 
points 4, B, B, C, С"... sont ceux où la courbe coupe l'axe 
des x. L’arc croissant depuis zéro jusqu'à 2 sr= AE, le sinus 
croit aussi jusqu'à EF'— г; mais x continuant de croître, y 
diminue; la portion ЕВ de courbe est symétrique par rap- 
port à FE. Lorsque x passe 4B = тг, le sinus devient négatif; 
et comme il reprend les mêmes valeurs, on a une autre partie 
de courbe B DC égale à la première. Le cours se continue ains i 
à l'infini. Ces courbes nc diffèrent entre elles que par le rayon г. 
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471. Un point M (fig. 285) se meut le long de CM, еп mème 
temps que CM tourne en С; quand ce rayon mobile était cou- 
ché sur CA, M était en À ; et l'on exige que 4C soit toujours 
à AP, commele quadrans ac està l'arc décrit ab. On demande 
quelle est la courbe 4MDB décrite par 4? Elle est produite 
par l'intersection continuelle du rayon CM et de PM perpend. 
à CA. C étant l'origine , soient ФАС = a, ab z—6, CP —e, les 
єди. de CM et PM sont y =x tang 6, x = а. Mais la condition 


AC ас a 
imposée —— == — donne 2— ; élimi rent 
MAROC -7P gb PIE = 27; inons g et 6, П vien 


=з? (ап ie ou y =z cot =, 
у= [27 , у=хс (Z 


Il est aisé de voir, 1°. que la courbe est symétrique de partet 
d'autre de Су; 2°. quera rend y négatif ; 3°. que +r=24a 
donne les asymptotes QN, Q'IV'; x — o donne y=0 X оо, 
expression singuliere de l'ordonnée CD, et dont nous recher- 
cherons plus tard la valeur (n? 956). Dinostrate, inventeur de 
cette courbe, lui a donné le nom de Quadratrice, à cause de 
l'utilité qu'il lui supposait pour la quadrature du cercle. 


472. Si un cercle GM (fig. 290 ) roule sur une droite 4B, 
le point M, qui originairement était en contact en À, aura 
décrit l'arc 4M ; et le nouveau point de tangence avec AB 
sera en D, de sorte que 4D sera le développement de l’arc de 
cercle MD. En continuant le mouvement du cercle , le point M 
tracera la courbe 4MFB, qu'on nomme Cycloide, Roulette ou 
"T'rochoide. 


Après une révolution complète, le point M se retrouvera au 
contact en В, qui sera un point de la courbe, {В étant la cir- 
conférence du cercle générateur : en E, milieu de 4B, le dia- 
mètre FE == 2r de ce cercle, est la plus grande ordonnée; la 
courbe est symétrique de part et d'autre de l'axe FE. La cy- 
cloide continue son cours à l'infini, en formant en 4,2... des 
rebroussemens, 
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Prenons l'origine en 4, AP = x, PM — y ;comme....... 

AP = AD — PD, on a x = MD — 2, en faisant PD=3; z est 

l'ordonnée QM du cercle CM, l'abscisse y étant DQ; d’où 

z?=ary —у*. Or, MD est un arc qui, daus le cercle dont le 
rayon est r, a z pour sinus ; ce qu'on exprime ainsi : 


MD=are (sin = 2); 


donc on a æ=arc (sin= 2) = = 


ou z=sin(x+s); ay 7. 
Si l'origine est en F, FS—z, SM—y, FK =u, on a 
FS— AE— AP=AE—( AD — PD) 
= demi-circ. FK E— arc MD 4- MQ — FK + КМ, 
ou е==агс (sin —z)--z, z= sin ( m—z), ou r= u 4- sin и, 

Les travaux de Fermat, Descartes, Roberval, Pascal, Huy- 
ghens...., ont rendu cette courbe célèbre; elle jouit de pro- 
priétés géométriques et mécaniques très singulières, mais ce 
n'est pas ici le lieu de nous en occuper. 7. le second vol. 

Si l'on eût cherché la courbe décrite par un point du plan 
circulaire différent de ceux de la circonférence , on aurait eu 
une autre espèce de cycloide. On aurait aussi pu donner au 
cercle mobile un mouvement de translation dans l’un ou l'au- 
tre sens, outre celui dont nous venons de parler, ce qui aurait 
allongé ou accourci la cycloide. Enfin on aurait pu faire rouler 
la circonférence sur une autre courbe : on aurait eu ce qu'on 


nomme les Æpicycloïdes. Mais nous ne pouvons qu'indiquer 
ces objets. 


473. On nomme Spirale une courbe qui est coupée en une 
infinité de points par toute ligne passant par un point fixe ou 
pôle. Les spirales forment un genre de courbes dont la géné- 
ration nécessite, pour ainsi dire, les coordonnées polaires. 
Telle est celle de Conon, qui porte le nom de Spirale 4' Archi- 
mède, parce que ce célèbre géomètre en a le premier reconnu 
les propriétés. La droite 47 (fig. 286) tourne autour de 4, 
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pendant qu'un point mobile M glisse le long de 47. Cher= 
chons Реди. de la courbe 424NC, qu'il trace, en supposant 
que AI est placé en 4€, quand le mobile est en 4; qu'après 
une révolution, lorsque 447 se retrouve en 4C, le mobile M 
esten C; qu'enfin les espaces 4/4 — г qu'il parcourt sont pro- 
portionnels aux angles 4C —9 que décrit 41. 


La valeur angulaire 27 devant répondre à 4C=a, опа 


# 
EI donc, ?xr— at 


est l'équ. cherchée. La courbe passe en 4, en C. ..;les révo- 
lutions successives de 447 donnent (27, = 4z, —...; d'où 
r= a, —2a...., de sorte que, chaque fois, le rayon vecteur 
augmente de a. Comme, pour un nombre quelconque Ё de 


révolutions, l'équ. 


al P 
r= — devient r—ak + а 
mw 27 


К étant un entier quelconque, tous les rayons vecteurs s'ac- 
croissent aussi de a. 

474. Soient menées les perpend. 4С, CD (fig. 287), et 
décrit du centre C des arcs, tels que PM, égaux en longueur 
à une ligne donnée CD —a ; les extrémités M de ces arcs dé- 
terminent une courbe NM, dont on trouve aisément l'équ.; car 

Ch CM - p 
on à gh = рур" PM=a,Ch=1; donc г$ — a. L'analogie de 
cette équ. avec zy == т” a fait donner à cette courbe le nom de 
Spirale hyperbolique : on voit d'ailleurs que DE, paralléleà 4€, 
. a з 

est asymptote. Puisque r= pn est nul que quand ? = оо; 
et comme 0—2z, = (ж... .. donnent des valeurs de r de plus 
en plus petites, la courbe fait autour du póle des circonvolu- 
tions, et n'y parvient qu'aprés une infinité de tours. 

On a donné de méme le nom de Spirale logarithmique à 1а 


"X 8 T А 
courbe dont l'équ. est é—log r, ou r=a . ê croissant, r teir 
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aussi, ct le cours de la spirale s'étend à l'infini ; mais 8 étant 
négatif et croissant, r décroit, de sorte que ce n'est qu'aprés 
un nombre infini de tours que la courbe atteint le póle. Elle 
participe , comme on voit, des deux précédentes. 

La Spirale parabolique a pour équ. rzza-t- V/ (pt), de 
sorte que r—a est moyenne proportionnelle entre p et 8 : on 
reconnaitra aisément la forme de cette courbe. - 


FIN DU PREMIER VOLUME. 


vof > LED 
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TABLE de Cordes pour le rayon 1000 (page 388). 


Diff. 1 pour 
2 pour 


3 pour 10’. 3 pour 


3. 
6. 
9". 


4 pour 14°. 4 pour 15°. 
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Diff. 1 pour 3. 
2 pour 10’. 
3 pour 15°. 


ERRATA du Cours de Mathématiques pures, 4* édition. 


TOME PREMIER. 


Pages то, lignes 3, les lisez le” 


1%; 
16, 
20, 
3r, 


2, en remontant, 5 = 625 lisez 54 = 625 

19, = 9 X 16 lisez — 7 x 16 

2, en remontant, (6: 2 x 3) х 4lisz 6: (2 x 3) x 4 

10, en remontant, quotiens 1,1, 2, 2, 2, lisez 3, 1, 
252, 2 

4, en remontant, '23 x3* x 5 lisez23x32x5 


B xD З 5 
8 = lis 
18, 1*7 ez 477 
11, en remontant 7 = lisez 7 з= 
derniére, 61,37729 lisez 61,377269 | 


dernière, page 43 lisez page 40 
4» puisque 13? lisez puisque тоз 


15, fractions + lisez: саф» 2 


4 4 


24, le produit 12.10. 10 йез 12.18.10 2 


4 
зо, 5:8 = 59-33 lisez 519 — 513.2 
dernière , 18252 = 3,78? lisez 18252 — 3 X 582 
15, еп rem. , 2? САБ. Règles directes lisez règles inverses 
5, en remontant , ou 210 jours lisez ou 216 jours 
12, en remontant, x =; x lisez 5—3 х 
9, еп remontant, (104 + 42) lisez (10? - 4*) 
5, en remontant, CD = K lisez CD = k 
a pua b 
2, en remontant, V © 3 lisez » < Z 


3, en remontant, — x > a lisez — x > — a 


n 
= yé = а 
‚= pu 
АЛЕ A 


5, au dénominateur, lisez c r 
n—p п+р 
6, = aM Шева т 
11, après inconnu , ajoutez 1, а etq étant donnés 
6, en remontant, deux nombres lisez deux membres 
3, en remontant, à la 2* formule, la lettre ma disparu, 
g^ р 
li =й EN 
sez m + 34 aj? 
I 
11, = i rh GR*— h) lisez = 3 zh” (3R — x) 


2, en remontant + yn lisez + yn 
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ERRATA. 


TOME SECOND. 


Pages 69, lignes 18, (3y*— 127 + 8) — lisez (3ya— 12у + 8)x — 


5 et 6, en remontant, PM’ lisez P'M^ 


5, — 36 x5 lisez — М} zx 
10, positive, a lisez positive «, 
10, ainsi lisez aussi 
16, en remontant , et = 2 lisez et 2 = 2,09 
13, en remontant, divisons fz lisez divisons f 
10, en rem. , prenons ce résultat lisez prenons 2,0946 

з= а + sf/'a lises —f'au + sf 

11, х 6,1 lisez x 6,3 
24 , l'ensemble B lisez l'ensemble par В 
12, il y a lisez fr = о a une seule racine 

14, de moins lisez de v d 

13, à x = ola suite des signes inférieurs est 4- + + au 

lieu de—+ + 

11, en remontant, = lise x = 0 

3, —--d- + lisez — 4 4-— — + 

11,722 4- 8z lisez qu — 8e . 
21, 5x? — xa lisez x3 — хз 

7, (z — 1) 4- a (x — 1) 4- 4 lisez (z — 2j? +2(x — 2) + 4 
18, — 2152 lisez — 2652 

75.25, lisez fx —— 


2 РИ 


3, lisez хі ai = zi—izi-? Hi 


15, on a omis le facteur (x? — 3z + 1) 
6, en remontant, les racines lisez les trois racines 
ligne dernière, — Зи (рз — 12) + 12pr lisez 
— Su(p*— 13r) + 72р” 
6, — 215,1 lisez — 215 
7, au dénominateur, lisez i au lieu de ai, savoir 2.3.4...i 
10,2 = c -]- mb lisez z — a + mb 
13, pi — lisez p' = n'yi -- m 
12, en remontant , par ex, aa lises par ex. 235 
э E 238 228 
2,7 = 22.17 lisez y = —22.17 
2, racines plus petités lisez racines, ou plus petites 
qu'elles 
10, en remontant , э=4, £y... liess =y, y, y"? 
9, en remontant , limite F lisez limite L 
lisez 8° et 0° termes , à la colonne du tableau 
7, puissances paires lisez puissances impaires 
3, en remontant, = désignant lisez t désignant 
8, t est = nd lisez x est = nd 


17, eos G т— hs ) lisez eos G euh) 
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Pages 259, lignes 13, cos3s = ges Зс lisez = 4c? — Зс 


260, 
270, 
271, 
282, 


288, 
318, 


d T est le facteur Lisez Т, et le facteur 

6, en remontant, lisez au рту n— 2i 4- : 
7, en remontant, un aréte OB lisez une arète OA 

11, lapartie entre les crochets doit être élevée au carré 


a ү; I 
3, en remontant, tang = c lisez tang? $e 


13, opposé B lisez opposé А. 
2 , len? 68 doit ètre n° 682, 
3, en xg hom dont la dérivée lisez donc la dérivée 
oat k lisez =, dr 
а z 
7 = lisez des 


APT "Uu : 
t — lisez est — 
9, est = lis tz 
3 ч sinx 
dernière, y’ — cos z sinx (шег y'= соз x ( 


3, en remontant , au lieu du signe -- lisez — eee ( 
т, а + К lisez a+h 

9, en remontant, Dha. lisez Dh? 

11, après l-4 т ajoutez 1 étant — ou > 1, 

5, en remontant, éliminant ft lisez éliminant fy 
4 en remontant, $ = J lisez x eT 

5, en remontant, le diviseur dt? doit être rempiacé 
par dt 


IO, en remontant ES lisez Es 
у RE ОБОИ te р 
4, ГарР-:.хт-пах lisez f zem". хта 
жт ami 
h, = — lies =— -7 


3á Ex: = lisez f'a*x"dx 
10, en remontant, fermez la parenthèse entre les deux 
termes 


10, 2. sinsz lisez 2 sin? 
? TO #5 
5, еп remontant, changeant n en n — 2 lisez n en 2 — п 


dernière , a + z — lisez |1 (a 4- x) = 
première, z — fz lisez zf'x 


`9, 2.4.6.7.а4 lisez 2.4.6.7.a5 


9, faisant г = а lisez faisant г = 2a 
première ‚с = — 4 p?lp lisez c = — + plp 


3 
sight lisez = -- 


з,ссш— a lisez c = — а 


www.rcin.org.pl 


ERRATA. 


Pages 492, lignes 7, en remontant, = amda lisez ax"dx 


520, 


523, 


602, 
605, 


du du . "du du 
ds "LU UM LEE U 
7, 2=— I lisezn = —1 

18,» Sy" ady" lisez y'fy' .dy* 


dernière, n? 817 lisez n? 818 
1, (1 4- 772) $ dz lisez (1 дй ^y dx 


2, lisez au premier ала (ау ay 
gen remontant , у (1 + y)? lisez (т + у) 
7 cerz 4- lisez + cek? + 
12, + de*V— lisez 4 de-:Y—: 

4, en remontant,  æ2 lisez + kx? 

6, en remontant 20 а 2 lisez ZU 

? а= dr dz 

7, en remontant, l'équation doit porter le n? 5 au lieu 

de (6) 

8, en remontant, 202 + lisez zdz 4- 

3 

її , en remontant, Ф'6 == DL lisez 9'0 =x? + 

6, 7 —Flr,s, t...) dises r EF (s, t...) 
10, (page 459) lisez (page 439) 

8, en remontant, фе lisez 4Z 
15,$V lises JV 
18, dx.ddy lisez dx.dy 
17, h*amm-* lisez h*am-? 

3, en rem., 474,6, A4— — 2,0 lisez A274,6,4*——2,0 


d— d— 
7, en remontant, А, = TE 5 lisez A, — x. 
E 
9, en remontant, — lisez 2 E 
x) hx 


j,en remontant , = = +" — =. lisez pait “À de 2 wr 


6, en remontant, bil we t lisez ы +: 


3 et 4, en remontant, le premier terme des séries esta 


Le lecteur ne doit pas étre étonné du grand nombre de fautes que nous indi- 
quons ; dans un ouvrage dont l'impression est aussi compliquée , il est juste 
d’excaser ces négligences. Le lecteur est prié de corriger ces fautes, dont plu- 
sieurs sont assez graves pour rendre inintelligible un texte souvent dif- 
ficile à comprendre , parce que le plan suivi exigeait qu'il fût très concis. 
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